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OD AUTORA

Ksigzka ta jest pomyslana jako wprowadzenie do zagadnien teorii regulacji automa-
tycznej, co tradycyjnie sktada si¢ na podstawy automatyki. Kurs taki, z pewnym zréz-
nicowaniem co do stopnia zaawansowania, jest prowadzony niemal na wszystkich
kierunkach zwigzanych z naukami technicznymi.

Pierwsza cze$¢ ksigzki, na ktorg sktadajg sie rozdzialy 1-8, zawiera opis narzedzi
matematycznych, ktore sg stosowane w odniesieniu do klasycznego ujecia automatyki.
W czesci drugiej (rozdziaty 9-10) zawarty jest material zwigzany z projektowaniem
uktadéw sterowania i automatycznej regulacji wraz z opisem podstawowych metod
korekcji takich uktadow. Obie czesci odnosza si¢ do ciggtych i dyskretnych uktadow
liniowych, reprezentowanych za pomoca transmitancji lub opisu w przestrzeni stanow.
W ostatnim, 11-tym rozdziale, przedstawione sg takze metody stosowane w odniesie-
niu do uktadow nieliniowych.

Wyktad jest ilustrowany duza liczba przyktadow rachunkowych, w ktorych, w
wigkszosci przypadkow, stosowany jest program MATLAB [41], jako wygodne na-
rzedzie do obliczen i sporzgdzania wykresow. Mam nadziej¢, ze Czytelnik nie bedzie
miat problemow z ich zrozumieniem i samodzielnym rozwigzaniem.

Bede wdzieczny za wszelkie uwagi dotyczace proponowanego w tej ksigzce mate-
riatu, jego uktadu i zawartych ilustracji w postaci przyktadow. Mozna je przesyla¢ na
moj adres e-mailowy: eugeniusz.rosolowski@pwr.edu.pl.

Na zakonczenie mam przyjemno$¢ podzigkowaé moim kolegom z Zespolu Auto-
matyki i Sterowania w Energetyce Katedry Energoelektryki Politechniki Wroctaw-
skiej, ktorzy w duzym stopniu ksztattowali zawartos$¢ tej ksigzki zardbwno w zakresie
tre$ci podstawowego wyktadu, jak rowniez w odniesieniu do przyktadow sktadajacych
si¢ na ¢wiczenia laboratoryjne [62], a takze rachunkowe [54]. Mysle tu w szczegdlno-
$ci o profesorze Andrzeju Wiszniewskim, ktory z krotka przerwa prowadzit wyktad
Podstawy Automatyki na Wydziale Elektrycznym Politechniki Wroctawskiej w latach
1967 — 1999 (ponad 30 lat). Profil tej ksigzki w duzej mierze odpowiada materiatowi,
ktory zostal opracowany wlasnie przez profesora A. Wiszniewskiego. Jestem
wdzigczny takze profesorowi Mirostawowi Lukowiczowi, ktory zgodzit si¢ przejrzec
wstepna wersje tej pracy, okazujac si¢ niezroéwnanym tropicielem licznych moich
bledow.

Wroclaw, grudzien 2019 Autor






1. WPROWADZENIE

1.1. Pojecia podstawowe

Automatyka, jesli pomingé popularne znaczenie tego terminu, jest najczesciej rozu-
miana jako dyscyplina wiedzy, zajmujaca si¢ samoczynnym dzialaniem. To dziatanie
ma zazwyczaj jakis okreslony cel, ktory jest osiggany automatycznie (samoczynnie).
Bliskie znaczeniowo, a niekiedy wymiennie stosowane pojecia, to sterowanie (auto-
matyczne), regulacja, kontrola (ang. automatic control, control engineering).

Czlowiek od dawna byl swiadomy roznych form samoczynnego dziatania, ktére
podgladat w przyrodzie (podazanie kwiatéw za stoncem, przyspieszanie oddechu przy
ucieczce) lub sam tworzyt (wymyslne wnyki, czy tez zapadnie). Jednak automatyka,
jako samodzielna dziedzina wiedzy uksztattowata si¢ stosunkowo p6zno - na poczatku
XX wieku. Potrzebny byt wezesniejszy rozwoj innych gatezi wiedzy (przede wszyst-
kim matematyki) oraz powstanie niektorych waznych pojec¢ o uniwersalnym charakte-
rze, jak sygnat, system, czy tez model matematyczny. Wiele z tych poje¢ bylo inspi-
rowanych przez nowa dziedzing, stajac si¢ z czasem czgscig jezyka potocznego, jak
chociazby sprzezenie zwrotne, wymuszenie, odpowiedz i inne.

Charakterystyczna cechg automatyki (teorii sterowania) jest uniwersalno$¢ jezyka,
ktoérym si¢ postuguje. Opis, ktory odnosi si¢ do systeméw technicznych, moze by¢ —
bez potrzeby jakichkolwiek zmian — stosowany w odniesieniu do systemow biologicz-
nych, ekonomicznych, spotecznych, ekologicznych, czy jeszcze innych. Modele tych
systemow (odzwierciedlenie struktury, funkcji poszczegdlnych elementdéw i zacho-
dzacych miedzy nimi relacji) sa w zakresie automatyki (teorii systemow) reprezento-
wane za pomoca jednolitego jezyka.

Automatyka w ogdlnym sensie jest rozpatrywana w dwoch nastgpujacych aspektach:

- Opis (analiza) badanego uktadu i utworzenie jego modelu. Wymaga to okreslenia
charakteru systemu, dostosowania do niego odpowiednich matematycznych narzedzi
stuzacych do opisu jego whasciwosci (w dziedzinie czasu i czestotliwosci). Dziatania
te sg przedmiotem zainteresowania teorii systemow. Ten zakres wiedzy w ksigzce
sktada si¢ na rozdziaty 2 — 8 i czgsciowo 11.

- Projektowanie systemow sterowania (synteza), ktére ma na celu uzyskanie poza-
danego ich zachowania si¢. Problematyka ta jest przedstawiona w rozdziatach 9 — 11
w podstawowym zakresie, ktory jest okreslany mianem korekcji uktadow regulacji.
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Sterowanie automatyczne jest wiec samoczynnym dziataniem, ktére ma na celu
uzyskanie pozadanego przebiegu okreslonego procesu w warunkach zmiennego od-
dziatywania zewngtrznych wymuszen i zaktocen. W technice wspomniany proces jest
utozsamiany z procesem technologicznym, ktory jest zwigzany z okreslonymi prze-
mianami o charakterze elektrycznym, mechanicznym, chemicznym, biologicznym lub
innym. Stosowane w tym konteks$cie pojecie procesu oznacza przebieg oddziatywan
wystepujacych pomiedzy wspolzaleznymi elementami jakiegos$ uktadu, utworzonego
ze zbioru tych elementow (obiektow). Uzyte tu okreslenie ‘uktad’ jest zazwyczaj wy-
miennie stosowane z pojeciem ‘system’.

System jest zbiorem obiektow (elementow) o zakreslonych granicach wraz z wy-
stepujacymi miedzy nimi zaleznosciami. Jest to bardzo pojemne okreSlenie, ktore
bywa stosowane w réznym kontekscie. Mozna wigc spotka¢ odwotania do systemu
politycznego, prawnego, spotecznego, ekologicznego, filozoficznego i wielu innych.
Wspdlng cechg tego pojecia jest zgoda co do wystepowania w systemie oddziatywan
pomiedzy jego elementami, niezaleznie od ich charakteru. W dalszej czgséci bedziemy
si¢ zajmowac systemami technicznymi (fizycznymi), w ktorych wzajemne oddziaty-
wania maja charakter zmiennych fizycznych. Z punktu widzenia automatyki, system
jest okreslany za pomoca relacji wejscie — wyjscie. Chociaz pojecie to jest czesto sto-
sowane na rowni z okresleniem ‘proces’, to jednak sam proces odnosi si¢ zazwyczaj
do procesu technologicznego. Do opisu systemu wygodnie jest postugiwac si¢ zapi-
sem matematycznym (modelem). Na przyktad, zapis:

(1) =g(u()), (1.1

mozna odczytaé, jako odpowiedz procesu (systemu) okre§lonego przez funkcje prze-
twarzania g() na wymuszenie u(?) (rys. 1.1).

wielkos¢ wejSciowa Funkcja przetwarzania | wielkos¢ wyjsciowa
> g(u(®) >
u(f) (proces) W)

Rys 1.1. Schemat elementarnego uktadu przetwarzania

W zaleznos$ci (1.1) wystepuja dwa fundamentalne dla automatyki pojecia: sygnat
oraz model. Sygnatl jest uogoélnionym sposobem opisu zmiennych wystepujacych w
rozpatrywanym systemie. Jesli przyjmiemy, ze automatyka zajmuje si¢ rzeczywistymi
systemami technicznymi, to wymuszenia i odpowiedzi sg konkretnymi wielkosciami
fizycznymi, jak predko$¢, napigcie elektryczne, poziom ptynu i inne. W zaleznoS$ci
(1.1) wielkosci te sg reprezentowane za pomoca funkcji u(¢) oraz y(¢), ktore sa ogolnie
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nazywane sygnatami. Sygnaf jest zatem modelem przebiegu jakiej$ wielkosci fizycz-
nej w czasie.

Model matematyczny rozwazanego procesu jest okreslony za pomoca funkcji g()
wzgledem wymuszenia (wielkoséci wejsciowej) u(f). Wynikiem tego przetwarzania jest
wielkos¢ wyjsciowa (odpowiedz) y(¢). Roznorodnosé procesoOw technologicznych,
ktére sa przedmiotem automatycznego sterowania, w pierwszym odruchu rodzi pyta-
nie: sterowanie czym? Regulacja czego? Szybko zdano sobie sprawe z tego, ze nieza-
leznie od charakteru obserwowanego procesu, podstawowe zaleznoSci zachodzace
pomigdzy wymuszeniem (wielko$cig zadang), a odpowiedzig tego procesu, ktora nale-
7y przyjac jako wielko$¢ regulowana, sg uniwersalne. Platforma tego uogdlnienia jest
wlasnie model matematyczny procesu odwzorowujacy jego dynamike, czyli zaleznosci
czasowe pomiedzy wybranymi zmiennymi procesu (sygnatami). W ten sposob mozna
stosowac jezyk abstrakcyjnego (a wiec z pominieciem fizycznego charakteru procesu)
opisu wystepujacych oddziatywan. Tworzeniem takich modeli oraz badaniem zacho-
dzacych miedzy nimi zaleznosci zajmuje si¢ teoria systemow. Teoria regulacji auto-
matycznej, a bardziej ogdlnie — teoria sterowania, jak wspomniano, zajmuje si¢ two-
rzeniem regut zapewniajacych celowe zachowanie si¢ nadzorowanych procesow. Te
dwa zagadnienia sa wtasnie nazywane odpowiednio: analizq (opisem, badaniem) sys-
temow oraz syntezq (projektowaniem) systemow regulacji (sterowania). W istocie,
automatyka zajmuje si¢ analizg oraz syntezg systemow (uktadow) sterowania [26, 56].

Jesli nawet ograniczy¢ rozwazania do systeméw fizycznych, to tatwo zauwazy¢, ze
obserwowane procesy moga by¢ opisywane w bardzo rézny sposdb. Czynno$¢ takiego
opisu jest nazywana modelowaniem (tworzeniem modelu). Przez model nalezy tu
rozumie¢ pewng reprezentacje rzeczywistosci (procesu), w ktorej zachowane sa istot-
ne (z punktu widzenia celu dokonywanego opisu) cechy tej rzeczywistosci z pominie-
ciem drugorzednych wlasciwosci. Podstawowym obszarem tworzenia modeli w nau-
kach technicznych jest fizyka. Prawa fizyki sa ujgte w postaci matematycznych modeli
rzeczywistosci. Podobne modele sa tworzone w obszarze biologii, ekologii i innych
dziedzin. Model systemu, na ktory sklada si¢ wiele elementdw, powinien takze od-
zwierciedla¢ powigzania pomigdzy tymi elementami, ktore sg reprezentowane za po-
moca odpowiednich sygnatow i obowiazujacych je regul. Struktura modelu oraz jego
parametry sa okre$lane w drodze, niekiedy zlozonych procedur, ktorymi zajmuje si¢
galaz modelowania znana jako identyfikacja systemow [53].

Mozna zauwazy¢, ze model jest bardzo pojemnym okresleniem, w ktorym miesz-
cza si¢ bardzo rozne sposoby opisu rzeczywistosci. Poniewaz celem automatyki jest
projektowanie odpowiednich systemow sterowania, wigc tworzone reguly sterowania
(synteza) bazuja na utworzonych modelach systemu, ktére powstaly na etapie jego
analizy. Wynikajg stad wielostopniowe podziaty ukladow automatyki (systemow ste-
rowania). Waznym kryterium jest tu sposob reprezentacji zachodzacych zdarzen i
relacji w sensie uwzglednienia czynnikow losowych. Z tego punktu widzenia wpro-
wadza si¢ dwie kategorie uktadow:
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- uktady deterministyczne;

- uktady probabilistyczne.

Model deterministyczny uktadu jest wyrazony za pomoca rownan (relacji), ktore
maja jednoznaczny charakter z pomini¢ciem czynnikow lub charakterystyk losowych.
Przyktadem moga tu shuzy¢ modele wyznaczone przez réwnania fizyki klasycznej
(réwnania ruchu, obwodu elektrycznego, teorii pola i inne) z zatozeniem, ze ich para-
metry nie maja charakteru losowego.

W przypadku modeli probabilistycznych, zmienne procesu maja charakter losowy i
sg opisane za pomocg poje¢ rachunku prawdopodobienstwa (np. dystrybuanta, warto$¢
oczekiwana, moment). Modele dynamiczne (zmienne w czasie) takich proceséw sa
wyrazone za pomoca funkcji losowych (uwzgledniajacych zdarzenia przypadkowe),
ktore sa nazywane procesami stochastycznymi. Proces stochastyczny dla kazdej wy-
branej wartosci czasu jest zmienng losowa. W fizyce rachunek prawdopodobienstwa
jest stosowany w jednym z dwoch przypadkow: - gdy model deterministyczny zjawi-
ska jest znany, jednak ze wzgledu na jego ztozono$¢, trudnos¢ doktadnego ustalenia
warunkow poczatkowych i duzg wrazliwos¢ wyniku na ich zmiany, podejsScie deter-
ministyczne nie prowadzi do rozwigzania (opis toru kuli bilardowej, opis zjawisk po-
godowych itp.); - gdy znany jest tylko model probabilistyczny (zagadnienia fizyki
kwantowej). W ksiazce nie zajmujemy si¢ procesami stochastycznymi — zaréwno do
opisu systemow, jak i syntezy uktadow sterowania.

W obu powyzszych przypadkach model moze mie¢ charakter liniowy lub nielinio-
wy. W przypadku modelu liniowego obowigzuje zasada superpozycji, co oznacza, ze
odpowiedz uktadu na sume kilku wymuszen jest rowna sumie odpowiedzi na kazde z
tych wymuszen, co w przypadku dwoch wymuszen mozna zapisa¢ nastepujacym réw-
naniem:

fleu,+B-u)=a- f(u,)+ - f(u,) (1.2)

Zaleznos¢ te spelniaja, na przyktad, nastepujace réwnania:

wesima L]

Drugie rownanie odnosi si¢ do uktadu o dwoch wejsciach i dwoch wyjsciach.

Rzeczywiste uktady zazwyczaj nie spetniaja warunku (1.2), zwlaszcza jesli rozwa-
zania dotyczg szerokich zmian ich parametréw (temperatury, szybko$ci, napigcia elek-
trycznego itp.). Czgsto jednak drobne odchylenia od tej zasady s pomijane i badany
proces zastepuje si¢ modelem liniowym w celu uproszczenia jego opisu (zazwyczaj
dotyczy to tylko ograniczonego zakresu zmian wartosci sygnatow). Wowczas te po-
mini¢te odchylenia staja si¢ zakloceniami procesu. Problem ten jest zwiazany z formu-
lowaniem matematycznego modelu obiektu. Nie powinien on by¢ nadmiernie skom-
plikowany, gdyz utrudnia to jego dalsze wykorzystanie. Pominigte lub nieznane rela-
cje wpltywajace na warto$¢ sygnatu wejsciowego stajg si¢ zakloceniami (rys. 1.2).
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W niektérych jednak przypadkach warunek (1.2) wyraznie nie jest spelniony i
wowczas mamy do czynienia z uktadem nieliniowym. Typowym przyktadem uktadu
nieliniowego jest przekaznik elektromagnetyczny, w ktorym wielkos$cia wejsciowa
jest napigcie na cewce wyzwalajacej, a wyjsciowa — polozenie zestyku. Zmiana wiel-
kosci wejsciowej tylko w obszarze wyzwalania powoduje zmian¢ na wyjsciu. Uklady
nieliniowe begda analizowane w koncowej czesci wyktadu.

W uktadach nieliniowych zasada superpozycji nie jest spelniona, a ich modele sa
reprezentowane za pomocg funkcji nieliniowych, na przyktad:

s [ AT ]

z | zaklocenie

wielkos¢ wejsciowa wielko$¢ wyjsciowa
» Proces >
u y

Rys 1.2. Schemat uktadu z uwzglednieniem zaktocenia

Kolejny podziat systemoéw uwzglednia sposob ich zachowania si¢ w czasie. System
niezalezny od czasu ma t¢ wlasciwo$¢, ze przesunigcie w czasie sygnatu wymuszenia
(wyprzedzenie lub op6znienie) powoduje podobne przesunigcie w czasie jego odpo-
wiedzi:

V(i —1)= glu(t—17)) (1.3)

Mowi si¢ wowczas, ze uklad jest inwariantny wzgledem czasu. W innym przypadku
mamy do czynienia z uktadem zaleznym od czasu (zmiennym w czasie). Niekiedy w
miejsce okre§len zalezny/niezalezny od czasu uzywa sie okreslen stacjonar-
ny/niestacjonarny. Nalezy jednak pamigta¢, ze te ostatnie okreslenia odnosza si¢ do
charakterystyk procesow stochastycznych [29].

Zalezno$¢ (1.3) mozna takze sformulowac nastepujaco: jesli y(¢) jest odpowiedzia
uktadu na wymuszenie u(?), to dla wymuszenia: u(z—7) odpowiedz powinna by¢ okre-
slona przez y(t—). Na przyktad, tatwo sprawdzi¢, ze rownania:

dy(?)

“dr +4y(t) =u(r),

(bcjl(tt)sin(at)+ y()=5,

przedstawiajg uktady, ktore sg zalezne od czasu.
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Inny wazny podzial systemow jest zwigzany z charakterem wystepujacych w nich
sygnatow jako funkcji czasu. Jesli sygnaty sg ciggtymi funkcjami czasu, to mamy do
czynienia z systemem cigglym (w czasie). W innym przypadku mowimy o systemie
dyskretnym, w ktorym sygnaty przyjmuja okreslone wartosci tylko dla $cisle okreslo-
nych wartosci czasu.

Wymienione kategorie systemow moga si¢ wzajemnie przenikaé, definiujac $cisle
okreslone ich rodzaje na przyktad model dyskretny, liniowy, niezalezny od czasu lub
model nieliniowy dyskretny, zalezny od czasu. Waga tych definicji wynika stad, ze do
opisu okreslonych uktadow i projektowania stosownych regut ich sterowania, zostaty
wypracowane odpowiednie narzedzia matematyczne i1 zasady postugiwania si¢ nimi.

Zasadnicza cze$¢ ksigzki odnosi si¢ do uktadow liniowych, niezaleznych od czasu
(ang. LTI — Linear Time-invariant). Sa to uklady ciagle oraz dyskretne. Modele dyna-
miki uktadow ciaglych sa reprezentowane za pomoca rownan roézniczkowych zwy-
czajnych o statych wspoétczynnikach (w odniesieniu do uktadow o parametrach sku-
pionych) Iub czastkowych (w odniesieniu do uktadéw o parametrach roztozonych).
Dynamika uktadoéw liniowych niezaleznych od czasu jest reprezentowana w postaci
rownan rozniczkowych o statych wspdtczynnikach. Podstawowym narzgdziem opisu i
projektowania takich uktadow jest przeksztalcenie Laplace’a. W przypadku uktadow
zaleznych od czasu wspoélczynniki ich rownan zmieniaja si¢ w czasie. Analogicznie,
uktady dyskretne sa opisywane za pomocg réwnan réznicowych, a do ich analizy
uzywane jest przeksztalcenie Z. Stosowane tu pojecia sg blizej wyjasnione w dalszych
rozdzialach ksigzki.

Wazna cecha systemu jest jego stabilno$¢. Poniewaz z punktu widzenia sterowania
uzyteczne moga by¢ tylko systemy stabilne, wiec prace w tym zakresie zostaty podjete
juz w drugiej potowie XIX wieku. Lacza si¢ one z takimi nazwiskami, jak J.C. Maxwell,
E.J. Routh, czy A.M. Lapunow. Praca doktorska tego ostatniego stala si¢ podstawa
wspotczesnego podejscia do teorii stabilnosci [7, 20]. W latach trzydziestych XX wieku
podstawowe prace w tym zakresie sformutowali H.S. Bode oraz H. Nyquist [44].

1.2. Zadania ukladéw regulacji i sterowania

Uklad regulacji automatycznej (URA) jest projektowany z mys$lg o takim automatycz-
nym (samoczynnym) oddziatywaniu na rozpatrywany proces, aby uzyska¢ pozadane
jego zachowanie si¢. To ogodlne zadanie zazwyczaj wymaga blizszego okreslenia w
zaleznosci od charakteru systemu i szczegotowych oczekiwan, ktore sa definiowane w
jezyku automatyki.

Niech wprowadzeniem do tego jezyka bedzie schemat blokowy z rys. 1.3. Przed-
miotem sterowania jest proces technologiczny, w ktérym zostaly wybrane dwie wiel-
kosci (zmienne procesu), podlegajace regulacji (sterowaniu).
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wielkosci wielko$ci wielkosci
zadane sterujace regulowane
—>»( > > > Vi
L Regulator n Proces
(| > >
U > 2 Y2

Rys. 1.3. Ogo6lny schemat uktadu regulacji

Aby zrealizowaé okreslony algorytm (sposob) sterowania, sposrdd roznych zmien-
nych, definiujagcych model procesu, nalezy wybraé takie wielkosci, ktorych zmiana da
mozliwo$¢ wplywania na wielkosci regulowane (wielkoséci zadane). W rozwazanym
przyktadzie uktad sterowania powinien zapewni¢ realizacje nastepujacych funkcji:

= filu,uy) =h(n,n)

1.4
Yy = foluy,uy) =hy(r,1,) (14)

Zauwazmy, ze w torze glownym uktadu regulacji znajduje si¢ regulator, ktorego za-
daniem jest okreslenie odpowiednich sygnalow sterujacych na podstawie warto$ci
bltedéw regulacji, aby zrealizowaé cele regulacji. Wazne jest, aby sposrod na ogot
roznych funkcji wybra¢ te, ktére zapewniaja najlepsze sterowanie w sensie okreslo-
nych wskaznikow jakos$ci regulacji jak: czas uzyskania odpowiedzi, wrazliwo$¢ na
zaklocenia i inne. Regulator (korektor) moze by¢ umieszczony takze w innych czg-
sciach uktadu sterowania (np. w torze sprz¢zenia zwrotnego), co umozliwia elastyczny
dobdr strategii sterowania.

Jesli kazda z wielkosci regulowanych zalezy od szeregu wielko$ci zadanych, to mo-
wimy o uktadzie wielowejsciowym. Jesli kazda z wielko$ci regulowanych zalezy tylko
od jednej wielkosci zadanej, méwimy o (wielu — lub jednym) uktadzie jednowejscio-
wym. Ze wzgledu na sposob opisu wyrdznia si¢ uktady o jednym wejsciu i jednym wyj-
sciu (ang.: SISO — Single Input Single Output) oraz uktady o wielu wejsciach 1 wielu
wyijsciach (ang.: MIMO — Multi Input Multi Output). W dalszym ciggu bedziemy si¢
zajmowac gtownie uktadami o jednym wejsciu i jednym wyjsciu (rys. 1.4).

o wielkos¢ wielkos¢
wielkos¢ sterujgca regulowana
zadana
— > Regulator > Proces
(22— . r

Rys 1.4. Schemat uktadu o jednym wejsciu i jednym wyjsciu
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Cel sterowania moze by¢ osiagnigty na wiele réznych sposobow. W historii rozwo-
ju automatyki wyksztalcity si¢ dwa sposoby realizacji zadania sterowania: sterowanie
w uktadzie otwartym i w uktadzie zamknigtym. Schemat sterowania w uktadzie otwar-
tym jest pokazany na rys. 1.5. Przykladem takiej struktury moze by¢é prosty uktad
nagrzewania pomieszczenia za pomocg pieca gazowego. WielkoScia zadang u jest
oczekiwana temperatura pomieszczenia, sterowanie odbywa si¢ za pomocg zmiany
polozenia » zaworu doptywu gazu, natomiast wielko$cia regulowang y jest aktualna
temperatura w pomieszczeniu.

wielkos¢ wielkosé wielkos¢
zadana . sterujaca sterowana
»| Urzadzenie »  PROCES >
sterujace
u 7 y

Rys 1.5. Schemat sterowania w uktadzie otwartym

W przyjmowanej w takim przypadku strategii sterowania zaklada sie, ze oczeki-
wana temperatura pomieszczenia jest bezposrednio zwigzana z przeptywem czynnika
grzewczego, ktorym w tym przypadku jest palny gaz. Funkcja sterownika w najprost-
szym wykonaniu sprowadza si¢ do zamiany nastawionej (zadanej) temperatury na
potozenie zaworu. W takim uktadzie nie wystepuje pomiar efektoéw sterowania: nie
jest bezposrednio wiadome, jaka jest aktualna wartos¢ wielkosci regulowanej. Jej war-
tos¢ jest bezposrednio ustalana przez wielko$¢ zadana.

Latwo zauwazy¢, ze taki uktad ma prostg strukture, jednak doktadno$¢ sterowania
wielkoscig regulowang bedzie z pewnoscig niewielka. Jest to zwigzane z obecnos$cia
zaklocen, sposrod ktorych najwigkszy wplyw ma zmiana temperatury otoczenia oraz
ci$nienie zasilajgcego gazu. Te czynniki nie sg korygowane w uktadzie otwartym.

Redukcja wptywu zaktocen na proces regulacji istnieje natomiast w systemie ste-
rowania ze sprz¢zeniem zwrotnym (rys. 1.6). W tym przypadku, dzigki pomiarowi
wielkos$ci regulowanej, regulator otrzymuje informacj¢ o wartosci odchytki pomiedzy
wielko$cig zadang 1 wielkoScig regulowang; e = g(u — y).

wielkos$é btad wielkos$é wielkos$¢
zadana regulacji sterujgca regulowana
Regulator > PROCES >
u + . e r y
Czujnik <

Rys 1.6. Schemat sterowania ze sprze¢zeniem zwrotnym
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W praktyce wykorzystuje si¢ informacje nie tylko o wartosci tego btedu regulacji,
ale takze o innych jego parametrach, np. o szybkosci jego zmiany. Regulator ma na
celu zmniejszanie btedu regulacji. W ten sposob zapewniona zostaje znacznie doktad-
niejsza regulacja, a oddziatywanie zaktocen moze zosta¢ znacznie zredukowane.

Historia idei sprzgzenia zwrotnego (ang. feedback) sigga starozytnosci. Pierwsze
szerokie zastosowanie takiego rozwigzania w technice jest faczone z nazwiskiem Ja-
mesa Watta, ktory zaproponowat znang konstrukcje regulatora do stabilizacji predko-
$ci obrotowej maszyny parowej. Matematyczny opis tego rozwigzania podal J.C.
Maxwell w 1868 . [15].

1.3. Rozwdj ukladow automatycznego sterowania

Uklady automatycznego sterowania w dalszym ciagu podlegaja szybkiemu rozwojo-
wi. Jest to wynikiem coraz wigkszych wymagan kierowanych w odniesieniu do
wskaznikow jakosci sterowania, ale duza role odgrywaja tu takze postepy w zakresie
nowych zasad (algorytmow) sterowania i rozwdj technologii mikroprocesorowe;.

W poczatku lat 50-tych XX wieku pojawity si¢ uklady komputerowe zdolne do
wypetniania funkcji kontrolnych. Ich zastosowanie w uktadach automatyki stalo si¢
mozliwe dzieki burzliwemu rozwojowi teorii uktadow dyskretnych [24]. Dostepnosé
fatwego wykonania operacji macierzowych spowodowato takze w tym czasie rozwoj
teorii zmiennych stanu z macierzowym zapisem rownan roézniczkowych. Na tej bazie
sformutowane zostaly nastepnie zasady optymalnego sterowania z koncepcja opty-
malnego obserwatora w postaci filtru Kalmana [29, 36]. Rozwoj tych metod doprowa-
dzit w latach 80-tych do sformutowania zasad tzw. sterowania odpornego, ktore pozwa-
lajg okresli¢ reguly sterowania zapewniajace utrzymanie btedow regulacji w zalozonych
granicach, niezaleznie od niepewnosci, co do wybranych zmiennych procesu [7].

W latach 90-tych zostaty sformutowane koncepcje zastosowania do sterownia me-
tod sztucznej inteligencji. Najbardziej obiecujace postepy uzyskano w wyniku zasto-
sowania teorii zbiordw rozmytych (ang. fuzzy logic) (sterowanie rozmyte, regulatory
rozmyte) oraz Sztucznych Sieci Neuronowych (SSN) (ang. ANNs - Artificial Neural
Networks). Opracowane w tym zakresie metody zapewniajg odporne sterowanie bez
potrzeby rygorystycznego odtwarzania modeli dynamiki procesu. W przypadku sto-
sowania logiki rozmytej zasady sterowania opierajg si¢ na heurystycznych regutach
typu: ,,jesli blad sterowania jest dodatni, to zmniejsz wartos¢ sterujacg” lub: ,jesli
ujemny blad sterowania narasta szybko, to wprowadz duzy dodatni sygnat sterujacy”
itp. Projektowanie takiego systemu sterujgcego polega na utworzeniu stosownej bazy
regut postgpowania. Znanych jest kilka sposobow ich definiowania [50].

Z punktu widzenia informatyki neuron mozna traktowac jako specyficzny prze-
twornik sygnatow. Ztozona struktura sztucznych neurondw, jaka jest SSN, pozwala na
tworzenie efektywnych ukladéw obliczeniowych z rozwinigtymi wlasciwosciami ad-
aptacyjnymi [32]. W przypadku stosowania SSN do sterowania odpowiednie bazy
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regut (algorytmy postgpowania) sg tworzone w procesie uczenia sieci, ktoéry poprze-
dza etap sterowania. Mozliwe jest takze uczenie sieci na biezaco w trakcie pracy ukta-
du sterowania. Wymaga to poprawnego sformutowania celu sterowania. Proces ‘ucze-
nia’ sieci polega na doborze wartosci wspotczynnikow wystepujacych w strukturze
sieci [48, 50].

W ostatnim czasie pojawita si¢ takze bardzo obiecujaca koncepcja sterowania o
zmiennej strukturze (sterowanie §lizgowe) (ang. sliding mode control — SMC) w mys$l
ktorej, algorytm sterowania zmienia si¢ w zaleznos$ci od biezacej sytuacji [66]. Dzigki
takiemu podejsciu, przy tworzeniu odcinkowego (lokalnego) algorytmu, nie trzeba
uwzglednia¢ wszystkich mozliwych standw i warunkow pracy systemu (redukcja rzg-
du systemu). Odpowiedni uktad logiczny powinien natomiast zapewni¢ poprawne
przejscie do innego odcinka sterowania. Systemy takie sa przede wszystkim przezna-
czone do sterowania procesami nieliniowymi.

Niniejsza ksigzka ma na celu zapoznanie Czytelnika z podstawowymi regutami i
narzedziami stosowanymi w analizie 1 projektowaniu wspoélczesnych uktadoéw auto-
matyki. Powyzszy pobiezny przeglad historii tej dziedziny uswiadamia, ze jest to ob-
szerna wiedza, ktora bardzo intensywnie si¢ rozwija, czerpigc obficie z pokrewnych
galezi nauki, jak informatyka, teoria systemow, technologia mikroprocesorowa, a tak-
Ze matematyka.

Proces analizy i projektowania systemow sterowania bazuje zaré6wno na wiedzy,
dotyczacej odpowiednich narzgdzi matematycznych i sposobow ich zastosowania, jak
rowniez na doswiadczeniu i tworczej inwencji projektanta. Jak wspomniano, ksigzka
powinna zainspirowaé¢ Czytelnika do pogitebiania wiedzy, natomiast doswiadczenie
oraz inwencja sg pozadanymi atrybutami inzyniera.



2. OPIS CIAGLYCH SYSTEMOW LINIOWYCH
W DZIEDZINIE CZASU

2.1. Opis dynamiki systemu

Rozwazmy dwa uklady fizyczne, ktérych schematy sg pokazane na rys. 2.1. Pierwszy
z nich (rys. 2.1a) przedstawia szeregowy obwod elektryczny RLC, ktory jest zasilany
napieciem u(¢). RGwnanie napigciowe utworzonego oczka ma nastepujaca postac:

dz(t)

u(t) = Ri(t) + L 4~ J.(t)dt @.1)

Po obustronnym zrézniczkowaniu, przy zatozeniu, ze napiecie wymuszajace jest state:
u(?) = U, otrzymujemy nastgpujace rownanie rozniczkowe:

I dzi(t) PLON

7 (r) 0 2.2)

Jest to jednorodne rownanie drugiego rzgdu. Mowimy, ze opisuje ono uktad drugiego
rzedu.

a) b
i R L )

u(?) C thumik sprezyna
T D K
(e,

w(7) masa M

A
Rys. 2.1. Przyktady uktadow dynamicznych; a — obwod elektryczny; b — uktad mechaniczny

Podobne zaleznosci otrzymamy dla uktadu mechanicznego (rys. 2.1b):

£(6)=Dv(t)+ M dz(tt ) vk [v(eyae 2.3)
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gdzie: f{¢) jest sita wymuszajaca zmiane¢ potozenia masy M; v(f) jest predkoscia zmia-
ny potozenia masy M; D jest wspolczynnikiem tlumienia; K — stata sprezyny.

Porownujac zaleznosci (2.1) 1 (2.3), tatwo zauwazy¢ analogie pomigdzy wielko-
$ciami elektrycznymi i mechanicznymi, na przyktad:

napiecie elektryczne u(t) - sita f(?),

prad elektryczny i(¢) - predkos¢ v(r)
i inne. Wida¢ takze, ze rézne co do charakteru zjawisk fizycznych systemy, moga
mie¢ jednakowe dynamiczne modele matematyczne. To sprawia, ze teoria systemow
jest dziedzing uniwersalng, gdyz jej jezyk opisuje wlasciwosci dynamiczne systemow
o0 bardzo r6znym charakterze fizycznym.

Wracajac do uktadu mechanicznego z rys. 2.1b, przy zatozeniu, ze sita dziatajaca
na ten uktad jest stata: f{r) = F, rtownanie (2.3) przybiera nastepujaca postac:

2
w0 p O L iy=o 2.4)
de de
Jesli w rozpatrywanych uktadach z rys. 2.1 pominag¢ kondensator w obwodzie elek-
trycznym i sprezyne w uktadzie mechanicznym, to przyjma one postaé jak na rys. 2.2.

a) b
i R )

[e;
(e,

w(t) masa M
A0

Rys. 2.2. Przyktady uktadéw dynamicznych pierwszego rzedu; a — obwod elektryczny;
b — uktad mechaniczny

W tym przypadku rownania dynamiki redukujg si¢ do postaci:

LM+Ri(t):u(t) (2.5)
dt
dla obwodu elektrycznego oraz:
M % +Dv(t) = f(¢) (2.6)

dla uktadu mechanicznego. Sa to rownania rozniczkowe zwyczajne pierwszego rzedu,
niejednorodne (funkcja wymuszajaca po prawej stronie réwnania jest rozna od zera).
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Zwiazane z nimi uktady sg takze nazywane uktadami pierwszego rzedu. Wystepujace
tam sygnaty maja charakter funkcji ciggltych w czasie (sygnaly ciggte). Dodajmy jesz-
cze, ze model ten odpowiada uktadom o statych skupionych.

Z punktu widzenia automatyki (teorii sterowania) wygodnie jest opisywac rozpa-
trywane powyzej uktady za pomocg zaleznosci wejscie — wyjscie. Na przyktad, jesli w
(2.5) w charakterze wejscia (wymuszenia) przyjmiemy napiecie u(f), to wyjsciem
(odpowiedzia) bedzie prad: y(¢) = i(¢). Niech funkcja przetwarzania (operator przetwa-
rzania) takiego uktadu bedzie oznaczona jako {g(r)}. Wowczas rozpatrywany uktad
mozna okresli¢ za pomocg schematu jak na rys. 2.3.

u(t) ——» e} >0

Rys. 2.3. Schemat uktadu z jednym wejsciem i jednym wyj$ciem

Uzyte w tym zapisie nawiasy zewngtrzne stuzg do zasygnalizowania, ze wyjscie nie
jest bezposrednio obliczane, jako rezultat funkcji g(f) przy dziataniu sygnatu u(f). Spo-
sOb uzycia tego operatora przetwarzania bedzie omoéwiony w dalszej czgéci rozwazan.

W systemach liniowych funkcja przetwarzania {g(u(#))} jest operatorem liniowym,
co oznacza, ze zachodzi relacja (1.2). Jest to rOwnowazne zatozeniu, ze wspotczynniki
w réwnaniu rézniczkowym opisujagcym dynamike systemu nie zalezg od zmiennych
procesu oraz nie wystepuja w rownaniu inne nieliniowe zaleznos$ci wzgledem tych
zmiennych. Oto przyktady rownan systemow nieliniowych:

d>u(t) du(t) , , _
S 2 P ()= (),
d*u(s du(z

0 20 0= w0,

Liniowos¢ parametrow systemu reprezentujacego fizyczny uktad jest zawsze ogra-
niczona do jakiego$ przedziatu zmian wielkoSci opisujacych proces. Do okre§lenia
warto$ci parametroOw operatora g(u(f)) w ukladzie z rys. 2.3 mozna postuzy¢ si¢ prze-
biegiem funkcji okreslajacej zalezno$¢ pomigdzy sygnatami na wejsciu i na wyjsciu
rozpatrywanego bloku (rys. 2.4). W celu okreslenia przyblizonej liniowej zaleznosci
pomigdzy oboma sygnatami w rejonie punktu uy mozna si¢ postuzy¢ rozwinigciem
nieliniowej funkcji g(u) w szereg Taylora w poblizu tego punktu:
dgw) u-u,  dg@)| (u-u,)
du 1! du’ 2!

y=g)=g(uy)+ +... (2.7)

|”=”0 u=u,
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y ad
s
dg(u) 7
’ —
du | T~ y=g(u)
'/
Y
Yol
7
/
/
’
Ve
’
/
Uupy 1;

Rys. 2.4. Charakterystyka elementu nieliniowego

Liniowe przyblizenie operatora g(u) sprowadza si¢ do ograniczenia rozwinigcia
(2.7) do czesci liniowej, zwigzanej z jego dwoma pierwszymi wyrazami:

dg(u u—u
y=g)=g(u,)+ i ) I O =y, +mlu—u,) (2.8)
gdzie m=2"20 :g,
u—u, Au

W przypadku systemu wielowejsciowego operator przetwarzania jest zalezny od
wielu zmiennych:

y =g, uyssu,)}, 2.9)

a liniowe przyblizenie wokot punktu okreslonego przez wspoétrzedne (w10, 20, ..., Uno)
mozna wyznaczy¢ przez rozszerzenie rozwiniecia (2.7) na przypadek wielowymiarowy:

d
Y=gy, u,) = g(Uyg,Ung s hyyg) +£ (“1 _u10)+
st (2.10)
dig (uz_uzo)”'-""'(;ig (un_un())
2 Uy =1ty "y, =u,,

Technik¢ ta mozna stosowac¢ zar6wno do ztozonych systemoéw, jak rowniez do ich
pojedynczych elementow.

Systemy liniowe inwariantne wzgledem czasu (ang. Linear Time-Invariant — LTI),
ktore spetiaja warunek (1.3), stanowig podstawowa klas¢ uktadow rozwazanych w
kontekscie systemow sterowania. Wynika to stad, ze wigkszos$¢ praktycznie analizowa-
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nych systemow z duzym przyblizeniem spetnia warunki liniowosci i niezaleznosci od
czasu, a ponadto istniejg bardzo wygodne matematyczne narzgdzia do analizy takich
uktadow [10, 13]. W podstawowej czesci niniejszego kursu beda prowadzone rozwaza-
nia dotyczace wlasnie liniowych systemow niezaleznych od czasu.

2.2. Modele wymuszen

Sygnaty wejsciowe w rozpatrywanych systemach moga przyjmowac r6ézng forme w
zaleznosci od tego, czy sg one zwigzane z rzeczywistymi procesami, Czy tez sg opisa-
ne analitycznymi funkcjami, spetniajacymi rolg wymuszen testowych. W celu poréw-
nania wtasciwosci roznych systeméw (uktadow, elementéw) wygodnie jest stosowac
w charakterze wymuszen pewne standardowe przebiegi.

Najbardziej elementarnym sygnalem testowym stosowanym w teorii systemow jest
impuls §(f), zwany tez impulsem (deltg) Diraca'. Pomyst tego sygnalu wywodzi si¢ z
fizyki kwantowej, ale moze takze stuzy¢ do odwzorowania zjawisk w uktadach dyna-
micznych, ktore charakteryzuja si¢ krotkotrwata, gwaltowna zmiang z réwnie szybkim
jej ustapieniem (uderzenie). Taki impuls moze si¢ odnosi¢ do réznych wielkosci fi-
zycznych, jak sila, napiecie elektryczne itp. Intuicyjne podejscie do odwzorowania
takich proceséw pozwala zdefiniowac funkcje impulsowa (rys. 2.5):

0 dla t<-C
2

1 T T
=1l =lim{— dla —-—<t<— 2.11
o@t) T1_r)r(1)5(t,r) lim - a 2< <2 ( )

0 dla >-
2

5(0 A

~y

z z
2 2

Rys. 2.5. Model impulsu Diraca

! Paul Adrien Maurice Dirac (1902-1984), inzynier elektryk i fizyk, jeden z tworcow me-
chaniki kwantowej (nagroda Nobla z fizyki w 1933 roku).
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Ten intuicyjny opis impulsu Diraca nie spetnia warunku definicji funkcji (jej war-
tos¢ jest zerowa poza jednym punktem). W miejsce tego stosuje si¢ pojecie funkcji
uogolnionej, jako funkcjonatu, ktorego argumentem jest odpowiednia funkcja probna,
bedgca modelem d(7)-Diraca. Tego typu funkcje rozszerzone sg przedmiotem rozwa-
zan teorii dystrybucji [47]. Funkcje probne (testowe) definiuje si¢, jako funkcje glad-
kie (nieskonczenie wiele razy rézniczkowalne), o tzw. zwartym nos$niku, co oznacza,
Ze przyjmuja one niezerowe wartosci jedynie w $cisle okre§lonym przedziale zmienne;j
niezaleznej. W takim przypadku funkcje Diraca (dystrybucje d(¢)) mozna reprezento-
wac w nastgpujacej postaci:

o(n=lim £ (1, h), (2.12)
gdzie f(t,h) jest funkcja modelujaca, na przyktad:
1
— dla —h/2<t<h/2
femy=yp °F

0 dla ¢t<-h/2,t=2h/2

femy= e
,h)= 1 inne.
hlm
Wida¢é, ze intuicyjna reprezentacja impulsu Diraca (dystrybucji d(f)) z rys. 2.5 nie
spetnia warunkéw funkeji probne;.
Bardziej praktyczna definicja ‘funkcji’ impulsowej jest zwigzana z jej oddziatywa-
niem na kazda funkcje ciagta w otoczeniu zera:

#(0)= [p(n)5()z, (2.13)

co prowadzi do ogoélnego zwigzku:

+oo

o) = [p(@)3(t—M7 (2.14)

Zaleznos$¢ (2.14) jest nazywana formulg kopiowania, co jest zwigzane z ‘wydoby-
waniem’ (probkowaniem) wartosci funkcji w punkcie ¢ przez jej pomnozenie przez
funkcje impulsowg w tym punkcie. Stuszna jest takze nastepujaca zaleznos¢:

+7/2

Té(t)dz = j 500,7)dr=1, (2.15)

-7/2
ktora bezposrednio taczy si¢ z funkcja jednostkowa 1(7):
0 dla <0

Ié(z‘)drzl(t):{l i 150 (2.16)
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Funkcja 1(¢) jest nazywana skokiem jednostkowym lub funkcja Heaviside’a”. Jej prze-
bieg jest pokazany na rys. 2.6.
Obie przedstawione funkcje tacza si¢ za pomoca nastgpujacego zwigzku:

L A7)
80y =lim (1) =lim = = 2.17)

przy czym pochodna jest rozumiana jako pochodna dystrybucyjna’® [47].

Z definicji funkcji probnej wynika, ze takze impuls Diraca d(f) moze by¢ nieskoncze-
nie wiele razy rézniczkowany.

10 1

1

t

Rys. 2.6. Model funkcji skoku jednostkowego

Funkcja skoku jednostkowego jest wygodnym narzedziem do definicji innych ty-
powych wymuszen:
- skok predkosci: u(t) =t1(t) -rys. 2.7a;
2
- skok przyspieszenia: u(t)= %l(t) - rys. 2.7b.

2
Zauwazmy, ze: i[tz l(t)} =t1(¢) oraz: ::t(tl(t)): 1(¢) , co razem z (2.17) daje sze-

reg funkcji testujacych, ktore pozostaja w stosunku do siebie w zaleznos$ci rdzniczkowe;.
Ponadto w charakterze typowych wymuszen stosowane sa nastgpujace funkcje:
- funkcja harmoniczna: u(t)=cos(w,t), ktora ma znang posta¢ zespolona:

u(t) =& =cos(ayt) + jsin(ayt) ;

- funkcja wyktadnicza: u(t)y=a,+at+a, (t2 /2)+

2 Oliver Heaviside (1850-1925), angielski inzynier elektryk, matematyk, fizyk; sformuto-
watl znang posta¢ réwnan telegrafistow.

3 W przeksztalceniach jednostronnych granice w (2.11), (2.17) s jednostronne (prawo-
stronne): 7— 0"
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a) b)
u(t) 4 u(t) 4

1 2102

»

t ‘

Rys. 2.7. Przebiegi wymuszen w postaci: a) skoku predkosci oraz b) skoku przyspieszenia

2.3. Rozwigzywanie rownan rozniczkowych
2.3.1. Rownania liniowe o stalych wspoétezynnikach

Rozpatrzmy system liniowy inwariantny wzgledem czasu, rzedu n. Zatézmy ponadto,
ze jest to system z jednym wejsciem i jednym wyj$ciem. Jego dynamika jest w ogol-
nym przypadku opisana nast¢pujagcym roéwnaniem rozniczkowym o statych wspot-
czynnikach:

YOO +a, "N O+ A ay (O +ay @) +ay(t) = £(1) (2.18)

przy czym w og6lnym przypadku:
F@)=b,u"™ (@) +b, u" " (O)+ ...+ by () +bu (t)+byu(t),

n=m,
(1), u(f) - sygnaly, odpowiednio, na wyjsciu i wejsciu systemu (rys. 2.3),
d*y(0)
B =Y
)=——"»
y@) i

ak, by — state wspotczynniki (parametry systemu).

Warunkiem realizowalnosci systemu okreslonego rownaniem (2.18) jest spetnienie
tzw. warunku przyczynowosci (ang. causality condition), ktéry wymaga, aby sygnat
wyjsciowy pojawit si¢ jako rezultat wystgpienia sygnatu wejSciowego. Jest to spenio-
ne, gdy rzad wymuszenia nie jest wickszy od rzedu funkcji opisujacej dany uktad.

Réwnanie (2.18) jest znane jako rownanie niejednorodne (ang. nonhomogeneous),
ktérego rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci [13]:

W) =Yg (D + Yiuym (D), (2.19)

gdzie: y,, () oznacza odpowiedz swobodng, y,..(¢) jest odpowiedzig wymuszong.
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Odpowiedz swobodna (przej$ciowa) jest rozwigzaniem rownania jednorodnego, w
ktorym jest zerowe wymuszenie:

Y@ +a, YO+ 4 a,y () +ay () +a,y()=0 (2.20)
Mozna sprawdzi¢, ze rozwigzanie tego rOwnania ma nastgpujaca postac [57]:
Yo ) = Cy () + Coyy () +..+ C,y, (1) 5 (2.21)

gdzie: state Ci, (>, ... C, zalezag od warunkéw poczatkowych lub od warunkéw gra-
nicznych, natomiast funkcje yi(¢), y2(%),..., y«(f) zaleza od pierwiastkow algebraicznego
réwnania charakterystycznego o postaci:

P ra, "t art ar+a, =0 (2.22)

Roéwnanie (2.22) ma n pierwiastkdw, wsrdd ktorych moga by¢ pojedyncze lub wie-
lokrotne pierwiastki rzeczywiste, czy tez zespolone, przy czym pierwiastki zespolone
tworza pary wielkoSci sprzgzonych. Funkcje yi(?), ya(%),..., ya(t) sa przyporzadkowane
do pierwiastkéw rownania charakterystycznego zgodnie z nastepujaca zasada:

—  jesli rx jest pojedynczym pierwiastkiem rzeczywistym, to: y, (1) =€ ;

— dla kazdego [-krotnego pierwiastka rzeczywistego: y,(f)=¢e"', y,  (1)=te",
s Ve () =17

— dla kazdej pojedynczej pary pierwiastkow zespolonych rie1 = a = jb:
v, (H)=e"cosbt, y,, (t)=e"sinbt;

— dla kazdej [-krotnej pary pierwiastkow zespolonych rx = a + jb:
v ()=e"cosbt, y, (t)=e"sinbt, y,,{t)=e"tcosbt, y, ,(f)=e"tsinbt,
voor Ve, ) =€"t' " cosbt , ., (t)=e“t" sinbt .

Ponizsze przyktady ilustruja sposob zastosowania tych zaleznos$ci.

Przyklad 2.1. Okresli¢ odpowiedz swobodng (przejsciowa) rownania jednorodnego:
%+2y:0,przy: y(0)=5.

Jest to rownanie pierwszego rzedu (n = 1), wigc odpowiedz swobodna ma nastgpujaca postac:
Yo () =Ciy (1)

Rownanie charakterystyczne jest okreslone przez wielomian pierwszego stopnia:
r+2=0,

ktorego pierwiastek ma wartos¢: r =r = 2.

Pojedynczy pierwiastek jest zawsze rzeczywisty, wigc:

n@= e =e.

Odpowiedz swobodna powinna spelnia¢ warunki poczatkowe, zatem:
2(0)=y,,(0)=Cy, (1), =5, gdzie: y,(0)=5,
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skad: C, =5.
Ostatecznie odpowiedz uktadu przy zerowym wymuszeniu i przy zadanych warunkach poczat-
kowych jest nastepujaca:
y(t)=5e".
Wynik ten mozna sprawdzi¢ przez podstawienie do zadanego rownania:
di(Se'” )+2(5e)=—10e™ +10e ™ =0,
t
Otrzymane rozwigzanie jest wigc poprawne.
Przyklad 2.2. Okresli¢ odpowiedz swobodna (przejsciowa) rownania jednorodnego:
d’ d
72’ —3Y _9y=0
dr dr
Rownanie charakterystyczne ma nastepujaca postac:
P =3r-2=0
Mozna je przedstawi¢ w postaci iloczynowe;j:
(r+17(r-2)=0,
SkE}dZ r = —1, rn :—1, r3 = 2.
Zatem swobodna odpowiedz systemu przybiera nastgpujaca form¢ (podwojny pierwiastek
rzeczywisty oraz pierwiastek pojedynczy):
Vo () =(C+Cyt)e™ +Cie™ .
W rozpatrywanym przypadku brak jest wymuszenia (rownanie jednorodne), wiec odpowiedz
uktadu jest konsekwencja zadanych warunkow poczatkowych. Zatézmy, ze sa one nastgpujace:
y(0)=1, y'(0)=-1, »"(0)=0. Dla tych warunkow mozna okresli¢ wspotczynniki powyz-
szej odpowiedzi uktadu (odpowiedzi swobodnej):

YO =(C+Cyt)e +Ce| | =1

1=l

y:"u(o) = (C2 - Cl ) eit - Czteil + 2C3621| = —1

t=0
Yo (0)=(C,=2C,)e” +Cye +4C,e”| =0
skad: C; =10/9, C, =1/3, C3=-1/9.
. . . . 1 _ .
Ostatecznie odpowiedz ukladu jest nastepujaca: y(¢) =y, (1) =§((10+3t)e ! —e”) . Przebieg

tej funkcji jest pokazany na rys. 2.8.
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o~ . T

Rys. 2.8. Przebieg odpowiedzi swobodnej rozwazanego uktadu niestabilnego

Widaé, ze z uplywem czasu amplituda odpowiedzi szybko rosnie, o czym decyduje drugi
sktadnik otrzymanej odpowiedzi. Zauwazmy, ze dzieje si¢ tak przy braku wymuszenia w roz-
wazanym uktadzie. Jest to charakterystyczna cecha uktadu niestabilnego. Takie uklady nie
moga mie¢ praktycznego zastosowania. Warto zauwazy¢, ze sktadnik odpowiedzi, powodujacy
niestabilno$¢, ma dodatni wyktadnik, co jest wynikiem tego, ze odpowiadajacy mu pierwiastek
funkcji charakterystycznej jest dodatni. Zagadnienie to jest przedmiotem blizszej analizy w
rozdz. 5.

Posta¢ odpowiedzi wymuszonej ywym(f) w (2.19) zalezy od rodzaju funkcji wymu-
szajacej (prawa strona rownania niejednorodnego). Moze tu wystapi¢ duza réznorod-
no$¢ funkeji, co utrudnia podanie wlasciwego rozwigzania. Dla najbardziej typowych
funkcji obowiazuja nastgpujace zasady:

- f(t)=Ke": Vyym (1) = Ae“, jeSli a nie jest pierwiastkiem rownania charakte-
rystycznego; Y., (¢) = At'e” | jesli a jest I-krotnym pierwiastkiem rownania
charakterystycznego;

- f(@®)=Kcosat lub f(t)=Ksinat: y,,(t)=Acosart+ Bsinax;

- f(O=Kt" k>0: Vym (O) = Ay + At + ...+ A" - jesli zero nie jest pierwiast-

t
kiem rownania charakterystycznego; v, () = J. (AO + AT+ A+ AT )dz’ - jesli
Iy
zero jest pierwiastkiem réwnania charakterystycznego.
Wartosci statych wspotczynnikow w powyzszych funkcjach mozna okresli¢ przez
ich podstawienie do oryginalnych rownan niejednorodnych.
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Przyklad 2.3. Rozpatrzmy uktad z przyktadu 2.1, w ktérym na wejscie podane jest wy-
muszenie w postaci skoku jednostkowego. Zmieniona jest takze warto$¢
poczatkowa odpowiedzi:

%+2y=1,przy: y(0)=4.

Na podstawie przyktadu 2.1, otrzymujemy odpowiedz swoboda tego uktadu:

-2
ysw(t) :yl(t) = Cle ' .
Sktadowa wymuszona odpowiedzi moze by¢ okreslona na podstawie podanej powyzej analizy.
Funkcja wymuszajaca f{7) = 1 (f() = Ke*, a =0, K= 1), dla ktorej: y,,, ()=4.
Po wstawieniu tej funkcji do podanego réwnania rézniczkowego (y(¢) =y,,,, (t) = 4), otrzy-
mamy:
24=1,skad: 4=1/2=y,, (1) (zauwazmy, ze w tym przypadku dy/dz = 0).
Zgodnie z (2.19) calkowita odpowiedz uktadu na zadane wymuszenie ma postac:
V(O = Yoy O+ Yy = Cre™ +0,5
Wspoétczynnik C; mozna okresli¢ na podstawie warunku poczatkowego:
— (o2 -
W) =(Ce™+05] =4,
skad: C;=4-0,5=3,5.
Odpowiedz uktadu jest w tym przypadku réwna: y(¢) =3,5¢™> +0.5 .

Przyklad 2.4. Okresli¢ odpowiedz wymuszong (rozwigzanie szczegotowe), rozwigzanie
swobodne i1 rozwigzanie petne nastepujacego rownania:
2
&y + 2Q +y =t +t, przy warunkach poczatkowych: y(0) = 0, '(0) = 20.

e dr
Wymuszenie jest funkcjg wielomianowsa, wiec zaktadamy rozwigzanie szczegdtowe o postaci:
Vaym(®) = Ao+ At + 4,1° + A
Po wstawieniu tej funkcji do wyj$ciowego rownania otrzymamy:
Ay + At + At + AL + 2(A1 +2A4,t+ 34,7 )+ 44, +124t =1 +t
Porzadkujac obie strony rownania wzgledem potgg zmiennej ¢ otrzymamy:
AL + (A + 64 )+ (A +4A, +6A )+ A+ 24 +24, =1> +1,
skad uzyskujemy nastepujace warunki rownosci obu stron rownania:
A, =1, 4,+64,=0, 4 +44,+64, =1, A, +24,+24,=0.
Ten uktad czterech rownan ma nastepujace rozwigzanie:
Ay=-26, 4, =19, 4,=-6, 4, =1.
A zatem: p. (6)=-26+19t—61" +1° .
W celu okreslenia rozwiazania swobodnego v, (¢#) nalezy okresli¢ pierwiastki réwnania cha-

rakterystycznego:
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PP +2r+1=(r+1f =0, awigc: 11 =r=—1.

Rozwigzanie swobodne ma zatem nastgpujaca postaé: y (f) = (C1 + Czt) e’ .
Petne rozwigzanie réwnania niejednorodnego wyznaczamy wedtug (2.19):
Y1) = Yo () + Yoy () =Cie™ +Cyte™ =26 +19t —61° +1° .

W celu okreslenia wspotczynnikow Ci, C; nalezy postuzy¢ sie¢ warunkami poczatkowymi. Sa
one okreslone dla r = 0. Mamy stad dwa roéwnania:

Y(0)=(Ce" +Cyte” —26+19t —6t> +1 )|;=0 =0,

Y (0)=(-Ce"+C,(1-t)e" +19—12¢+3¢7)|s= = 20.

Z pierwszego rownania otrzymujemy: C; = 26, za$ z drugiego: C, = 27.

Odpowiedz swobodna jest nastepujaca:

Voo () =(26+27t)e™".

Ostatecznie otrzymujemy nastepujace rozwigzanie:

(1) =(26+27t)e" =26 +19t— 617 +1°.

Jego poprawno$¢ mozna sprawdzi¢ przez podstawienie odpowiednich relacji do zadanego

réwnania. Przebiegi poszczeg6lnych funkcji sktadowych zwigzanych z rozpatrywanym réwna-
niem sg pokazane na rys. 2.9.
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Rys. 2.9. Przebiegi funkcji sktadowych w réwnaniu rézniczkowym

Obserwujac przebiegi na rys. 2.9 mozna zauwazy¢, ze sktadowa przejsciowa ysw(f) z
czasem zmierza do zera (uklad jest stabilny), przez co pelna odpowiedz uktadu y(¢)
zbliza si¢ do odpowiedzi wymuszonej Vwym(?).
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2.3.2. Zastosowanie do analizy systemow

Na podstawie tego krotkiego przegladu zagadnien zwigzanych z rozwigzywaniem
rownan rozniczkowych, opisujacych dynamike systeméw liniowych inwariantnych,
mozna sformutowac nastepujace wnioski:

1. Odpowiedz systemu na wymuszenie w postaci sygnatu wejSciowego okreslonego
przez funkcje f(¢) jest utworzona z dwodch czesci: sktadowej swobodnej - ktorej
przebieg zalezy od parametrow systemu i jego warunkoéw poczatkowych oraz skta-
dowej wymuszonej, ktorej posta¢ zalezy od parametrow systemu i charakteru wy-
muszenia.

2. Odpowiedz swobodna jest utworzona ze sktadnikéw o postaci: y,(y)=¢€* lub

v, (t)=e" cosbt z ewentualnym czynnikiem w postaci zmiennej ¢ reprezentujace;j

czas (w odpowiedniej potgdze), przy czym state r, oraz a (jako sktadniki rzeczywi-
ste zespolonych liczb: a + jb) sa odpowiednimi pierwiastkami rownania charakte-
rystycznego. Mozna zauwazy¢, ze jesli pierwiastki rzeczywiste tego rownania sg
ujemne lub — w przypadku pierwiastkow zespolonych — maja ujemne czgsci rze-
czywiste, to powyzsze sktadniki odpowiedzi z czasem zanikaja do zera. Dlatego
tez odpowiedz swobodna jest takze nazywana przejsciowq lub zanikajgcg. Jesli
warunek ten nie jest spelniony, to (nawet przy braku wymuszenia) odpowiedz z
czasem narasta nieograniczenie. Taki system jest niestabilny. W przypadku zero-
wych pierwiastkow rzeczywistych (lub zespolonych z zerowg czescig rzeczywista)
mamy do czynienia z sytuacja graniczng (granica stabilnosci).

3. W przypadku stabilnego systemu stan przej$ciowy (odpowiedz swobodna) z cza-
sem zanika i catkowita odpowiedz zalezy wowczas tylko od parametréow systemu i
charakteru wymuszenia. System osiaga stan ustalony.

2.4. Analiza systemow opisanych ro0wnaniami rézniczkowymi
2.4.1. Wprowadzenie
W analizie systemow, ktorych dynamika jest opisana za pomocg réwnan rézniczko-

wych, wazng role odgrywa stosowanie wymuszenia w postaci impulsu Diraca. W
ogolnym przypadku:

YOO +a, )V O+ -+ @y O+ ay () +ay(t) = 0) (2.23)
Rozwiazanie tego rownania (odpowiedz) jest nazywana funkcja wagi g(¢) = y(¢):
g" (O +a,,8" (O +...+ a8 () +ag () +ayg(t)=5(1) (2.24)

Funkcja wagi jest zatem odpowiedzig impulsowg uktadu.
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Réwnanie (2.24) wymaga ostroznej analizy wystepujacych tam funkcji. Przede
wszystkim z warunku przyczynowosci oraz liniowosci uktadu wynika, ze funkcja
wagi g(7) jest cigglta w czasie dla wszystkich uktadéw opisanych réwnaniami réznicz-
kowymi rzedu wigkszego niz pierwszy. Stad wynika, ze:

g(0)=go-=go+ =0, (2.25)

gdyz g(f) = 0 dla ¢t < 0, gdzie go-, go+ 0znaczaja odpowiednio, granic¢ lewostronng i
prawostronng (od strony ujemnych lub dodatnich warto$ci zmiennej ¢).

Calkujgc obustronnie (2.24) w przedziale roznej od zera wartoéci funkcji X7),
otrzymamy [13]:

7/2 7/2 7/2 7/2 7/2
j g ()dt+a, j g"V(O)dt +...+ a, j g'(t)dt +a, j g(t)dt = js(z)dt ., (2.26)
-7/2 —7/2 -7/2 -7/2 -7/2
gdzie t — 0.

Wskazany przedzial catkowania (z — 0) jest uzasadniony ciaglo$cig g(¢) oraz tym, ze
impuls &¢) = 0 za wyjatkiem ¢ = 0. Z prawej strony rownania otrzymuje si¢ warto$¢ 1,
natomiast wszystkie sktadniki lewej strony sa roéwne zero za wyjatkiem pierwszego z
nich:

7/2 d("_l)g(t) /2
[#"war= T Te e =gl (2.27)
-7/2 ! —t/2
gdyz g¢"" =0.
Mozna to uzasadni¢, rozpatrujac uktad drugiego rzedu (n = 2). Warunek ciaglosci
nie moze dotyczy¢ pierwszej pochodnej w punkcie ¢t = 0, gdyz wowczas:
/2 /2 /2
I(g (1) +ag (6) +ayg (1) it = j(g (0)+ag (O +0= [oar=1
/2 /2 /2
Zalezno$¢ t¢ mozna przedstawi¢ nastepujgco:
7/2

[le'0+ag =g (/2)-g (7/2)+a(g(z/2) - g(-1/2)=1, 750,

-7/2
co prowadzi do nastepujacej relacji: g (0 L) =1L
Powyzsza analiz¢ mozna rozszerzy¢ na dowolne rownanie rozniczkowe rzgdu

n > 1. Ostatecznie rezultat catkowania (2.26) wraz z (2.25) dajg nastepujace warunki
poczatkowe dla rdbwnania (2.24) [13]:

gu =1 g7 =0,-, g(0)=0 (2.28)
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Zaleznosci (2.25) oraz (2.28) pozwalajg okresli¢ odpowiedz impulsowa (funkcje wa-
gi) uktadu na podstawie jego rownania rozniczkowego. Warto zauwazy¢, ze odpowiedz
ta jest obliczana na podstawie rownania jednorodnego z powyzszymi warunkami, gdyz
funkcja wymuszajaca f(r) = &¢) ma zerowg warto$¢ za wyjatkiem punktu ¢ = 0.

Przyklad 2.5. Okresli¢ funkcje wagi uktadu z poprzedniego przyktadu. Rownanie jed-

2
norodne ma nastepujacg postac: % +2 i—y +y=0.
t t
Miejscami zerowymi funkcji charakterystycznej sa dwie jednakowe liczby:
r=nrn-= 1.
Stan przejsciowy jest zatem okre$lony przez nast¢pujaca funkcje:
Vo ) =(C +Cyt)e™,
ktora jest poszukiwana funkcja wagi: g(f) = ysw(f). Wspotczynniki tego rownania mozna wy-
znaczy¢ na podstawie podanych powyzej zaleznosci:
g(0)=(C,+Cy)e| =0, g0)=—(C+C,(t-1)e| _ =1.

t=0
A wigc: C, =0, C; =1, co daje:
g =te"'1(z).

W przypadku réwnania rézniczkowego pierwszego rzedu funkcja wagi g(f) nie jest
juz funkcja ciggla dla ¢ = 0, natomiast przybiera ona warto$¢ 1: g(0) = 1. Stad tez:
g(0)=go-=1 (2.29)
oraz:
g(0)=Ce"

H)zl,azatem: C =1.

Podane powyzej zasady obliczania funkcji wagi uktadu liniowego na podstawie je-
go rownania rozniczkowego sa, na gruncie teorii dystrybucji, ujgte w postaci nastgpu-
jacego twierdzenia [59].

Rozwigzanie dystrybucyjne roéwnania (2.23) jest okreslone wzorem:
y()=1()z(2) (2.30)
gdzie z(¢) jest rozwigzaniem réwnania jednorodnego:
2" +a, 2" V(O +...+a,z () +a,z () +ayz(t) =0 (2.31)
przy nastepujacych warunkach poczatkowych:
") =1, 2" P(0) =z (0) =--- = 2(0) =0 (2.32)

Wida¢ stad, ze funkcja wagi g(¢) = y(¢), odpowiadajaca rownaniu (2.24), jest od-
powiedzig przejsciowa obliczong przy powyzszych warunkach poczatkowych.
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Przyklad 2.6. Okresli¢ funkcje wagi uktadu, ktorego rownanie rézniczkowe jednorodne

ma nastepujac ostac’:'d—y+l =0
epujaca p y Ty .

Funkcja charakterystyczna: » + 1/T7 = 0 ma rozwigzanie: r = —1/T. Rozwigzanie rownania jed-
norodnego ma zatem nastgpujacg postac:

v, ) =Ce" =Ce™".

Na podstawie powyzszych rozwazan C; = 1, wiec odpowiedz impulsowa jest nastgpujaca:

g =y, O=e""10).

Warto zauwazy¢, ze funkcja skoku jednostkowego w powyzszym wyrazeniu ma na celu zero-
wanie odpowiedzi impulsowej (funkcji wagi) dla czasu # < 0.

Podsumowujac, mozna poda¢ nastgpujace zasady obliczania odpowiedzi impulso-
wej (funkcji wagi) uktadu LTI na podstawie jego rownania rozniczkowego:

- rozwiazanie ma tylko sktadowa przejSciowa o postaci (2.30);
- w celu jego wyznaczenia rozpatruje si¢ rownanie jednorodne, w ktorym wspotczyn-
niki C;,i=1,2, ... n (2.21) sg obliczane na podstawie warunkéw poczatkowych (2.32).

Znajomo$¢ funkcji wagi pozwala okresli¢ rozwigzanie réwnania rézniczkowego
rozpatrywanego systemu dla dowolnego wymuszenia u(f) przy zerowych warunkach
poczatkowych:

oo

y(t) = Iu(T)g(t—T)dT=u(l)®g(f) (2.33)
Powyzszy zwigzek jest nazywany splotem dwoch funkcji (sygnatéw): u(f) oraz
g(?). Splot jest operacja przemienng, wigc:

+oo +oo
u()®g(H) = [u(r)gt -t = [g(@ut-tT=g(OH®@u(t)  (234)
Powyzsza operacja thumaczy rowniez charakter zwigzku, ktory zostat w sposob
ogolny uzyty na rys. 2.3. W przypadku rozwazanych tu uktadéw liniowych, niezalez-
nych od czasu zwigzkiem tym jest operacja splotu sygnalu wejsciowego i funkcji wa-
gi. Bardziej praktyczna operacja splotu zachodzi dla przypadku, gdy spelnione sa wa-
runki: dla £<0, u(#)=0 oraz dla (t - T) <0, g(t —T): 0. Wowczas:

t

y(0) = [u(n)g(t-7)dz (2.35)

0

Przyklad 2.7. Okresli¢ odpowiedz uktadu o funkcji wagi: g(¢) =e™"1(¢) (patrz przy-
ktad 2.6) na skok jednostkowy: u(t) =1(¢) .

Podstawiajac poszczegolne funkcje do (2.35), otrzymamy:
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(=7)

y, () = jl(r) e T dr= e'%je%dr TeT [e; - 1}1@) = T[l - e_;jl(t)

Przyklad 2.8. W przyktadzie 2.5 otrzymali$my nastepujaca funkcje wagi:
g() =te'1(¢) analizowanego uktadu. Okre$li¢ odpowiedz tego ukltadu na

skok jednostkowy.

Odpowiedz na skok jednostkowy jest okreslona za pomocg calki:
t

t t
n(t) = jl(T) (t-1)-e dr= te"'[e’dr— e”JTe’dT )
0 0 0
Stosujac catkowanie przez cz¢$ci w odniesieniu do drugiej catki, po uproszczeniu otrzymamy:

n@®=1-(@+e™.
Przebiegi funkcji wagi g(¢) oraz odpowiedzi na skok jednostkowy yi(f) dla rozwazanego sys-
temu sa pokazane na rys. 2.10.
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Rys. 2.10. Przebiegi funkcji wagi: g(¢) oraz odpowiedzi na skok jednostkowy: yi(f)

Odpowiedz na dowolne wymuszenie u(f) mozna tez wyznaczy¢, znajac odpowiedz
uktadu na skok jednostkowy yi(¢). Wyznacza to tzw. rownanie Duhamel‘a*:

Y0 =u(0)y, (1) + [y, (t - Du(2)d7 (2.36)

4 Jean-Marie-Constant Duhamel (1797-1872), matematyk i fizyk francuski; prace na temat
réwnan rézniczkowych czastkowych i transportu ciepta.
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Jest to bardzo uzyteczny zwigzek, gdyz z punktu widzenia funkcjonowania uktadu
i fizykalnej oceny jego wlasciwosci dynamicznych, najbardziej miarodajng jest odpo-
wiedz na skok jednostkowy yi(?).

2.4.2. Odpowiedz ukladu na wymuszenie harmoniczne

Zauwazmy, ze stan przejsciowy systemu na wymuszenie w postaci funkcji impulso-
wej lub skoku jednostkowego z czasem zanika. T¢ wlasciwo§¢ maja stabilne uktady
liniowe. Domyslamy sie, ze jest to wynikiem zaniku zmian wymuszenia. Interesujace
jest zatem badanie odpowiedzi systemu przy wymuszeniu harmonicznym (sinusoidal-
nie zmiennym). Wyjasnia to nastepujacy przyktad.

Przyklad 2.9. Okresli¢ odpowiedz uktadu rozwazanego w przyktadzie 2.6 na sygnat o
postaci: u(t) = Asin(a)ot +).

Przypomnijmy, ze w przykladzie 2.6 rozwazany jest uktad, ktorego jednorodne rdwnanie roz-
. . dy 1
niczkowe ma nastepujaca postac: d—y + T y=0.
t
W przyktadzie 2.6 otrzymalismy nastepujaca funkcje wagi: g(¢)=¢ " 1(¢) tego uktadu. Pozo-

staje zatem obliczenie caltki (2.35) dla zadanego wymuszenia harmonicznego (przy zerowych
warunkach poczatkowych):
_(t-7) t

(1) :ju(r)g(t—r)dr:j'Asin(a)or+¢)-e T dT:Ae””_[sin(a)or+¢)'e”rdr .

0 0 0

Poniewaz sin(wot +¢)= sin(a)ot)cos o+ cos(a)ot)sin @, wigc:
t t

(1) = Ae™'" [cos ¢j sin(@,7)-e""d7+sin ¢I cosn(@,r)- e”Td‘[J )
0 0

Do obliczenia powyzszych catek mozna skorzysta¢ z metody calkowania przez czgéci, co daje:

| 1 (1 j

3 /T t/T .
sin(wy7)-e""dr = e sinayt — @, cosw,t |+, |,
! (@) ot +1/T? T 0 0

h 1 . 1 1
Jcos(a)oz')-e”drzﬁ e’”(a)osma)ot+—cosa)0t]—— :
) @ +1/T T T

Po wykonaniu niezbednych przeksztatcen otrzymamy ostateczng odpowiedz:
A . T s
y(@) = —2(51n(a)0t+¢—5) —e"sin(g— 5)) ,

@ +1/T

gdzie: & =arctg(w, /(1/T)).

Wida¢, ze odpowiedz badanego systemu na wymuszenie sinusoidalne sktada si¢ z dwoch czg-
$ci, z ktorych pierwsza przedstawia funkcje harmoniczng o pulsacji rownej pulsacji funkcji
wymuszajacej, a druga przedstawia funkcj¢ zanikajaca wyktadniczo do zera (yy.(f)). Maksy-
malna poczatkowa amplituda sktadowej zanikajacej wystepuje dla ¢ = § + /2.
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Na rys. 2.11 sa pokazane przebiegi sygnatu wymuszajacego u(f), a takze odpowiedzi y(?) i
odpowiedzi przejsciowej ysu(f) dla nastepujacych parametrow uktadu:

4=10,T=0,05, an = 100%, p=T/4.

Przebiegi odpowiedzi sa powigkszone sto razy.

Mozna zauwazy¢, ze w przypadku uktadow liniowych inwariantnych odpowiedz
ustalona (sktadowa wymuszona odpowiedzi, po zaniku sktadowej przejsciowej) przy
wymuszeniu harmonicznym, jest rowniez przebiegiem harmonicznym o tej samej
czestotliwo$cei. Mozliwa jest natomiast zmiana fazy oraz amplitudy sygnalu wyjscio-
wego. Stopien zmiany amplitudy (wzmocnienie lub ttumienie) oraz fazy sygnalu wyj-
sciowego zalezy od zadanej czestotliwosci sygnatu wejsciowego. Oba te parametry:
wzmocnienie oraz przesunigcie fazy wyznaczone dla pewnego zakresu zmian czesto-
tliwosci tworza, odpowiednio, charakterystyke amplitudowa oraz charakterystyke
fazowa badanego uktadu. Dostarczaja one waznych informacji o wlasciwosciach
uktadu i beda przedmiotem analizy w dalszych rozwazaniach.

8U ...... U U ______ U v
P I | I

0 0,02 0,04 006 008 0,1 0,12 0,14 0,16 0,18 ¢ s
Rys. 2.11. Przebiegi: wymuszenia harmonicznego oraz odpowiedzi uktadu

2.4.3. Odpowiedz szeregowo polaczonych ukladow

Na podstawie (2.33), odpowiedz uktadu o funkcji impulsowej gi(f) na wymuszenie
u1(?) jest nastgpujaca:
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Y0 = [ & @ =77 = g, () ®u, (1) (2.37)

Jesli wymuszenie u:(f) jest sygnatem wyjsciowym z innego uktadu o funkcji im-
pulsowej go(f) 1 wymuszeniu uo(f), to mozna napisac:

u (1) = [ 80Ty (t=7,)47, = 8y(1) ® 1, (1) (2.38)

Podstawiajac (2.38) do (2.37), otrzymamy:
w0 = [2®) [ 0@yt -7, mdro}rl = 2,0 ® (g (1) By (1) (239)

Powtarzajac t¢ procedure dla odwrotnej kolejnosci uktadow tatwo pokazaé, ze:
g()® (go (1) ®u, (t)) = (g1(t) ® ”o(t)) ® g,(1) =g () ® g, (1) ®u,(r) (2.40)

Widac¢ stad, ze dla szeregowo potaczonych uktadéw o funkcjach impulsowych, od-
powiednio, go(¢) oraz gi(f), obowigzuje zaleznos¢ (rys. 2.12):

g()=gy()® g (1) (2.41)

gdzie g(¢) jest funkcja impulsowa ekwiwalentnego uktadu.

o (f) u(7) () uo(f) )

—> go(u(?) gi(ui(9) —» = > gu(?) >

4

g()=gy(®g (1)

Rys. 2.12. Ekwiwalent szeregowo potgczonych blokoéw

Zadania

2.1. Pokazac, ze rbwnanie:
2 2

Ex0 0
dt dt

2.2. Okresli¢ rozwigzanie podanego rownania rdézniczkowego:

+4y(t) = u(?) nie spelnia warunku liniowosci.

&y(0) , 5 dv() _ @ e v(0) = 0. v/(0) = —1. x(£) = 2
4 +3 Y +2y(t) = ” +x(t), gdzie: y(0) =0, y'(0) = -1, x(¢) = ¢~

2.3. Okresli¢ sygnat wejsciowy u(f) uktadu opisanego rownaniem:
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24.
2.5.

2.6.

2.7.

2.8.

2.9.

2
ddytgﬂ +a, % + agy(t) = u(t)
dla kazdego z nastgpujacych sygnatow wyjsciowych y(7):
a) (1) =2,
b) y(¢) = &', gdzie an ma statg wartos¢,
o) y(t) = £ e .
Dla jakiej warto$ci pulsacji ey w zadaniu 2.3b funkcja wymuszajaca u(f) = 0?7
Zatdézmy, ze w uktadzie mechanicznym pokazanym na rys. 2.1b thumienie jest niewielkie
i mozna przyja¢ D = 0. Woweczas, przy sinusoidalnym wymuszeniu réwnanie (2.4)
przyjmie nastgpujaca postac:
d*v(t)

ds?

M

+ Kv(t) = Asin ax

Okresli¢ rozwigzanie tego rownania przy zerowych warunkach poczatkowych: v(0) = 0,
v'(0)=0.

Odpowiedz liniowego inwariantnego systemu na wymuszenie:

u(t) = —K,@} cos @t + 6K,t ma nastepujgcg postac:

¥(f) = K cos ant + Kot , gdzie K, K> — stafe. Jaka bedzie odpowiedz ukladu na wymu-
szenia:

a) u(t) =2cos @yt ,

b) u(t)=¢-3,

¢) jak wyglada réwnanie dynamiki systemu?

Funkcja impulsowa liniowego uktadu inwariantnego jest nastgpujgca: g(¢) =e “1(¢),
gdzie o jest stalym wspolczynnikiem. Okresli¢ odpowiedz uktadu na nastepujace wymu-
szenia:

a) u(t)=9(t),

b) u(t)=10),

¢) u(t)=e'"", ay = const.

Obliczy¢ odpowiedz impulsowa uktadu okreslonego nastepujacym réwnaniem rdznicz-

kowym (zastosowac procedure (2.30)):
dy(?) dy(?)

a) ?—Zy(t)zu(t), b) T+y(t):u(t),

2 2
0) ddigt) —u(), d) %Ho%uwm —u(t).
Funkcja impulsowa (odpowiedz na impuls Diraca) liniowego uktadu inwariantnego jest
nastgpujaca:
g(t)=sinwe ™ 1(r), an, o - state parametry. Okresli¢ odpowiedz uktadu na nastgpujace

wymuszenia:
a) u()=0(—1t)),%>0, b)u(t)=cos(w).



3. ANALIZA SYSTEMOW ZA POMOCA METOD
OPERATOROWYCH

3.1. Przeksztalcenie Fouriera

W klasycznym podejéciu przeksztatcenie Fouriera® wyprowadza sie z szeregéw Fou-
riera, ktére odnosza si¢ do przebiegéw okresowych. Okresowa funkcja f(r) (w ogodl-
nym przypadku funkcja zespolona) ciaglej niezaleznej zmiennej ¢ (zazwyczaj jest to
czas, chociaz mozna rozwaza¢ takze inng wielkos¢) z okresem 7 moze by¢ przedsta-
wiona w postaci nastgpujacego szeregu, zwanego szeregiem Fouriera:

f@)=> ae” dla —-T/2<t<T/2 G-D

fr=—oo

gdzie: ay = 2n/T, natomiast zespolone wspotczynniki a; sg okreslone nastgpujagcym
zwiazkiem:

+7/2

ak=% [ rae¥d (3.2)

=T/2

Rownosé (3.1) jest zachowana, jesli funkcja f{¢) spetnia warunki Dirichleta® [14]:
e funkcja f{(¥) jest jednowartoSciowa w rozpatrywanym przedziale —T/2<t<T/2;
e () moze miec¢ tylko skonczong liczbe maksimow i miniméw w dowolnym skon-
czonym przedziale czasu;

e f(¢) moze miec¢ tylko skonczong liczbe nieciagtosci w przedziale —T/2<¢t<T/2;

+7/2
spetniona jest nierd6wnos$¢: J“ f (t)‘dt <oo,

-T/2

Warunki te spetia wigkszo$¢ praktycznych sygnatéw wystepujacych w uktadach

regulacji. W punktach nieciggtosci funkcji f{¢) jej warto$¢ nalezy przyjaé jako Srednia

z lewej 1 prawej granicy w punkcie nieciaglosci.

5 Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830), matematyk francuski. Prace z zakresu teorii
funkcji, rachunku catkowego, rownan rézniczkowych i fizyki matematyczne;j.

¢ Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859), niemiecki matematyk francuskiego
pochodzenia. Byt wyktadowcg uniwersytetow we Wroctawiu, Berlinie 1 Getyndze.
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Wspotczynniki ax mozna interpretowac jako zespolong amplitude sygnatu f{¢) dla
czestotliwosci kan (k-tej harmonicznej przy pulsacji podstawowej an):

a, =Re{a,} + jIm{a, } (3.3)

Latwo wiec okresli¢ amplitudg i faze poszczegolnych wspotczynnikow rozktadu (3.1),
ktore w ten sposob tworza amplitudowe i fazowe widmo okresowego sygnatu f{¢).

W przypadku, gdy f{¢) jest rzeczywistym sygnalem okresowym, reprezentacja (3.1)
redukuje si¢ do postaci:

(@)= b, cos(kayt) + Y ¢, sin(kayt) , (3.4)
k=0 k=1
przy czym:
l T/2 1 T/2 l T/2
by=— | f()dt,dlak>0: b, =— | f(£)cos(kaypt)dt, ¢, =— | f(¢)sin(ke,t)dt .
: Tl{o a : Ti{”““ Wt ¢, T!;omm W0)

Mozna zauwazy¢, ze widmo sygnatu okresowego (a wigc zbior wspotczynnikow
ax) jest dyskretne wzgledem pulsacji. Okres dyskretyzacji jest rowny pulsacji podsta-
WOWe] .

Catkowe przeksztatcenie Fouriera, ktore odnosi si¢ rowniez do przebiegéw nieo-
kresowych, mozna uzyska¢ przez wydtuzenie okresu sygnatu w zalezno$ciach (3.1) i
(3.2) w granicy do nieskonczonosci, co takze oznacza, ze szerokos¢ przedziatu pulsa-
cji podstawowej ay zmierza do zera: T—eo, ah—0. Sumowanie w (3.1) zostaje wow-
czas zastgpione operacja calkowania. Prowadzi to do nastepujacej pary przeksztalcen
catkowych [47]:

F(jo)= [ f(Hedt (3.5)
|
fo=5- £ F(jo)e'”dw (3.6)

znanych jako proste (3.5) i odwrotne (3.6) przeksztalcenie Fouriera. Sa one czgsto
zapisywane w nastepujacej skroconej formie:

F(jo)= Fliro}
f(0)=F F(jw)}

Transformata F(jw) jest funkcja wzgledem pulsacji @, a stala ‘j” jest niekiedy opusz-
czana, jednak w tym zapisie podkres$lona jest zespolona posta¢ transformaty Fouriera,
a ponadto zachowany zostaje jej zwigzek z omawiang dalej transformatg Laplace’a.
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Woystarczajagcym warunkiem istnienia transformaty Fouriera F(jw) dla danej funk-
cji f{¢) jest spetnienie przez te funkcje ostatniego z podanych warunkéw Dirichleta dla
T—co [14]. Ten warunek juz nie jest tak tatwo speli¢ i dlatego istnieje duza klasa
funkcji, dla ktorych transformata Fouriera nie istnieje.

Przeksztatcenie Fouriera odgrywa bardzo wazng rol¢ w zakresie przetwarzania sy-
gnalow ciagtych i dyskretnych, projektowania filtrow, a takze jako wydajne narzgdzie
do rozwigzywania rownan rozniczkowych i analizy systeméw [14, 47]. W praktycz-
nych zastosowaniach najcze$ciej korzysta si¢ z roznych wlasciwosci przeksztatcenia
oraz znanych par przeksztatcen F(jw)<>f(f) typowych funkcji, ktore zostaly okreslone
na podstawie zaleznosci (3.5) i (3.6).

Przyklad 3.1. Okresli¢ transformatg Fouriera impulsu Diraca.

Zgodnie z (3.5) mozemy napisac:
jﬁ&M:jaman=5W=1&mj{&pﬁnzj&pﬂwwmzaw,
co wprost wynika z (2.14).

W przypadku analizy systemow sterowania funkcja wzgledem czasu jest ograni-
czona do przedziatu 0 <¢ < oo, przyjmujgc zerowg warto$¢ poza nim. Wobec tego w
(3.5) granice catkowania mozna takze ograniczy¢ do tego przedziatu:

FG@=EG@=If®5W¢ (3.7)

gdzie indeks I wskazuje na przeksztatcenie jednostronne.

Moéwimy wowcezas o jednostronnym przeksztalceniu Fouriera, ktore ma zastoso-
wanie w analizie systemdéw dynamicznych. Wspomniane ograniczenia nie obejmuja
dziedziny czgstotliwosci (pulsacji), wigc przeksztalcenie odwrotne (3.6) pozostaje bez
zmian. Ograniczenie przedziatlu calkowania w (3.7) jest rOwnowazne pomnozeniu
funkcji czasu przez skok jednostkowy 1(¢). Mozna to zapisa¢ nastgpujaco:

Firol= Flroun} (3.8)

Przyklad 3.2. Okresli¢ jednostronng transformate Fouriera pochodnej funkcji.

Korzystajac z (3.8) oraz stosujac catkowanie przez czesci, otrzymamy:
oo oo

Flrol=Flrowl= [roc=a= o +io[ roe"a=jof (o) - 10.
0 0

Procedure te¢ mozna rozszerzy¢ na wyzsze pochodne:

ﬁ{f“’)(t)} =(jo)" F(jo)- " 0) - jar "2 0) -~ (jo)" > £1(0) - (jo)" " £(0).
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A wigc rézniczkowanie funkcji prowadzi do pomnozenia jej transformaty przez czynnik jo z
uwzglednieniem warunkdéw poczatkowych. W pelnym przeksztatceniu dwustronnym warunki
poczatkowe nie wystepuja.

Podstawowe wiasciwosci przeksztatcenia Fouriera sg zebrane w Tabeli 3.1, natomiast
w Tabeli 3.2 podane s3 transformaty Fouriera podstawowych funkcji wzgledem czasu.

Tabela 3.1. Podstawowe wlasciwosci przeksztatcenia Fouriera

liniowos¢:
Flavwy+pa} =aflpls prlao}. Flor(o)+poGot=af {PGots F 0G0
przesunigcie w dziedzinie czasu:
Flfe-n}=F(jo)e’
przesunigcie w dziedzinie czestotliwosci (modulacja):
Flroe™} =F(j(w-a,))

skalowanie:
. 1 .0
Flran}= F(J]
a a
rozniczkowanie po czasie (zerowe warunki poczatkowe):

f{f'(f)}Z ja)F(ja)) , ogllnie: j-"{

ko,
dd{ ,f”}:(jw)"F(jw)

catkowanie funkcji:

t !
F If(r)dz' = #F(j a)) ; catka If(’r)d’r musi dazy¢ do zera dla ¢ — oo
jo
to ly

rézniczkowanie po czgstotliwosci (zerowe warunki poczatkowe):

f{t'f(f)}: Jw , ogblnie: f{t” -f(t)}: j" dFi(iw)
@ dw
splot: Flroogol=F{ [ rogt-ndr{=Flio) 6(i0)
mnozenie: f{f(l)-g(t)}= JF(jf)G(j(w—g)df = F(jw)@ G(ja))

—oo

L . Y (j a))
transmitancja: G(J )= f{g([)}z 7—)
Uljw

symetria przeksztatcenia (symetria dualna):

jezeli: F(ja))zf{f(t)} , to wowezas: F(1)=2nF"{f(-jw)}
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Tabela 3.2. Transformaty Fouriera wybranych funkcji

(0] F(jw)
6(1) 1
nd(w)+ 1
1(9) o
1 210 (w)
—(a+jp)t 1
1(t)e™ 7" Jo>0 7{1“’3“0)

cosat- £(0 SFl@-a)s Flio+ o)
sinaz - () Zij(F (i(@-)-Fli(@+ )
e 278(w— B)
sinor —jn(S(w-a) - S(w+a))
cosat (- a)+d(w+a))

Transformata Fouriera funkcji wzgledem czasu (sygnatu): F(jw) <> f{f) jest obra-

zem widma tej funkcji. W ogdlnym przypadku jest to funkcja zespolona:

gdzie |F(jw)| przedstawia amplitud¢ widma (charakterystyke amplitudowg), natomiast

@(w) jest funkcja reprezentujaca faze tego widma (charakterystyka fazowa).

Postugujac sie w (3.5) zaleznoscia:

e ' =cosax — jsin ax

mozna okresli¢ rzeczywistg i urojong czg$¢ transformaty F(jw) rzeczywistej funkcji

£#) 3.5):

A(w) =Re(F(jw))= j £(t)cos axdt

B(w)=Im(F(jw))=— f 7 (¢)sin axdt
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Widac¢ stad, ze czg$¢ rzeczywista transformaty F(jw) jest funkcjg parzysta: A(—w) =
A(w), natomiast jej cz¢s¢ urojona funkcjg nieparzysta: B(—w) = —B(w). Podobnie jest z
reprezentacja wyktadnicza funkcji F(jw): widmo amplitudowe |F(jw)| jest funkcja
parzysta, a charakterystyka fazowa ¢ @) funkcja nieparzysta.

Wazna wilasciwos¢ przeksztatcenia Fouriera dotyczy transformaty splotu dwoch
funkcji. Jezeli (2.33):

oo

¥ = [u@)gt-rdr=u(t)® (1),

—oo

to transformate tej operacji mozna okresli¢ nastepujaco:

Y(i®) = Fy(t)]= J' e—i“{ j u(f)g(t—f)df]dt= j u(T){ j e_j“’g(t—r)dt}df

—oo —oo —oo —oo

A poniewaz:

J.e_j“" g(t—7)dt = G(jw)e ™ , co wynika z transformaty funkcji przesunietej w

czasie, to:

Y(jw) = JG(ja))u(z')e’j"”dT =G(joU(jw), (3.11)

co jest bardzo waznym praktycznym wynikiem transformaty splotu dwoch funkc;ji.

—t/T

Przyklad 3.3. Przedstawi¢ graficznie amplitude i faze widma funkcji u(¢) = 1(¢)e
7=0,02s.

Postugujac si¢ Tabelg 3.2 mozna wyznaczy¢ transformate podanej funkcji:

U(jw)= Fliwe""} = m

Amplituda i faza transformaty sa zatem nastepujace:

\U(ja))\ :;
NUT? + @

Przebiegi funkcji zwigzanych z tym przyktadem dla podanej wartosci 7= 0,02s sg pokazane na
rys. 3.1.

, 9(w)=—arctg(awl) .

Przyjrzyjmy si¢ rezultatom otrzymanym w powyzszym przyktadzie. Analizowana
funkcja przedstawia wykltadniczo zanikajacy sygnatl, ktéry ma zerowa wartos¢ dla
t <0 (rys. 3.1a). Jej charakterystyka czgstotliwosciowa ma przebieg jak na rys. 3.1b.
Dla pulsacji @= 0 warto$¢ amplitudy jest rowna sktadowe;j statej, czyli wartosci $red-
niej analizowanego sygnatu.
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UGao)l
0,02 B
a)
"0 0,016

—1500-1000 =500 0 500 1000 1500 e, 1/s

@, rad

/2 )

-0,01 0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 ¢s 4

—1500 -1000-500 0| 500 1000 1500 @, 1/¢

—T/4

-1/2

Rys. 3.1. Sygnat a) oraz jego charakterystyka widmowa amplitudy b) i fazy c)

Latwo sprawdzi¢ na podstawie (3.5), ze
F(0) = j f()dt (3.12)

Jesli analizowana funkcja jest funkcja wagi g(¢) jakiego$ uktadu, to jej transformata
Fouriera jest nazywana transmitancja widmowga (widmowa funkcja przejécia) uktadu:

G(jo)=F{g®}= f g()edt (3.13)

Znaczenie transmitancji widmowej wynika bezposrednio z transformaty Fouriera
splotu dwoch funkcji (Tabela 3.1):
Fu@®®g®i=U(jo) ¢jo)=Y(jo) (3.14)
skad:

Gjw)= rijo) (3.15)
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Ilustracja operacji (3.14) jest pokazana na rys. 3.2. Najwazniejsza praktyczna konse-
kwencja przejscia z opisu systemu w dziedzinie czasu do podobnego opisu za pomoca
przeksztalcenia Fouriera jest zastgpienie operacji splotu funkcji wymuszenia i wagi
przez mnozenie ich transformat. Ponadto, na podstawie (3.15), transmitancj¢ uktadu
mozna wyznaczy¢ na podstawie transformat sygnatow: wyjsciowego i wejsciowego.
Odpowiedz czasowa moze by¢ okreslona przez odwrotne przeksztalcenie Fouriera
tego wlasnie iloczynu transformat:

y(t)= F'{U(jo) Gjo)}= F'{¥(jo)} (3.16)
Wy —> g > y(0=[ug-0)dr
0
Fll U re NrFr'e

Ujo) ——> G(jo) —> Y(jo)=Ujo) G(jo)

Rys. 3.2. Opis uktadu w dziedzinie czasu i czestotliwosci

Transmitancj¢ systemu mozna takze bezposrednio okresli¢ na podstawie rownania
rozniczkowego opisujacego jego dynamike. Rozpatrzmy ogoélne rownanie rézniczko-
we systemu o postaci, jak w (2.18):

y(”)(t)+an_ly(”_l)(t)+...+a2y"(t)+a1y'(t)+a0y(t)

\ , (3.17)
=b,u™ (&) +b, u" () +...+bu (t)+bu (t)+byu(t)

przy czym, n 2 m.

Rownanie to mozna obustronnie podda¢ przeksztatceniu Fouriera. Poslugujac sie
wlasciwoscig transformaty pochodnej funkcji przy zerowych warunkach poczatko-
wych (Tabela 3.1), otrzymamy:

(jo)'Y(jo) +a,,(jo)  Y(jo) +..+ a,(jo)Y (jo) +a.Y (jo)

. . ety N : (3-18)
=b,(j@)"U(j@) +b, ()" " U(j®) +...+ b (jo)U (j®) + bU (jo)
Po uporzadkowaniu powyzszego réwnania, otrzymamy nastepujacg relacje:
1 : m : m—1 .
Y(Jw) _ bm(.]a)) +bm71(_]6()) ++b1(_](())+b0 :G(]Cl)) (319)

UGjo)  (jo)"+a, ,(jo)"" +..+a,(jo)+4,
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Wida¢ zatem, ze transmitancja uktadu, ktérego dynamika jest opisana réwnaniem
rozniczkowym, jest funkcja wymierng’. Na podstawie warunkéw zapisu dynamiki
systemu (3.18) wida¢, ze rzad wielomianu w mianowniku transmitancji (3.19) nie
moze by¢ mniejszy od rzedu wielomianu w liczniku tej funkcji. Jest to zwigzane z
zaktadang przyczynowos$cig rozpatrywanych systemow.

Przyklad 3.4. Okresli¢ transmitancje widmowa ukladu opisanego nastgpujacym réwna-
niem rézniczkowym: azy"(t) + aly'(t) +ayy(t)= blu'(t) +bou(t).

Obliczajac transformate Fouriera obu stron rownania rézniczkowego otrzymamy (3.18):
¥(j0)aG0)* +a,G0) +ay )= UGG (b o)+, ).

Skad, dla ap = 0,75, a1 =1, bo =1, b; = 2, otrzymamy:

bo +jb1a) 1+2(]C())

U(jo)y=————"—U(jo)=6(jo)U(jo).

rgoy=— 5 ; :
—a,0" +ay+ja@ -w”+0,75+jw

A zatem poszukiwana transmitancja jest nastepujaca:

+oo

1+200)  _ Ig(t)e‘j”dt.

Gj@)=——5 >
-0 +0,75+jo

Na podstawie powyzszej relacji mozna okresli¢ funkcje wagi, jako odwrotng transformate
transmitancji. Po przeksztatceniu transmitancji (p. 3.2.3) otrzymamy:

2(f) = j—"‘l{G(ja))}=f_l{ I+2jo }=f‘l{( 1 + 1 }
]

—@* 40,75+ jo w—l/ﬁ)w,s j(a)+1/ﬁ)+o,5

=1(¢)- 2¢7 %% cos L.

NE)

Przyklad 3.5. Postugujac sie transformata Fouriera okresli¢ odpowiedz uktadu opisane-
go rownaniem roézniczkowym:

d’y .d
—+2—+y=t
a da Y

Niestety, jak tatwo sprawdzi¢, funkcja lezaca po prawej stronie powyzszego rownania (wWymu-
szenie) nie spelnia warunku istnienia transformaty Fouriera, gdyz wynik obliczania calki:

4o
I |t de = t2|
0
Z pewnoscia nie jest ograniczony. Zatem podane réwnanie rozniczkowe nie moze by¢ przetwa-

rzane za pomoca przeksztalcenia Fouriera.

Whiosek ptynacy z przyktadu 3.5 wskazuje na duze ograniczenie zastosowania
przeksztatcenia Fouriera do analizy systemow.

7 Funkcja wymierna jest ilorazem dwoch wielomianow.
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3.2.  Przeksztalcenie Laplace’a
3.2.1. Wprowadzenie

Nawigzujac do przyktadu 3.5 mozna zauwazy¢, ze funkcja bedaca wymuszeniem w
rozpatrywanym réwnaniu rézniczkowym:

u(t)=t,

spetni warunek przeksztatcenia Fouriera, jesli pomnozy¢ ja przez funkcj¢ wyktadnicza
e 7, o szczegbdlnych wartosciach liczby rzeczywistej o. Zatézmy, ze chcemy okresli¢
jednostronng transformate Fouriera dla tak ograniczonej funkcji:

Flu@we}= Tte"(‘”j"’”dt :
0

Podstawiajac: s =0 + jw otrzymamy:

=)

U(c+jo)=U(s)= J.le_”dt = Gze‘” - Size‘”j
0

1
= dlaRe(s)= 0>0.  (3.20)

0

Powyzszy zwigzek okre$la transformate Laplace’a® funkcji u(f) = . Formalnie
transformata Laplace’a jest definiowana za pomocg pary nastepujacych przeksztatcen:

F(s)=L{f (0} = | f()e™dt, (3.21)
f(t)=L{F(s)} = L j F(s)e"ds, (3.22)
]2 e

gdzie s=0+jw.
Podobnie jak w przypadku catki Fouriera zwigzek (3.21) jest nazywany prostym

przeksztatceniem Laplace’a (jednostronnym), a (3.22) — przeksztatceniem odwrotnym.
Bardziej ogolne przeksztalcenie dwustronne Laplace’a rdzni si¢ granica catkowania:

Fy()=L {0} = [ fede (3.23)

W przypadku analizy systemow, kiedy f(#) = 0 dla ¢ < 0, powszechnie stosuje si¢ prze-
ksztatcenie jednostronne.

8 Pierre Simon de Laplace (1749-1827), matematyk i fizyk francuski, jeden z tworcow teo-
rii prawdopodobienstwa.
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Jak byto pokazane powyzej, odpowiednia warto$¢ czgsci rzeczywistej zmiennej ze-
spolonej s = 0+ j@ zapewnia istnienie ograniczonej wartosci catki (3.21) dla bardzo
szerokiej klasy funkcji. Dzigki temu przeksztalcenie Laplace’a moze by¢ stosowane
praktycznie do analizy niemal wszystkich liniowych przyczynowych systemow dyna-
micznych. Warunek istnienia przeksztalcenia Laplace’a jest zwigzany z bezwzgledng
zbieznoscig catki:

J’ e £(£)de .
Warto$¢ o= ov, ktéra wyznacza zbieznos¢ powyzszej calki, jest wartoscig wspotrzed-
nej rzeczywistej w granicach catkowania w przeksztatceniu odwrotnym (3.22). Jesli
oo = 0, to przeksztalcenie Laplace’a nie rézni si¢ od przeksztalcenia Fouriera.

Zasady postugiwania si¢ przeksztalceniem Laplace’a do analizy systemow dyna-
micznych sg analogiczne do tych, zwigzanych z przeksztalceniem Fouriera. Wobec
tego schemat przetwarzania z rys. 3.2 mozna przenie$¢ do postaci jak na rys. 3.3.

Wy ——> g > y0=[u@gl-1)dr
0
£yl Uy L'
Us) ——> G(s) ———  Y(s)=U(s) G(s)

Rys. 3.3. Struktura przetwarzania zwigzana z postugiwaniem si¢ przeksztatceniem Laplace’a

Wida¢, ze zachodza tu nastepujace relacje:
U(s)= Llu(n)}, G(s) = L{g®}, Y()= L)}

Ponadto transformata Laplace’a splotu jest okreslona nastepujaco:

L{]i ﬁu(f)g (t- T)d”[]e_‘"dt} = L{Tu(r)e'”df['ofg (t-7)e” " d(t-7 )J} (3.24)

(AN 0

=U(s)G(s)=Y(s)

co staje si¢ oczywiste, gdy w drugiej catce dokonamy podstawienia: ¢ — 7 = x.
Na podstawie (3.24) wida¢, ze transmitancja uktadu jest okreslona podobnie jak w
przypadku transformaty Fouriera:
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Y(s) _
G(s) = Lig®)} (3.25)
U(s)
Charakterystyke widmowg transformowanej funkcji mozna uzyskac przez podsta-
wienie o= 0 do jej transformaty Laplace’a. Na przyktad:

G(s)=Lig)}—> Glo +jw) _ =G(jw) (3.26)

przy czym G(j®) nie musi by¢ transformata Fouriera funkcji g(#) (moze ona nie spet-
nia¢ warunku istnienia transformaty Fouriera).

Transformaty Laplace’a funkcji mozna okresli¢ bezposrednio na podstawie prze-
ksztalcenia (3.21), postugujac si¢ takze wlasciwosciami przeksztatcenia (Tabela 3.3).
Ponizej podane sg niektore przyktady.

Llio}= )= Tl e dr =1 _ co wynika stad, 7e dla t > 0, Tl(t)e"‘”dt = Tl edt .
5 0 0

=3

{—at} ]i —atg=st qy — J’ —(S+a)tdt:7
0

Ss+a

™ (ssin @t + wcos wt# =
0

®
@ +s*

2 2

Lsino}= Ism e dr =
@ +s

Do obhczema transformaty funkcji cosa* mozna si¢ postuzy¢ zaleznoscia:
jax jox
+e

cos @t = — Zatem:
£{cosa)t}=lﬁ{ew}ﬁLlﬁ{e'W}: 1. + 1. = zS 2
2 2 20s—jax) 2(s+jat) @ +s
£{e"‘” sin a)t}: % — na podstawie twierdzenia o przesunigciu zespolonym.
@ +(s+a)
e ] R
ds ds\s+a) (s+a)

L{tcosax}——iﬁ{coswf}—_i S _ s’
= ds - ds S2+(02 _<s2+a)2)2'

L{6(1)} = L{ 1)~ l(t )} =lim I=¢ =1 — stosowana jest tu definicja funkcji

a—0 sa

impulsowej jako 1mpulsu o szerokosci a i amplitudzie 1/a, przy czym a — 0 (patrz
rys. 2.5). Impuls ten jest formowany z réznicy dwodch skokéw jednostkowych, z kto-
rych drugi jest opdzniony o czas a. Transformaty Laplace’a niektorych funkcji sa
przedstawione w Tabeli 3.4.
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Tabela 3.3. Podstawowe twierdzenia i wlasciwos$ci przeksztatcenia Laplace’a

liniowos¢:

Liop(t) + Pg()}= aL{p®)}+ BLig(1)} oraz: Lop(t) + fa(t)}= aL {p(®)}+ AL {g(1)}

przesuni¢cie w dziedzinie czasu:
L{f-1)}=F(s)e™
przesunigcie w dziedzinie zespolonej:

[{f(t)e“’} =F(s—a)
skalowanie:
L= #[2)
r6zniczkowanie po czasie:
o @}=sF(s)- £0)

rozniczkowanie w dziedzinie zespolone;j:

__dF(s)
Lt f(0}= &
o ro)= @y d;f,,(s)

calkowanie w czasie:

N

£{I f (T)dr} _Fls)
0
catkowanie w dziedzinie zespolone;j:

L{&} = TF(s)dv

t 0

splot:
Lirmegn}= £{jf(r)g(r - r)dr} = F(s)-Gls)
mnozenie , »0
L{f®) g0} = ;MZI:F@G(S ~&)AE=F(s)®G(s)
transmitancja:
66)- £lso)= 1)

warto$ci graniczne:
lim £(¢) = lim sF(s)
=0 s—o0

lim £ (1) = lim sF(s)
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Tabela 3.4. Transformaty Laplace’a wybranych funkcji

J(0) F(s) Uwagi
0] 1 O >—c0
1
1(9) - c>0
s
—at 1
e 2 O >—-a
s
o 1 o
(s+a)
1—e™™ a o>-a
s(s+a)
. w
sin @t T c>0
O +s
s
cos it — c>0
[
2as
tsin it (a)2+s2)2 o>0
$F— @’
tcos wt v oc>0
(@ +5)
1
* (k=D!— o>0
s
w
g — o>-a
€ smnax (s+a)2 e
e “ cosar —Sta 5 o>-a
(s+a) +w

3.2.2. Transmitancja ukladu

Zgodnie z (3.25) transmitancje operatorowa G(s) uktadu mozna wyznaczy¢ na pod-
stawie znanych transformat wymuszenia U(s) i odpowiedzi Y(s) lub jako transformate
funkcji wagi g(f). Mozna takze postuzy¢ si¢ rozwigzaniem rownania rézniczkowego w
dziedzinie s°, przy czym zaktada sie, ze w transmitancji (funkcji przejscia) przyjmuje
si¢ zerowe warunki poczatkowe — inaczej niz w ogolnym przypadku rozwigzywania
réwnan rézniczkowych.

% W literaturze mozna spotka¢ rozne okre$lenia: dziedzina (przestrzen) Laplace’a, dziedzina
zespolona, dziedzina s.
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Przyklad 3.6. Okresli¢ transmitancje uktadu analizowanego w przyktadzie 2.4 i zbadac¢
jego charakterystyki czgstotliwosciowe.

Rozpatrywany uktad jest opisany nastgpujagcym rownaniem rozniczkowym:

d’y . dy 3
+2—+y=t"+t.
ds? a7

Wymuszeniem jest wiec funkcja: u(f)=¢ +¢ .

Poddajac obie strony réwnania rézniczkowego transformacji Laplace’a, otrzymamy:
2 1

7Y () +25Y (s)+ Y (s) =—+—5=U(s)
st s

W kolejnych krokach obliczamy transformate sygnalu wyjsciowego:

742 st +2

Y(s)(s* +2s+1)= , Y(§) =——7F7—.
(X ) st (5) sY(sT+2s5+1)
A zatem:
2 4
G(s)—Y(S)— s°+2 s 1

B U(s) B s'(sT+2s+1) 242 si42s+1

Przechodzac do analizy charakterystyki czestotliwo$ciowej, okreslamy transmitancje widmowa
uktadu:
G(jo)= (

1 1-o° 20 .
= = —1 =(; 'a) eJ(ﬂ(w)’
-0 +20 1+’ J1+a)2 | U )|

s2+2s+1)

s=jo

gdzie:
. 1 . -2w
|G(jo)|=—— . () =arg(G(jw))= arctg( . J :
1+w 1+w

Wykresy obu charakterystyk widmowych transmitancji: amplitudy i fazy, sa pokazane na rys.
3.4. Mozna zauwazy¢, ze maksymalna warto$¢ amplitudy |G(j@)| = 1 odpowiada zerowej pul-
sacji, natomiast ekstrema charakterystyki fazowej wystepuja dla @ = 1, co tatwo sprawdzic¢
analizujac funkcj¢ ¢(w). Dla tych wartosci pulsacji faza wynosi odpowiednio: ¢ @) = +m/4.

W og6lnym przypadku, gdy znane jest rOwnanie rézniczkowe (2.18) opisujace dy-
namike uktadu, jego transmitancja ma posta¢ funkcji wymiernej:

Y(s) _b,s"+b, "' +..+bs+b,  L(s)

UGs) s"+a, s""'+.+as+a, M()

=G(s),m<n, (3.27)

co ma migjsce wowczas, gdy dynamika uktadu jest opisana rownaniem rozniczkowym
(3.19). Wspotczynniki wielomianu M(s) sa takie same, jak wspotczynniki lewej strony
tego rownania, natomiast wielomian L(s) jest utworzony na podstawie jego prawej
strony (ktora jest zwigzana z funkcjg wymuszajaca u(z)).

Zauwazmy, ze ze wzgledu na jednoznacznos¢ prostego i odwrotnego przeksztalce-
nia Laplace’a transmitancja G(s) zawiera pelng informacj¢ o wlasciwosciach uktadu.
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8 6 4 2 0 2 4 6 8 o 155

Rys. 3.4. Przebieg amplitudy a) i fazy b) widmowej transmitancji badanego uktadu

Przyklad 3.7. Funkcja wagi uktadu z przyktadu 2.6 ma nastepujaca postaé:
g(t)=e"""1(¢) . Wyznaczy¢ jego transmitancje.

Transmitancj¢ wyznaczamy wedhlug zaleznosci:

T 1 T
Gls)=L{g®} £{e } s+1/T  sT+1"
Mnozenie przez funkcj¢ skoku jednostkowego w wyrazeniu na funkcj¢ wagi nie zmienia trans-
formaty jednostronne;.
Transmitancj¢ badanego uktadu mozna takze okres$li¢ na podstawie rownania rozniczkowego.
Roéwnanie jednorodne jest nastgpujace (przyktad 2.4):
dy 1
” + 7 y=0.
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Zatdézmy, ze w charakterze wymuszenia wystepuje funkcja: u(¢)=1(¢f)cosart. Zatem pelne

réwnanie ma postaé:

dy 1 . o . . .

d—y+F y=cosax (przy stosowaniu przeksztatcenia jednostronnego, funkcj¢ 1(#) mozna pomi-
t

nac).

Obustronne przeksztalcenie powyzszego rownania daje:

1 s
sY(s)+—=Y(s)=————, przy czym: U(s) = .
()45 V()= ——— pray czym: U(s) = ———

Transformata odpowiedzi jest zatem nastgpujaca:

T
Y(s)=1— S2 (przy zerowych warunkach poczatkowych).
(@ +5)sT+1)

Ostatecznie transmitancj¢ obliczamy wedtug nastepujacej zaleznos$ci:
Y(s) sT (0)2 +5° ) T
Gls) === -
U(s) (a) +s XST+1) s sT +1

Transmitancja uktadu moze by¢ takze okreslona jako transformata Laplace’a jego
odpowiedzi impulsowe;j. [lustruje to kolejny przyktad [4].

Przyklad 3.8. Okresli¢ transmitancje ogdlnego uktadu drugiego rzedu.

Zapiszmy ogoélne réwnanie rézniczkowe uktadu liniowego drugiego rzedu o stalych wspot-
czynnikach w nastepujacej postaci:

2

T v agy0= 0

Jednym ze sposobow okreslenia transmitancji uktadu na podstawie znanego rownania réznicz-
kowego jest obliczenie funkcji wagi. Odpowiedz impulsowa (funkcj¢ wagi) otrzymamy dla
wymuszenia impulsowego: f(¢) = ¢):

d’y@) ()
— Pt a o+ agy(t) = 8t
42 g oY) =0(1)
Posta¢ operatorowa powyzszego roéwnania bezposrednio prowadzi do poszukiwanej transmi-

tancji (przyjeto zerowe warunki poczatkowe):
szazY(s) +sa;Y(s)+agY(s)=1,
skad:
(sza2 +sa; +a, )Y(s) =1 oraz
1
2

s7a, +sa; +a,

a

2

Y(5)=G(s) =
Transformate odpowiedzi tego uktadu na dowolne wymuszenie w postaci funkcji f{f) mozna
zapisac nastepujaco:

Y(s)=G(s)F(s)=— Fs)
s°a, +sa; +a

, gdzie F(s)=L{f (1)}
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3.2.3. Transformata odwrotna

Transformata odwrotna w interesujacym nas przypadku analizy systemow jest funkcja
czasu, ktéra formalnie moze by¢ okreslona na podstawie danej transformaty Laplace’a
zgodnie z (3.22). Nalezy zwroci¢ uwage na to, ze calka definiujaca przeksztatcenie
odwrotne odnosi si¢ do funkcji zespolonych i sprawne postugiwanie si¢ tym narzg-
dziem wymaga znajomosci zaawansowanych metod dotyczacych funkcji zespolonych.
W wigkszosci praktycznych przypadkdéw wystarczy poshugiwaé sie podstawowymi
wlasciwosciami przeksztatcenia i tablicami transformat typowych funkcji. Ponizej
przedstawione s3 podstawowe techniki obliczania odwrotnych transformat Laplace’a
stosowane w teorii systemow.

a) Rozklad transformaty na ulamki

Zat6zmy, ze transformata funkcji f{f) ma postac jak (3.27), gdzie wielomian mianow-
nika M(s) zostat przedstawiony w formie iloczynowej:

L(s) _ L(s)
M(s)  (s=s)(s=5)ls—5,)"

F(s)= (3.28)

przy czym: L(s)=b,s" +b, s"" +..+bs+b,, m<n.
Prawa strona (3.28) moze by¢ roztozona na sume prostych transformat w formie
utamkow o postaci:

A,
L A4e™,
5=,

ktorych transformaty odwrotne sg znane. Szczegodly obliczen zalezg od krotnosci po-
szczegblnych pierwiastkow wielomianu mianownika (biegunéw transmitancji) (3.28).
1. Wszystkie pierwiastki sg jednokrotne (r6zne). Wowczas:
L(s) 4 A, A

= + +..+—2 (3.29)
M(s) s—s, s—8, s—s,

Wspotczynniki A1, Aa, ..., A» mozna okresli¢ z warunku rownowagi wielomianu
licznikéw obu stron (3.29). Jest to rOwnowazne nastepujacej zaleznosci:

4= (=5 )F o). :((s_si)““} :[L()J (3.30)

M{(s) M (s)

co prowadzi do nastgpujacego sposobu obliczania odwrotnej transformaty Laplace’a,
ktéra ma pojedyncze bieguny:

ft)= Z (s—s,)F(s)e” (3.31)

s=5;
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Przyklad 3.9. Okresli¢ funkcje czasu, ktorej transformata Laplace’a jest nastepujaca:
F)=— 12
s”+4s° +3s

Obliczajac pierwiastki mianownika transformaty F{(s), otrzymamy:
M(s)=s"+4s> +3s= s(s2 +4s +3)= s(s+l)(s+3) ,ezyliis; =0,s,=-1,53=-3.
Do obliczenia wspotczynnikow rozktadu stosujemy regute (3.30):

4, =(S s(s jl-;(§+3)l=0 - [(S +Sl-)IS2+3)l=O =§
we(eo i) (35
( )( ) s=—1 ( ) s=—1

_ s+2 _ s+2 :_l
/13_E(S—B)s(s+1)(s+3)l_3 (s(s+1)l_3 6

Wzorujac si¢ na (3.29), obliczamy:

S U T T
3 s 2 s+1 6 s+3

Dla tych prostych sktadnikow transformaty otrzymujemy:

21 1 1 1 1 2 1 1
t :[1 ————— e . — ___e—t__e—3t 1(¢
/0 {3s 2 541 6s+3} (3 2" 76 j()

Jesli pierwiastki mianownika M(s) transmitancji sg zespolone, to zawsze wystepuja pary
pierwiastkow wzajemnie sprzgzonych: s; = a + jb oraz sy = a — jb. Zasada postgpowania
przy obliczaniu odpowiednich wspdtczynnikow rozkladu jest podobna do tej, przedsta-
wionej powyzej, z tym ze w ogolnym przypadku otrzymujemy zespolone wspotczynniki.

Przyklad 3.10. Okresli¢ funkcje czasu, ktorej transformata Laplace’a jest nastgpujaca:
1
Fls)=— s+
(s°+2s+5)(s+3)
Transformatg t¢ mozna przedstawi¢ w nastepujacej formie:
+1 A
F(s)=2S :A1+A2+3
(s +2s+5)(s+3) S—8 S§=8, S—S5;

Obliczajac pierwiastki mianownika transformaty F(s) otrzymamy:
si=-1+j2,5=-1-j2,s3=-3.

Wspotczynniki obliczamy wedtug (3.30), przy czym A4, A> s liczbami zespolonymi sprzezo-
nymi, wigc wystarczy obliczy¢ jedng z nich. Zatem:

. | s+1 1+] 1-]
A = +1- 2\ S+ =l TN :7-] ’ 4 :7-] ’
I ((s : }(SZ + 2s+5XS+3)l_-1+jz ((S+l+j2)(s +3)]s—l+j2 8 2 i

4, =| (s+3) s+1 s+1 _ 1
’ is2+2s+5is+3) s (s> +25+5) s 4
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Po podstawieniu otrzymamy:

F(s)= 1+] n -5 1 1 s+l 2 R
C8(s+1+12) 8(s+1-12) 4(s+3) 4\(s+D)7+4) (s+D>+4) s+3

= %(L{e"’ cos 2+ L sin2e}- £l })
Ostatecznie funkcja wzgledem czasu jest nastepujaca:
—t
f()= %(e” (cos2t+sin2t)—e ™ )l(t) = eT(\/E sin(2t+mn/4)—e™ )l(t) .
2. Niektore pierwiastki mianownika sg wielokrotne.

Jesli pierwiastek s; w (3.29) jest [-krotny, to zwigzane z nim sktadniki (utamki)
rozktadu sg nastepujace:

Aél(ss)) ) (s :4 ;l)l ’ (s :4 ;(31()1—0 e slills *+{posostale ulamki} - (3:32)

Ogdlna formula na obliczanie wspolczynnikow rozkltadu w przypadku wielokrot-
nych pierwiastkéw mianownika transformaty jest nastepujaca [57]:

_|1d L(s) _
A —[H & L(S_S")IM(S)H 7 ,r=0,1,... -1 (3.33)

Utamkom zwigzanym z wielokrotnym pierwiastkiem wielomianu M(s) mianowni-
ka transformaty (3.32) odpowiadaja nastepujace sktadniki funkcji czasu:

-1 1-2
t

f(t):AilieSit t

+ A4, ——e"" +..4+ A,e"" +1pozostate sktadniki 3.34
(-1 1(1—1)(1_2)! il {P } ( )

co wynika z twierdzenia o r6zniczkowaniu w dziedzinie zespolone;j.

Przyklad 3.11. Okresli¢ funkcje czasu, ktorej transformata Laplace’a jest nastepujaca:
F(s)= Sf"’l _
(s+2)(s+3)
Pierwiastki mianownika transformaty: s; = -2, /l-krotny, / = 3 oraz s, = —3. Poszukujemy
wspolezynnikéw nastepujacego rozktadu:
F(s) = s+1 A A, A, + A,

(s+2P(s+3) (s+2) (s+2f s+2 s+3
Poshugujac si¢ (3.33) okreslamy wspotczynniki zwigzane z pierwiastkiem wielokrotnym:

e (e e I £ e e
2 ds? (s+2)(s+3))) _, (2ds°\(s+3))) _, \G6+3))_,
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A, = d (S+2)3S7+1 = i s+1 = % =2,
ds (s+2)(s+3))) _, [ds{(s+3) o, e+,
_ 3 s+1 [ s+l _
A“_((HZ) (s+2)3(s+3)1__2 ((s+3)l__2_ b

_ 3s7+1 _ s+1 _
4 [(H )(s+2)3(s+3)1=3 ((Hzf L

Zatem, otrzymujemy:

F(s)= 2+22+_1+2,
(s+2) (s+2) s+2 s+3
co daje nastepujaca funkcje czasu:

()= L“{(S_z) }+£‘{(S+22)2}+£‘{S;12}+£]{Si3}:(—t P2t —e +2e7)1(0).

W przypadku dwéch pierwszych sktadnikbw ma zastosowanie nastgpujace twierdzenie:

L{t” -f(t)} (- l) ( ),gd21e F(s)=——

s+2°

Przedstawione metody maja zastosowanie do transformat, ktore sa przedstawione
w postaci funkcji wymiernych. Pozwalaja one okresli¢ transformaty odwrotne szero-
kiej klasy funkcji. W ten sposéb mozna rozwigzywac¢ rownania rézniczkowe lub obli-
cza¢ odpowiedzi uktadow dynamicznych zgodnie ze schematem z rys. 3.3. Ilustrujg to
kolejne przyktady.

Przyklad 3.12. Okresli¢ odpowiedz uktadu mechanicznego opisanego rownaniem roz-
niczkowym (2.4):
2
M d vgt) dv(?) T+ Kv(t)=0
de de

przy warunkach poczatkowych: v(0) = 0, v'(0) = 1. Przyja¢ nastepujace
parametry uktadu: K=4,D=0,5, M= 1.

Zauwazmy, ze powyzsze rownanie rozniczkowe uktadu z rys. 2.1b powstato z rézniczkowania
réwnania ruchu tego uktadu:

@) =Dv(t)+ M dv(t) +K [u(0)de

Poczatkowa wartosc pierwszej pochodnej predkosci ma wowczas fizyczng warto$¢ przyspie-
szenia: v'(0) = f{0)/M, gdzie M jest masg, natomiast f{0) jest sitg poczatkowa.
Po podstawieniu podanych parametrow, otrzymamy:
d*v(t dv(t
vg ) +0,5 v(0)
dt dt

Stosujac jednostronne przeksztalcenie Laplace’a, uzyskujemy:

+4v(1) =0, v(0) =0, v(0) = 1.
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s2V (8) = sv(0) = (0)+0,5(sY (s) = v(0))+ 4V (s) =0,

co po uporzadkowaniu prowadzi do wyrazenia:

V(5)(s” +0.55 +4)=v'(0) + v(0)(s +0,5) .

Zauwazmy, ze warunki poczatkowe pehig tu podobna funkcje jak wymuszenia. W tym przy-
padku transformatg wymuszenia jest wartos¢ v'(0) = 1. Po podstawieniu ich warto$ci mamy
nastepujacg transformate odpowiedzi:

V(S):m:G(S)U(S), U(S):l .

W celu okreslenia odpowiedzi czasowej nalezy odpowiednio przeksztatci¢ transformate V(s).
Wida¢, ze mozna ja ‘dopasowac’ do transmitancji wyktadniczo thumionej sinusoidy:

()% , skad wida¢ kierunek przeksztatcen:
s+a)’ +w;

[i_ 2
V(s)=— ! = A-y4-0.25 >, przy czym: A-4/4-0,25" =1.
§7+05s+4 (S+0,25)2+(1/4—0,252)

Otrzymujemy stad: v(¢) = Ae™ sin wt ,

e “sinat <

4 1
ie: A=——== = =—= -l
gdzie 76 0,5039, a=0,25, w, y 1,984s
Mozna zauwazyc¢, ze przebieg odpowiedzi istotnie si¢ zmieni, jesli takze warto§¢ poczatkowa
predkosci v(0) bedzie rézna od zera.

Uzyskane przebiegi sa prezentowane na rys. 3.5. Funkcja Ae™ tworzy obwiedni¢ odpowiedzi
uktadu. Zauwazmy, ze poniewaz U(s) =1, to transmitancja uktadu G(s)=V(s).

Charakterystyki czestotliwo$ciowe ukladu mozna okresli¢c badajac transmitancje widmowa:

G(j)=V(jo) = [1j : :

$24+0,55+4 ) (jo)’ +i0,50+4 44—’ +i050

Ich wykresy sa pokazane na rys. 3.6.

A efat

0,2

0 | | | | .
o |2 4\/ 10 T2 14 16 18 15

-0,2r w(?)

Rys. 3.5. Przebieg odpowiedzi v(¢) oraz jej obwiedni
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Vo)

1,0 a)
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0,2
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arg(V(jo))
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b) .
0~ 2 4 & 8 10 12p41

O

b

-n/2
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Rys. 3.6. Charakterystyka amplitudowa (a) i fazowa (b) analizowanego uktadu

Mozna zauwazy¢, ze charakterystyka amplitudowa ma silnie zaznaczone maksimum, ktore
wystepuje dla pulsacji rezonansowej @ zblizonej do pulsacji drgan an, wystepujacych w od-
powiedzi uktadu. Pulsacj¢ rezonansowa mozna obliczy¢, analizujac modut transmitancji:

. 1
G(jw) = .
Ja-af +0.507

L . d . . .
Rozwiazujac rOwnanie: d—‘G( ] a))‘ =0, otrzymujemy pulsacje rezonansows: @ = @ = 1,968,
w

ktora tylko nieznacznie rdzni si¢ od pulsacji ay oscylacji z rys. 3.5. Problem ten jest dyskuto-
wany w p. 4.3.3 (4.76).

b) Metoda residuéw

Przed omoéwieniem tej metody przypomnimy podstawowe terminy odnoszace si¢ do
funkcji zmiennej zespolonej. Pochodna funkcji zespolonej w punkcie zo jest definio-
wana nastgpujaco:

f(zy) :;Z f(z) = limM (3.35)

— —
=z, Z=z z ZO

Jesli granica ta istnieje, to moéwimy, ze funkcja f{z) jest r6zniczkowalna w sensie ze-
spolonym w punkcie zo.
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Funkcja zespolona jest holomorficzna w obszarze liczb zespolonych, jesli jest r6z-
niczkowalna w sensie zespolonym w kazdym punkcie zo obszaru wraz z jego pewnym
otoczeniem'’. Kazda funkcja holomorficzna jest funkcja analityczng w obszarze liczb
zespolonych, co oznacza, ze spetnia warunki Cauchy’ego''-Riemanna'? [39]:

du(x,y) _ 0v(x.y)

ox % (3.36)
du(x,y) _dv(xy)
ay ox

przy czym: f(z) = f(x+jy) =u(x, )+ jy(x,y).

Zaleznosci (3.36) definiujg warunek konieczny rézniczkowalnosci funkcji f{z) (ist-
nienia jej pochodnej). Punkty w obszarze liczb zespolonych, w ktorych funkcja f(z)
przestaje by¢ holomorficzna nazywa si¢ punktami osobliwymi funkcji. Analityczna
funkcja o tych wlasciwosciach jest nazywana funkcjg meromorficznag.

Funkcja meromorficzna f{z) moze by¢ wyrazona za pomoca ilorazu funkcji holo-
morficznych f£i(z), /(z) w calym obszarze liczb zespolonych:

f(2) =M, (3.37)
f2(2)
przy czym f>(z) nie moze by¢ stale rowna zero. Zbior biegunow funkcji f{z) jest zbio-
rem zer funkcji f2(z). Funkcja meromorficzna w skonczonym obszarze nie ma innych
osobliwo$ci oprocz biegundéw (wszystkie osobliwosci sa biegunami). Przyktadami
funkcji meromorficznych sg funkcje wymierne, czy tez ilorazy funkcji trygonome-
trycznych, jak sinz/cosz lub cosz/sinz.
Calkowa formuta Cauchy’ego podaje sposob obliczania catki funkcji holomorficz-
nej w dowolnym punkcie zo objetym przez dowolny kontur C (catka krzywoliniowa),
wewnatrz ktorego i na jego granicach funkcja jest holomorficzna [39]:

_ 1 rf(2
f(zy)= 2nj£2_zo dz (3.38)

Residuum (pozostatos¢) funkceji zespolonej f{z) w punkcie zo jest liczba, ktorej war-
to$é okresla wynik calkowania tej funkcji wzdhiz krzywej C w kierunku dodatnim'?,
otaczajacej obszar, w ktorym znajduje si¢ punkt zo i zaden inny punkt osobliwy:

10 Funkcja moze mie¢ pochodng w punkcie zo i nie by¢ holomorficzng w tym punkcie, jesli
nie ma pochodnej w zadnym jego otoczeniu.

1 Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857), matematyk francuski charakteryzujacy si¢ wielkg
Scistoscig formutowania i dowodzenia twierdzen. Prace z zakresu analizy matematyczne;j.

12 Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826 — 1866), matematyk niemiecki, tworca wielo-
wymiarowej geometrii, ktora jest podstawa ogdlnej teorii wzglednosci.

13 Kierunek przeciwny do wskazowek zegara.
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res f(2) = 21nJ § f(2)dz (3.39)

Z twierdzen analizy zespolonej wynika, ze calka ta nie zalezy od rodzaju wybranej
drogi catkowania (wybranej krzywej C). Ponadto jesli krzywa zamknigta C (kontur)
obejmuje jeden raz (w wyniku jednego okrazenia) n punktéw osobliwych: zi, z, ..., zx
funkcji f{z), to:

1 n
B i f(z)dz = grgs f(2) (3.40)

Jezeli z jest pojedynczym biegunem funkcji f{z), to residuum w tym punkcie moz-
na obliczy¢ nastepujaco:

res £(z) = lim(z —z,) f (2) (3.41)

Gdy punkt z jest /-krotnym biegunem funkcji f{z), to residuum w tym punkcie okresla
nastepujgca formuta:

1 (-1

- d ,
(1_1)311_{2?(2—20) f(2) (3.42)

res f(z)=

Przeniesienie tych wlasciwosci zespolonych funkcji w obszarze zmiennych zespo-
lonych na obliczanie odwrotnej transformaty Laplace’a (3.22), wymaga odpowiednie-
go zdefiniowania krzywej obejmujacej wszystkie punkty osobliwe catkowanej funkcji
tak, aby mozna bylo zastosowaé zaleznos¢ (3.40). Zauwazmy, ze w tym przypadku
funkcja podcatkowa jest utworzona przez iloczyn: Fi(s) = F(s)e”, a zatem nalezy obli-
czy¢ catke:

Oy +joo 1 Oy +joo
— | F(o)ds, gdzie: s=0+jo  (3.43)
j2n

Op—jee Op—jee

1 o
@) o [ F(s)e"ds
Wielkos$¢ op okresla granice zbieznosci calki w przeksztalceniu prostym, rozdzielajac
plaszczyzne liczb zespolonych réwnolegle do osi urojonej (rys. 3.7).

Obliczanie calki liniowej w granicach nieskonczonych wzdluz osi wyznaczonej
przez parametr 0y mozna zastapi¢ przez obliczanie catki krzywoliniowej wzdhuz okre-
gu o promieniu R — oo. Kolejny pomyst zmierzajacy do zastosowania w tej procedu-
rze wlasciwosci funkcji zespolonych polega na rozdzieleniu tego obszaru na dwie
czesci wzdhuz prostej o= op. W ten sposdb powstaja dwa obszary zakreslone, odpo-
wiednio, przez zamknigte krzywe C, oraz C; (rys. 3.7). Calka krzywoliniowa oblicza-
na wzdhuz petnego okregu jest réwna sumie catek obliczanych oddzielnie dla kontu-
row C; oraz C, (calki obliczane dla wspolnej czgsci zwiazanej z odcinkiem 4B znosza
si¢ ze wzgledu na przeciwne kierunki catkowania).
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Rys. 3.7. Kontury catkowania dla odwrotnego przeksztatcenia Laplace’a

Zauwazamy dalej, ze dla ¢ > 0 funkcja podcatkowa Fi(s) = F(s)e” w (3.43) nie moze
mie¢ zadnych punktow osobliwych w obszarze zakreslonym przez krzywa C,. Podobnie
dla czasu ¢ < 0 funkcja ta nie ma punktow osobliwych w obszarze Ci. Uwzgledniajac
twierdzenie o residuach, mozna pokazac, ze [39, 47]:

| o ires(F(s)e”) dlat>0,
f=— [ Fserds= " (3.44)
YoM oo —Zres(F(s)e”) dlar<0,
=1 %

przy czym ni, n; oznaczajg liczby punktow osobliwych w obszarach, odpowiednio: C;
dlat>0oraz C, dla¢<0.
Jesli rozwazane jest przeksztalcenie jednostronne Laplace’a, to odwrotne prze-
ksztatcenie Laplace’a mozna okresli¢ nastepujaco (¢ > 0):
Oy +joo n
! j F(s)e"ds =L {F(s)} =Y res(F(s)e") (3.45)

Oy —Jjoo i=l

fy=—o
f(@® on
gdzie n jest liczba punktow osobliwych w obszarze zbieznosci catki tego przeksztalcenia.
Dla réznych szczegdétowych postaci funkcji F(s) mozna wyprowadzi¢ odpowiednie
skrotowe formuty. W szczegolnosci:
L(s)

M (s)

e Dla transformaty o postaci: F(s)= , przy czym M(s) ma pojedyncze zera:

_ 1 L(S) _ C L(S) st | _ C L(S[) st
f(t)_[{M(S)}_Zr?S(M(S)e j_zM'(si)e (3.46)

=l i=1
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e Jesli s; jest biegunem /-krotnym, to zwigzane z nim residuum jest obliczane naste-

pujaco:
1-1
res &e‘” _ 1 lim dH L(s) (S_Si)lest’ (3.47)
s | M(s) (I=Dlsos ds™ M(s)
3 | | y . L(s)
o Jesli funkcje F(s) mozna przedstawic w  postaci: F (S):W’
sM (s
przy czym M(0) #0, to:
r@=rt Lo L L0 +> L5 g (3.48)
sM(s)) M) F's;M (s;)

Jesli F(s) jest funkcjg meromorficzng, to n w (3.46) oraz (3.48) moze przyjmowac
warto$¢ nieskonczong: n = e,
Przyklad 3.13. Okresli¢ funkcje A(f), gdy jej transformata Laplace’a jest nastepujaca:
1
H(s)= .
s(s2 +1)

Przedstawimy trzy sposoby obliczenia funkcji 4(%).
1. Funkcje H(s) mozna przedstawi¢ w postaci:

1 1

Hs=Lt1 - é G(s), G(s)=—

s s +1 ST+

Na podstawie tablicy transformat (Tabela 3.4) widag, ze:
gy =LG(s)}=L" { ! 1} =sin(H)I(¢) (w=1).

sT+
Wobec tego:

h(ty=L"{H(s)}=L" {lG(s)} = jg(z')dz' = jsintdz’ = —cosz'|; =(1-costI(¢).
s 0 0

N

s2417

2. Stosujac rozktad na utamki proste, otrzymamy: H(s)= L
A

N

Zatem: g(t)=L" {l} - { - } =(1-cost)l(t).
s s +1
3. Aby postuzy¢ si¢ zaleznoscig (3.48) zauwazmy, ze:

h(t)Zfl{Tzl—)}Zfl{L(s)},gdzie: L(s)=1, M(s)=s>+1.

sls”+1 sM(s)
Bieguny funkcji H(s) sa zerami funkcji M(s): s> +1=0, a wigc: s, ==j.
Zatem, na podstawie (3.48):

2 jt —Jt Jt -~
h(t)=£_l{ L(S)}— Loy ! esff=1+l£e—+e—j=1—e J;e = (1-cosOI(r) .

sM(s) | (s2+1D),0g  S55:(25) 2\ 77
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Przyklad 3.14. Okresli¢ odwrotng transformatg Laplace’a funkcji: H(s)= % .
s +2s" +2s
Bieguny funkcji sg zerami jej mianownika: M(s)=s*+2s"+2s° = s2(s2 +2s+ 2): 0, skad znaj-
dujemy pierwiastki: s; = 0 (podwdjny) oraz: s;=1+j,s3=1—].
Residuum funkcji H(s)e* dla podwojnego bieguna obliczamy zgodnie z (3.47):

d [ 2s? +2S+ze”]

res(H(s)e")=—
S:O( (5)e”) [s2+2s+2

=t
ds ’

5=0

natomiast dla kolejnych dwodch biegunéw pojedynczych zgodnie z (3.46):

res L(s) o | = Lgsz) o = 2;@2 +2f+2 o =_ie(—l+j)t ,
s\ M(s) M (s,) 4s” +65° +4s ] 2

res L(s) o | = L(s3) o = 252 +2;v+2 o :ie(,l,j),.
s\ M(s) M (s;) 4s” +6s5” +4s — 2

Sumujac te residua otrzymamy:

h(ty=L"{H(s)} = ires(H(s)e”) =(t+e sint)I(?) .

Mozna zauwazy¢, ze metoda residuéow w odniesieniu do funkcji wymiernych (ilo-
razu funkcji holomorficznych) jest rOwnowazna metodzie rozktadu na utamki proste.
Obejmuje ona jednak znacznie szersza klase funkcji.

Na zakonczenie tych rozwazan podamy przyklad zastosowania przeksztatcenia La-
place’a to rozwigzywania rownan rézniczkowych liniowych.

Przyklad 3.15. Rozwiaza¢ podane rownanie rdézniczkowe, stosujac przeksztatcenie La-
place’a:

d’y _dy
——+5—=+4y=10, y'(0)=-2, y(0)=1.
o Pat »'(0) »(0)

Rownanie poddajemy obustronnemu przeksztatceniu Laplace’a:

(527 () = 59(0) = ' (0) J+ 5(sY () = y(0))+ 4¥ (s) = % .
Po uporzadkowaniu i uwzglednieniu warunkoéw poczatkowych, otrzymamy:
s y(0) +s(3'(0) +51(0))+10 5% +35+10
s(s2+5s+4) _s(s2+5s+4) .
W celu wyznaczenia rozwigzania w dziedzinie czasu korzystamy z metody residuum:
s*+3s+10 _ L(s)
s(s” + 55 +4)  sM(s)
Pierwiastki funkcji M(s) sa nastgpujace: s1 =4, 52 = 1.
Zgodnie z (3.48), otrzymamy:

Y(s)=

Y(s)=
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wy=£ | ED O s K)o [10, L6 oo L) iy
sM (s) M(O) ,1SM(s) 4 s M(s) 5,M (s,) ?

gdzie M'(s)=2s+5.
Ostatecznie:
-4t —t
WO)=2,54—2 w8 [2,5 +u]1(t) .
(=4H(=3) =D@B) 6
Przebieg tej odpowiedzi jest pokazany na rys. 3.8. Jest tam takze pokazany przebieg pochodnej
y(@):

o l6e" —28e™
y'(t)= Tl(t) .

2,5

2
1,5
1

-2 0 1 2 3 4 5

czast, s

Rys. 3.8. Przebieg rozwigzania rownania rézniczkowego
Zadania

3.1. Postugujac si¢ przeksztalceniem Fouriera okresli¢ charakterystyki czgstotliwosciowe
transmitancji widmowej uktadu opisanego rownaniem rézniczkowym z przyktadu 3.5:
2
d— + 2d—y +y=t.
de dt

3.2. Okresli¢ transmitancje uktadu, ktory jest opisany podanym réwnaniem rézniczkowym.
Obliczy¢ funkcje wagi tego uktadu.

a) —~2 dx( ) 4+ 5x(t)+ 4 j x(0)dr=1(t)e™
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3.3.

34.

3.5.
3.6.
3.7.

3.8.

3.9.

3.10.
3.11.

b) » () +2y (1) +3y () +4y() =u()

) ¥ () +5y () +2y(t) = 2u'(t) +u(?) .

Okresli¢ funkcj¢ wagi uktadu z przyktadu 2.5 (rozdz. 2), stosujac metod¢ operatorows.
Sprawdzi¢, czy wyniki uzyskane metoda rozwigzywania rownania rézniczkowego przy
wymuszeniu impulsowym (procedura (2.24)) sa jednakowe.

Dla uktadu o podanej transmitancji okresli¢ funkcje wagi.

s+1
G(s)= s
2) G(s) s(s+2)
2s+1
b) G(s)=——,
) G(s) 2 +5s+2
G(s)=———.
©) G(s) sTH25+5

Okresli¢ odpowiedzi na skok jednostkowy uktadow z zadania 3.4.

Okresli¢ rownania rézniczkowe opisujace uktady z zadania 3.4.

Rozwiazaé¢ podane rownanie rézniczkowe postugujac si¢ przeksztatlceniem Laplace’a:
2

ZTZM 4%+ 3y=e,»°(0)=-2,»(0) = 0,5.

Okresli¢ transformaty Laplace’a podanych sygnatow. Narysowac przebiegi tych sygna-

tow w czasie.

a) yt)=1l(t—a), a>0,

b) y#)=1(t-a)-1(t-b), b>a>0,

¢) y()=m(t-a)l(t —a),

d) y()=(t-a)’l(t—a).

Okresli¢ przebiegi sygnatow o podanych transformatach Laplace’a.

a) Y(s)=e™, b) Y(s)= 21 o
N )
s—3 s +257 +3s+1
c) Y(s) =5, dYes)=—"F—"—""—,
) Y(s) s2+55+6 ) Y(s) s (s+1)
1
e) Y(s)=——, Y(§)=—F+.
e (s—a)’ b ¥(s) (s—a) +a’
Wyznaczy¢ postaé czasowg odpowiedzi y(¢) uktadu z przyktadu 3.6.

Wyznaczy¢ transformaty Laplace’a podanych funkcji.

a) y(t) = %(1 —cosat), b) y(¢) = %sin kt,

) y(t)=6e" —5¢*, d) %(eb’ —e” )



4. TYPOWE ELEMENTY SYSTEMOW
DYNAMICZNYCH

4.1. Wprowadzenie: element bezinercyjny

Wiasciwosci 1 funkcje ztozonych systemow zaleza od uzytych elementéw sktadowych
oraz od struktury ich powigzan. Zaktadamy dalej, ze te podstawowe bloki (cztony) sg
jednowejsciowe i jednowyjsciowe. Ponadto przyjmujemy, ze w modelu matematycz-
nym odwzorowujacym relacje wejscie — wyjscie wystepuja parametry skupione. Mo-
del ten moze by¢ zapisany w dziedzinie czasu lub w dziedzinie czgstotliwosci. W
pierwszym przypadku relacje dynamiczne pomigdzy wejsciem i wyjSciem sg zapisane
W postaci rownan rdzniczkowych zwyczajnych. W zalezno$ci od rzedu takiego row-
nania rézniczkowego mowimy o ukladzie rzedu I-go, II-go i tak dalej. W celu obli-
czenia odpowiedzi ukladu na okreslone wymuszenie wygodnie jest postugiwac sie
funkcjg wagi g(f), ktora jest rozumiana jako odpowiedz uktadu na impuls Diraca.
Okreslenie odpowiedzi wymaga w takim przypadku wykonania operacji splotu (2.33).

W dziedzinie czestotliwosci (Fouriera lub Laplace’a) odpowiednikiem funkcji wagi
jest transmitancja uktadu zapisana, w najprostszym wypadku, jako iloraz dwoch wie-
lomianéw. Stopien wielomianu mianownika transmitancji jest okre§lony przez rzad
réwnania rézniczkowego odpowiadajacego opisowi w dziedzinie czasu. Zatem stopien
wielomianu mianownika transmitancji okre$la rzad uktadu.

W najprostszym przypadku relacja wejscie — wyjscie ma charakter proporcjonalny:

y(0) = kx(2) 4.1

gdzie k jest wspotczynnikiem wzmocnienia.

Uktad o funkcji przetwarzania (4.1) jest nazywany elementem proporcjonalnym (bezi-
nercyjnym). Jesli w charakterze wymuszenia wystgpi impuls Diraca, to odpowiedzia
bedzie funkcja impulsowa (funkcja wagi) (rys. 4.1a):

g(t)=ko(t) 4.2)

W analizie wlasciwosci uktadu czesto podaje si¢ takze odpowiedz na skok jednostko-
wy (rys. 4.1b):

() =k1(2) (4.3)
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Poddajac przeksztalceniu Laplace’a obie strony (4.1), otrzymamy transmitancje opera-
torowa elementu proporcjonalnego (zerowego rzedu):

Y(s)=kU(s) = G(s) =k (4.4)
W ogdlnym przypadku transmitancja G(s) jest funkcja zespolong. Transmitancja wid-

mowa elementu proporcjonalnego ma jednak tylko cze$¢ rzeczywista w postaci
wspotczynnika k:

G(jo)=G(s),, =k (4.5)

Do celow analizy wlasciwosci czgstotliwosciowej uktadu transmitancja widmowa
G(jw) moze by¢ przedstawiona z wydzieleniem cze$ci rzeczywistej 1 urojonej lub w
postaci wyktadnicze;j:

G(jw) =Re(G(jw))+ jIm(G(jw))=|G(jw)e'"” (4.6)

gdzie:

(GG w))J ‘

G(j@)| = (Re(G(j)))* +(Im(G(j@))) , arg(G(jw)) = p(w) = arctg( E:( i)

Zobrazowanie trajektorii transmitancji G(jw) w uktadzie o wspdlrzednych wyzna-
czonych przez jej skladowe: rzeczywista i urojong, nosi nazwe charakterystyki Nyqui-
sta' (charakterystyka amplitudowo-fazowa) — rys. 4.1c. Z kolei charakterystyka am-
plitudy transmitancji przedstawiona w skali logarytmicznej taczy si¢ z nazwiskiem
Bodego'. Jest ona skalowana w decybelach (dB) (rys. 4.2a):

A(w) =20log,,|G(jw)|=201o 4.7

(w) g10| €] )| g0 UGio) 4.7)

Zauwazmy, ze 20dB'® < % =10, co oznacza, ze wzmocnienie o wartosci 20dB
jo

ma miejsce wowczas, gdy amplituda sygnatu wyjsciowego jest dziesig¢ razy wigksza
od amplitudy sygnalu wejsciowego. Wzmocnienie wzrasta do 40dB, gdy iloraz ampli-
tud sygnatéw na wyjsciu i wejsciu osigga wartos¢ 100.

W analizowanym przypadku modut transmitancji |G(jw)| = k nie zalezy od czgsto-
tliwo$ci, wigc charakterystyka na ptaszczyznie Bodego przedstawia lini¢ prostg o sta-
lej wartosci 20logk (rys. 4.2a). Warto doda¢é, ze charakterystyka ta jest zawsze okre-

4 Harry Nyquist (1889 — 1976), elektrotechnik amerykanski pochodzenia szwedzkiego;
prace z zakresu teorii regulacji automatyczne;.

15 Hendrik Wade Bode (1905 — 1982), amerykanski uczony i inzynier (z rodziny o holen-
derskim rodowodzie), pionier w zakresie teorii regulacji i telekomunikacji.

16 1dB =0,1B.
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$lana dla @ > 0. Podobnie argument (faza) transmitancji takze nie zalezy od czgstotli-
wosci 1 jest rowny zeru (cze$¢ urojona funkcji G(jw) jest zerowa).

a) b) <)

INE0) A0) ,
Im{G(jw)}

k&1 k

»

Re{G(jo)}

\4

~ v

~

Rys. 4.1. Charakterystyki uktadu bezinercyjnego: odpowiedz impulsowa a), odpowiedz na
skok jednostkowy b), charakterystyka amplitudowo-fazowa c)

A a)
A(@), dB T T A
R e e e
L i20logh) i ik=l0f
20 : : ; : : : : :
107 107 1070 10T 10" 10T 107 10%E
B T S e e R
arg(G(jw)) b)
I e T T
0 i i i i i ] ] N
1070 10°1 1070 10" 10° 10' 107 10T gty
B T S R

Rys. 4.2. Charakterystyka logarytmiczna amplitudy a) oraz fazy b)

Element bezinercyjny w rzeczywistych uktadach wystepuje jako dzielnik (na przy-
ktad dzielnik rezystancyjny) lub element bierny: w obwodzie elektrycznym jest to
opornik:
G(jwy="02 UL
U(jo) 1(jo)
gdzie U(jw) jest transformatg napigcia na oporniku, a /(jw) jest transformata przeply-
wajgcego przezen pradu. W tym wypadku wymuszeniem jest prad, a odpowiedzig —
napigcie.

b
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W modelu omawianego elementu pomija si¢ wplyw roznych czynnikow, jak cho-
ciazby pojemnosci i indukcyjnosci rzeczywistego obwodu, w ktérym badanym ele-
mentem jest opornik. Podobnie jest z aktywnym wzmacniaczem elektronicznym.

4.2. Elementy I-go rzedu
4.2.1. Element inercyjny I-go rzedu
Element inercyjny I-go rzedu jest opisany nastgpujacym rownaniem rozniczkowym:

Ty (t) + y(t) = ku(t) (4.8)

Obliczajac transformate Laplace’a z obu stron rownosci (4.8) otrzymamy transmitan-
cje¢ uktadu:
Y(s) _ k _k 1

G(s) = == , 4.9
=) "sT+1 T s+UT (49)
skad tatwo okresli¢ funkcje wagi:
ko1 k
H=L'= =—el, 4.10
&) {Ts+1/T} T° (4-10)
Podobnie odpowiedz na skok jednostkowy w postaci operatorowej jest nastepujaca:
1 k 1
Yi(s)=—G(s)=———— 4.11
() =60) T s(s+1/T) “11)

Obliczajac odwrotng transformatg Laplace’a otrzymamy odpowiedZ w postaci czasowe;:

ko1 A

Otrzymane charakterystyki czasowe sa pokazane na rys. 4.3. Wida¢, ze parametr T
jest stata czasowa zanikania funkcji wagi lub ustalania si¢ odpowiedzi na skok jed-
nostkowy, natomiast k jest wspdlczynnikiem wzmocnienia. Styczne do tych przebie-
géw dla czasu ¢t = 0 wyznaczajg stalg czasowa 7. Na rysunku zaznaczono takze czas
narastania ¢., ktory jest okreslony jako odcinek czasu, odpowiadajacy zmianie odpo-
wiedzi uktadu na skok jednostkowy pomiedzy 0,1 i 0,9 wartosci stanu ustalonego. Do
wykreslania przebiegow na rys. 4.3 przyjeto: k= 1,2 oraz T=1,5s.

Na podstawie transmitancji (4.9) mozna okresli¢ charakterystyki czgstotliwosciowe
uktadu. Transmitancja widmowa jest rowna:

k1 kUT-jo

Gjwy=2 _K : 4.13
= T v T 1T v .13)

skad:
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3
o
0,9%] /! y1(9)
1 |
: 1(?)
KT
|
|
|
|
|
|
' {
0 T r

Rys. 4.3. Charakterystyki czasowe uktadu inercyjnego I-go rzedu; k = 1,2 oraz T=1,5s

k . kaT

GUD =1 o7 @y = Re(G(jw)+jIm(G(j@)), (4.14)
. N .. kel
gdzie: Re(G(Ja)))—iH(QT)2 , Im(G(jw)) @y
Ponadto: ‘G( j a))‘ = ;W , o(w) = —arctg(aT) 4.15)
@

Czas narastania mozna okresli¢ obliczajac réznice czasu odpowiedzi yi(f) (4.12) dla
obu zaznaczonych na rys. 4.3 wartosci: ¢, = T(In(0,9)-In(0,1)) = 2,2T.

Zacznijmy badanie wlasciwosci tego elementu od analizy charakterystyki amplitu-
dowej na plaszczyznie Bodego. W tym celu przedstawimy modul transmitancji w
postaci:

k 1 k

G(jo) =— = (4.16)
| | T T+ 1+ (al)
Logarytmujac obie strony tego rownania otrzymamy:

A(w) =201log/G(jw)| = 20log k —10log(1 + (T)?) 4.17)

Przebieg tej charakterystyki jest pokazany na rys. 4.4a. Wida¢, ze charakterystyke te
mozna z duzym przyblizeniem zastgpi¢ dwoma prostymi odcinkami: jeden jest rowno-
legty do osi pulsacji (stala warto$¢), natomiast drugi opada pod katem —20 dB/dekade
(dekada odpowiada 10-krotnej zmianie pulsacji). Taki wtasnie przyblizony sposdb
rysowania charakterystyki amplitudowej na plaszczyznie Bodego jest stosowany do
szybkiej oceny wtasciwosci czgstotliwosciowych uktadu.
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A(w), dB4 a)
20

0 I}T
o, radok b)

—m/4

-1/2
0,001 0,01 0,1

Rys. 4.4. Charakterystyki czestotliwo$ciowe: amplitudy a) oraz fazy b)

Do uproszczonego rysowania charakterystyki logarytmicznej amplitudy korzysta-
my z faktu, ze w postaci logarytmicznej (4.17) operacje dzielenia sg zastapione odej-
mowaniem odpowiednich czynnikow, a operacje mnozenia — ich dodawaniem. W ten
sposob przejscie od formy ilorazowej (4.16) do postaci sumy poszczegdlnych czynni-
kéw (4.17) upraszeza analize. Ponadto punkt zatamania si¢ charakterystyki tatwo
okresli¢, jesli czynnik objety pierwiastkowaniem w (4.16) zostanie zapisany wlasnie w
przedstawionej formie logarytmiczne;j:

. 0 daw<l
——10log(1+(aT)*) = T

VI+(@Ty’ 200 dla w>%

Zatamanie prostych odcinkow nastgpuje zatem dla pulsacji @ = 1/T. Mozna to zaob-
serwowac na rys. 4.4a.

Czestotliwosciowa charakterystyka fazy jest rysowana takze dla logarytmicznej
skali czestotliwosci (rys. 4.4b). Mozna zauwazy¢, ze punkt przegiccia tej charaktery-
styki takze odpowiada warto$ci w= 1/T.
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Analizujac czton inercyjny I-go rzedu z punktu widzenia jego wiasciwosci filtra-
cyjnych, wida¢, ze jest to typowy uktad dolnoprzepustowy, przy czym thumienie szyb-
ko wzrasta dla pulsacji @> 1/T. W tym takze obszarze czgstotliwosci szybko zmienia
si¢ przesunigcie fazowe w relacji wejscie — wyjscie.

Charakterystyke amplitudowo-fazowg na plaszczyznie Nyquista mozna wykreslic,
analizujac postaé (4.14) transmitancji widmowej uktadu (rys. 4.5).

A

Im(G(jw))

?)
\ Re(G(jw))
%0y

w=1/T

L

Rys. 4.5. Charakterystyka amplitudowo-fazowa transmitancji

Charakterystyka ta jest okregiem o $rednicy rownej & 1 srodku w punkcie (k2 + jO).
Dla dodatniego zakresu zmian czestotliwos$ci charakterystyka jest ograniczona do
dolnego potokregu.

4.2.2. Idealny element calkujacy
Jesli rbwnanie rozniczkowe (4.8) zostanie ograniczone do nastgpujgcej postaci:

y ()= ku(r), (4.18)

to odpowiedz mozna okresli¢ w drodze catkowania wymuszenia:

Y(t) = kju(r)dr (4.19)

Stad uktad ten jest nazywany idealnym elementem catkujacym. Obliczajac transfor-
mate Laplace’a z obu stron rownosci (4.19), otrzymamy transmitancje uktadu:
Y(s) &k

G(S)=%=;, (4.20)
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skad tatwo okresli¢ funkcje wagi:

gt)=L" {5} =kl() . (4.21)
S
Podobnie odpowiedz na skok jednostkowy w postaci operatorowej jest nastepujaca:
1 k
h()=-G) =7 (4.22)

Obliczajac odwrotng transformate Laplace’a otrzymamy odpowiedZz w postaci czasowej:
@)=L {iz} = ktl(z) (4.23)
s

Otrzymane charakterystyki czasowe sa pokazane na rys. 4.6. Do wykreslania przebie-
gow przyjeto k= 1,2.

»(@®

v

t
Rys. 4.6. Charakterystyki czasowe idealnego uktadu catkujacego; k= 1,2

Transmitancja widmowa uktadu jest rowna:

. k Lk
G(jw)y=-—=-j—, (4.24)
jo w

skad:
Re(G(j)) =0, In(G(j@)=—

Ponadto:

|G(jw)|:§, oo)=-% (4.25)
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Charakterystyka amplitudowa na ptaszczyznie Bodego jest okreslona nastgpujaca
funkcja:

A(@) =201log/G(jw)| =20logk —20log(w) (4.26)

Przebieg tej charakterystyki jest pokazany na rys. 4.7a (linia ciagla). Jest ona wyni-
kiem sumowania dwoch sktadnikow z (4.26) — proste zaznaczone liniami przerywa-
nymi. Charakterystyka czgstotliwosciowa jest stata 1 rowna —m/2 zgodnie z (4.25) -
rys. 4.7b.

A(w), dB
20

~y

—40
, rad 4 b)
2%

—t/2

Rys. 4.7. Charakterystyki czestotliwo$ciowe elementu catkujacego: amplitudy a) oraz fazy b)

Charakterystyka amplitudowo-fazowa na ptaszczyznie Nyquista pokrywa si¢ z ujemna
potosig urojong zgodnie z (4.24) - rys. 4.8.

4.2.3. Idealny element rézniczkujacy

Element r6zniczkujacy ma cechy przeciwstawne do uktadu catkujacego. Opis w dzie-
dzinie czasu jest okreslony nast¢pujgcym rownaniem:

(1) = ku (1) 4.27)

Obliczajgc transformatg Laplace’a z obu stron rownosci (4.27), otrzymamy transmi-
tancj¢ uktadu:
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A

Im(G(jw))

»

e 2 Re(G(j0))

Rys. 4.8. Charakterystyka amplitudowo-fazowa transmitancji idealnego cztonu catkujacego

G(s)= Y(s) =ks, (4.28)
U(s)
skad tatwo okresli¢ funkcje wagi:
g()=LYks}=k dig” : (4.29)

Podobnie odpowiedz na skok jednostkowy w postaci operatorowej jest nastgpujaca:
Yl(s):lG(s):k (4.30)
s

Obliczajgc odwrotng transformatg Laplace’a otrzymamy odpowiedz czasowq:
n(@t)=Lk}= k() (4.31)

Otrzymane charakterystyki czasowe sa pokazane na rys. 4.9. Zauwazmy, ze po-
chodna impulsu Diraca ma sktadowa dodatnig (od narastajgcego zbocza impulsu X))
oraz sktadowa ujemng (dla opadajgcego zbocza Xr)).

Transmitancja widmowa uktadu rézniczkujacego jest rowna:

G(jo)= jka, (4.32)
skad: Re(G(jw))=0, Im(G(jw))=kw .

Ponadto:

G(jo)|= ko, p(w) =g (4.33)
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)

Rys. 4.9. Charakterystyki czasowe idealnego uktadu r6zniczkujacego

Charakterystyka amplitudowa na ptaszczyznie Bodego jest okreslona nastgpujaca
funkcja:
A(®) =2010g/G(jw) =20logk +20log(w) (4.34)

Przebieg tej charakterystyki jest pokazany na rys. 4.10a (linia ciagla). Jest ona wynikiem
sumowania dwoch sktadnikow z (4.34) — proste zaznaczone liniami przerywanymi.

A(w), dBA
20

—40

¢, rad 4 b)
/2

0 >

Rys. 4.10. Charakterystyki czgstotliwosciowe elementu rdzniczkujacego:
amplitudy a) oraz fazy b)
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Faza uklfadu jest stata i rowna ©/2 zgodnie z (4.33) - rys. 4.10b, natomiast trajekto-
ria charakterystyki amplitudowo-fazowej na plaszczyznie Nyquista pokrywa si¢ z
dodatnig potosia urojong zgodnie z (4.32) - rys. 4.11.

A

Im(G(jw))

2\ .

y j Re(G(jo))

Rys. 4.11. Charakterystyka amplitudowo-fazowa transmitancji idealnego cztonu
rézniczkujacego

4.2.4. Element rozniczkujacy rzeczywisty

Jesli w uktadzie inercyjnym (4.8) réwniez sygnal wymuszajacy bedzie rozniczkowa-
ny, to otrzymamy nast¢pujace rownanie rozniczkowe:

Ty (t)+y(t)=ku'(¢) (4.35)
Obliczajac transformate Laplace’a z obu stron rownosci (4.35), otrzymamy:
ﬂ@zﬁﬂ:Jﬁn (4.36)
U(s) sT+1

skad mozna okresli¢ funkcje wagi:

a) ks | a)k(, 11 _k 1o
g)=CL {ST+1}_£ {T(l T—s+1/Tj} T[&(t) Te l(t)j 4.37)

Zauwazmy, ze czlon ten taczy cechy elementu rézniczkujacego i inercyjnego i dlatego
bywa takze nazywany cztonem rézniczkujacym z inercja.

Odpowiedz na skok jednostkowy w postaci operatorowej jest nastgpujaca:
k1
Ts+1/T

H(5) =~ G(s) = (4.38)

Odwrotna transformata Laplace’a z (4.38) prowadzi do odpowiedzi czasowej:

)4n=rqx@»=§e”un (4.39)
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Otrzymane charakterystyki czasowe sg pokazane na rys. 4.12.

A

! %)
kKT

»i()

g

—kIT

Rys. 4.12. Charakterystyki czasowe rzeczywistego uktadu rozniczkujacego;
k=12orazT=1,5s

Transmitancja widmowa uktadu jest rowna:

jko kT’ + jkw

OO = ol = T (aly o
2 ) k
skad: Re(G(jw))=Hk(T%)z’ Im(G(Jw)):H(%)z'
Ponadto:
(4.41)

|G(j a))| = ko , (W)= arctgL
Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa jest okreslona nastepujaca funkcja:
A(@) =2010g|G(jw)| = 20log k- 101og(1 + (T)*) (4.42)
Charakterystyka amplitudowo-fazowa tego cztonu jest pokazana na rys. 4.13.

¥ Im(Go)) ol/T

7 k/T R

/ k2T \ Re(G(0)

a=0 W= oo

Rys. 4.13. Charakterystyka amplitudowo-fazowa cztonu rézniczkujacego z inercja
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Przebieg logarytmicznej charakterystyki amplitudy jest pokazany na rys. 4.14a (li-
nia ciggta). Jest ona wynikiem sumowania dwoch sktadnikéw z (4.42) —linie przery-

wane.
S
/
-20 //

—40 / '
T

@, rad 4 b)
/2

A(w), dBA
0

a)

/4

0
0,001 0,01 0,1 1 10 o

Rys. 4.14. Charakterystyki czgstotliwosciowe elementu rdzniczkujacego:
amplitudy a) oraz fazy b)

Charakterystyka czestotliwosciowa fazy zmienia si¢ w granicach od ©/2 do 0 zgodnie
7 (4.42) - rys. 4.14b.

4.3. Elementy II-go rzedu
Roéwnanie wejscie-wyjscie elementu drugiego rzgdu ma nastepujaca postac:

a,y () +ayy (6) + agy(t) = byu(?) (4.43)

Przyjmujac zerowe warunki poczatkowe w powyzZszym réwnaniu, otrzymuje si¢
transmitancj¢ operatorowa:

by
Gey="W_ b 4 (4.44)
U(s) a,s”+as+a, B2 4y
4y 4y

Podstawowe wlasciwosci tego uktadu zalezg od biegunéw transmitancji (4.44), czyli
od pierwiastkow wielomianu mianownika (wielomianu charakterystycznego):
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D2 g 1=D (55 (s—5,)=0 (4.45)
ay ay a

Moga to by¢ dwa pierwiastki rzeczywiste lub para sprz¢zonych pierwiastkow zespo-
lonych.

4.3.1. Element calkujacy z inercja

Jesli w (4.43) ao = 0, to transmitancja (4.44) przybiera nastgpujaca postac:

by
Goy="W_ b a4k (4.46)
U(s) a,s’+ays A 2 s(Ts+1)
a4

. by . . a
gdzie: k=-" jest wzmocnieniem, a 7 =—2

a a,

- stala czasowa tego cztonu.

Zestawiajac transmitancje (4.46) z transmitancja czlonu inercyjnego (4.9) widaé, ze
funkcja wagi analizowanego elementu jest rowna odpowiedzi na skok jednostkowy
elementu inercyjnego (4.11):

ak U e
g(t)="L {TS(SH/T)} k(l e ]1(;) (4.47)

Mozna zauwazy¢, ze czton ten taczy cechy elementu catkujacego i inercyjnego i dla-
tego jest nazywany cztonem catkujacym z inercja. Jego odpowiedz na skok jednost-
kowy w postaci operatorowej jest nastgpujaca:

1

s*(s+1/T) (448)

Yl(s)=iG(s)=§

Odwrotna transformata Laplace’a z (4.48) moze by¢ okreslona przez calkowanie
funkcji (4.47):

»(@O =LY ()= jk[l—e;]dr = k[t—T[l—e;Dl(t) (4.49)

Otrzymane charakterystyki czasowe sa pokazane na rys. 4.15. Badajac odpowiedz
cztonu na skok jednostkowy mozna zauwazy¢, ze jej asymptota jest nachylona do osi
czasu pod katem ¢, przy czym tge = k. Ponadto asymptota ta wyznacza na osi czasu
stalg czasowaq T.

Transmitancja widmowa uktadu jest rowna:
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Gjoy=————+ k. , (4.50)
Jo(1+ jaT)
. —-kT . -k
skad: RelG(jw))=——, Im(G(jw))= .
(G(j) 1+ (@)’ (6(jo) oll + (7))
A
yi(?)
1([) g(l‘)
1
0 T v
Rys. 4.15. Charakterystyki czasowe rzeczywistego uktadu catkujacego;
k=12orazT=1,5s
Ponadto:
k yis
G(jw)=———, ¢p(w)=———arctgwT (4.51)
| | -1+ (wT)* 2

Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa jest okreslona nastepujaca funkcja:

A(w) =20logG(jw) = 20logk —20log @—201log -1+ (wT)’ (4.52)

Przebieg uproszczonej charakterystyki jest pokazany na rys. 4.16a (linia ciagla).
Jest ona wynikiem sumowania trzech sktadnikoéw z (4.52). Pierwsze dwa sktadniki sg
reprezentowane prostymi: rownolegla do osi pulsacji na wysokos$ci 20logk oraz druga,
odpowiadajaca sktadnikowi 20logw, przechodzaca przez punkt @ = 1. Jest ona nachy-
lona pod katem —20dB/dekade. Trzeci sktadnik w (4.52) jest reprezentowany na cha-
rakterystyce z rys. 4.16a dwoma potprostymi, ktore tacza si¢ w punkcie okreslonym
przez w = 1/T. Na lewo od tego punktu potprosta pokrywa si¢ z osig pulsacji, gdyz
20log(1) = 0 dla w < 1/T. Druga poélprosta jest okreslona rownaniem: —20loga, co jest
przyblizeniem ostatniego sktadnika w (4.52) dla @> 1/T. Laczne nachylenie charakte-
rystyki w tym przedziale pulsacji wynosi —40dB/dekade. Wida¢, ze w skali logaryt-
micznej charakterystyka uproszczona tylko nieznacznie odbiega od charakterystyki
doktadnej (linia przerywana).
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A a)
A(w), dB

40

20log k—20log(w)

\

0

0,001 0,01 0,1 No o5
—40 \
80

i

-120 b)
, rad 4 _
®, 0 >
—1t/2 \
RN
-

Rys. 4.16. Charakterystyki czgstotliwosciowe rzeczywistego elementu catkujacego:
amplitudy a) oraz fazy b)

Charakterystyka czestotliwosciowa fazy zmienia si¢ w granicach od —m/2 do —m,
zgodnie z (4.51) - rys. 4.16b. Jest to takze potwierdzone na charakterystyce amplitu-
dowo-fazowej (rys. 4.17).

[ Im(G(j)
) = oo
kT \ .
%/ Re(GGw)
N
c{“@

Rys. 4.17. Charakterystyka amplitudowo-fazowa cztonu catkujacego z inercja
4.3.2. FElement inercyjny II-go rzedu

Transmitancja elementu inercyjny II-go rzedu ma dwa roézne od zera bieguny rzeczy-
wiste. Zachodzi to wowczas, gdy spetniony jest warunek:
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2
("lj 4% 59, (4.53)

przy czym dla warunku réwnosci w (4.53) wystepuje rzeczywisty biegun podwadjny.
Wychodzac z interpretacji fizycznych analizowanego uktadu, transmitancje (4.44)
zapisuje si¢ zazwyczaj w nastepujacej formie:

Y(s) _ k k

G = = = ,
(<) U(s) TTLs*+(T+T,)s+1 (Ts+1)T,s+1)

(4.54)

gdzie parametry 71, 7> majg znaczenie statych czasowych, natomiast & jest wzmocnie-
niem. Dla a¢ > 0 wielkosci te sg okre§lone nastgpujaco:

2
T, a, t+|a; —4a,a, y bfO 4.55)

2a, a,

natomiast pierwiastki wielomianu charakterystycznego (4.54): s1 =—1/Th, 52 =—1/T>.
Funkcja wagi (odpowiedz impulsowa) moze by¢ obliczona na podstawie (4.54):

1 k _ 1 -t/ _ 1 —t/T,
g(”_f{(Tlsﬂ)(nsﬂ)}_k[z—ne N1, ]l(” o

Odpowiedz na skok jednostkowy:

1 k Te''" —Te '™
=L ~G(s)p=L" =k| -2 ] 4,
» (1) {S (s)} {S(Tls+1)(T2s+1)} ( T_T, ](t) (4.57)

Odpowiedzi czasowe sg pokazane na rys. 4.18.

Transmitancja widmowa uktadu jest réwna:

k _ -0 —jolT +T,)

G(iw) = = s 4.58
U= (o iTo1) (1+ (@1 Y1+ (oT3)?) @
skad:
. k(-1 T,) , —ka(T, +T,)
O = (o Vi (oY) miG(i) (1+(@n) i+ (r,))
Ponadto:
G(jw) = k , p(w) = arctg 7“’?1 +1;) (4.59)
1+ @ i+ 100 @ TT, -1
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10)

yi(9)

g0

00 t=

Rys. 4.18. Charakterystyki czasowe cztonu inercyjnego II rzgdu

Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa jest okreslona nastepujaca funkcja:
A(w) =2010gG(jo)| = 20logk —10log(l + (@T})? )-10log(l + (@T;)*)  (4.60)

Przebieg tej charakterystyki jest pokazany na rys. 4.19a (linia ciggta). Jest ona wyni-
kiem sumowania trzech sktadnikéw z (4.60) —linie przerywane.

A(@), dBT I I I I Y
0 0,001 0,01 0,1 ! 10
‘\\\ ,l S e
-20 \\
-40 \\
—60
-80 \
o radﬂ 1/T| 1/T2 b)
0
-m/2 1
—TT -

Rys. 4.19. Charakterystyki czgstotliwosciowe elementu inercyjnego II rzgdu:
amplitudy a) oraz fazy b)
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Zaktadajac, ze T > T», pierwsza linia obejmuje przedziat pulsacji @ < 1/T1. W
przedziale 1/Ty < w < 1/T5 prosty odcinek zwigzany z uproszczonym schematem jest
nachylony pod katem —20 dB/dekadg. W ostatnim przedziale, dla 1/T < @, charaktery-
styka logarytmiczna amplitudy jest nachylona pod katem —40 dB/dekadg. Charaktery-
styka czestotliwo$ciowa fazy zmienia si¢ w granicach 0 < @(w) < (rys. 4.19b).

Przebieg charakterystyki amplitudowo-fazowej dla cztonu inercyjnego II rzedu jest
pokazany na rys. 4.20. Zgodnie z wykresem charakterystyki fazowej (rys. 4.19b)
przebieg trajektorii obejmuje dwie ¢wiartki ptaszczyzny Nyquista. Modut transmitan-
cji zmienia si¢ od wartosci rownej k£ dla @= 0 do zera przy @ — . Jak wida¢, charak-
terystyka amplitudowo-fazowa odtwarza pelng informacj¢ o analizowanym czlonie.

‘ Im(G(jw)) .

w:()/ Re(G(j))

/OO'@/

4

Rys. 4.20. Charakterystyka amplitudowo-fazowa cztonu inercyjnego II-go rzedu
4.3.3. Element oscylacyjny

Rownanie rézniczkowe elementu oscylacyjnego jest identyczne z (4.43), przy czym
warunek (4.53) nie jest spelniony i réwnanie charakterystyczne ma dwa pierwiastki
zespolone sprzgzone. Réwnanie rézniczkowe jest zazwyczaj zapisywane w nastepuja-
cej formie:

Y (1) +28w,y (1) + @, (1) = kayu(?) , (4.61)

gdzie:
= 4 - wspotczynnik thumienia oscylacji;

2./aqa,
w, = Z—O - pulsacja drgan swobodnych (niettumionych);

2

b, . . o
k=— - wspotczynnik wzmocnienia.

4

Nazwy te stajg si¢ zrozumiate, jesli poddamy analizie charakterystyki czasowe tego
uktadu. Transmitancja operatorowa czlonu oscylacyjnego moze by¢ bezposrednio
okreslona z transformat obu stron réwnania (4.61):
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2 2
Y(s) _ : kw, = kaw; , (4.62)
Uis) s +2los+w, (s—s)(s—s,)

G(s)=

gdzie pierwiastki wielomianu mianownika sg nastepujace:

s, =—C0, tw0,\|{* -1=-{w, tjw,\1-{* dla {<1.
Rozktadajac (4.62) na utamki proste otrzymamy:

2 2
G(s) = ka; _ ka; | T
(s=5)(5=5,) S,=s\s5-5, s=5

(4.63)
ko, 1 1
j2,/1=¢7 [s+g“a)n—ja)n 1-¢? s+§a) +jo, g“zj

Otrzymujemy stad nastepujaca funkcje wagi:

ot Ja) -2 jo,1-Ct
()= L {G(s)} =D ¢ __ka, e-é““’”fsm( - g“z)l(t) (4.64)

Ni-¢ 2] N1-¢

Mozna zauwazy¢, ze pulsacja rzeczywistych oscylacji w uktadzie o wspotczynniku
ttumienia ¢ (pulsacja drgan wlasnych) jest rowna:

=w1-¢° (4.65)

Obie pulsacje: drgan swobodnych @, oraz drgan wiasnych (thumionych) @ sg sobie
rowne tylko wowczas, gdy zanika thumienie: {=0.

Na podstawie transmitancji (4.63) mozna takze tatwo okresli¢ odpowiedz uktadu
na skok jednostkowy:

=L {i G(s)} = j g(n)dr (4.66)

Postugujac sie twierdzeniem o transformacie catki (Tabela 3.3) i obliczajac catke nie-
oznaczong (przez czesci):

1 a
bx : bx 1
e sin(ax)dx = ———=¢" sin(ax —¥), ¥ =arctg— , otrzymamy:
I \a® +b? b

yl(t)zj.g(r)dfz—ﬁ sm((onw/l & T+l//)

! e sin( @ l—é’ t+y Jl(t)
e

(4.67)

=k|1-
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przy czym Yy =arctg . Latwo tez wydzieli¢ obwiedni¢ przejsciowej czesci

J1=-¢7
¢

odpowiedzi jednostkowej (obwiedni¢ gorng — rys. 4.21):

_ Py

Odpowiedz na skok jednostkowy elementu oscylacyjnego mozna uzy¢ do identyfi-
kacji parametroéw jego transmitancji operatorowej. Na podstawie (4.66) widac, ze kolej-
ne maksima odpowiedzi jednostkowej przypadaja w zerach odpowiedzi impulsowej:

g() =%e§“"" sin(a)n«/l— ;%): 0,

skad: @,\[1-{*t=mn, n = 1, 2, .., co ma miejsce dla wartosci czasu:

T
= n.
,\1-¢?
W tych punktach lokalnych warto$ci ekstremalnych (gorne i dolne odchylenia od war-
tosci ustalonej) funkcja y1(#..x) przyjmuje nastgpujgce wartosci:
¢ g

1 ——F—Tn mn

y(t,. )=k 1—We Y sin(mn+y) |2k 1-(=D)"e " | n=1,2, ..
1_

Latwo stad wyznaczy¢ dwie kolejne ‘gérne’ amplitudy (rys. 4.21):

mxn

_ 3nd

4 =y, ) —k=ke Ma Ay =y,(t,3)—k=ke e (4.69)

Na podstawie obu tych wielko$ci mozna obliczy¢ wspotczynnik thumienia:

1

‘- ;
T A
J (In(4, / 4,))

Pulsacje drgan wilasnych (thumionych) mozna obliczyé¢, mierzac czas pomigdzy
dwiema goérnymi wartosciami maksymalnymi (rys. 4.21):

2n .
oz b =1, = W , skad otrzymujemy:

(4.70)

t

n

),

_ 2n _ 21
' (mez _tmxl)\/l_gz Tm\/l_;z

4.71)



4.3. Elementy II-go rzedu 95

A
N \ylp(t)

~

L~
- \\
Al \‘“\
k N — ——

N N =
1
. T, .10
0 —
0 Tix1 U3 t
i 2(0)

Rys. 4.21. Przebiegi czasowe cztonu oscylacyjnego

W podobny sposob na podstawie odpowiedzi jednostkowej elementu oscylacyjnego
mozna okresli¢ réwniez inne uzyteczne charakterystyki tego uktadu.

Warto$¢ A, zwigzana z przekroczeniem ustalonej warto$ci odpowiedzi uktadu na
skok jednostkowy jest miarg przeregulowania wystepujacego w tej odpowiedzi. Jest
ona cze¢sto podawana w [%]:

g
Voo, =M100=f£100:100-e -t 4.72)

ust

Przy projektowaniu uktadow stawia si¢ wymagania, aby ze wzgledow technicznych
przeregulowanie nie byto zbyt duze. Z kolei zbyt mate przeregulowanie moze wydhuzy¢
czas ustalenia si¢ odpowiedzi. Na podstawie (4.72) wida¢, ze warto$¢ przeregulowania
bezposrednio zalezy od wspotczynnika thumienia {C Mozna stad wyznaczy¢ rézne uzy-
teczne zwigzki, co ilustruje kolejny przyktad.

Przyklad 4.1. Okresli¢ po jakim czasie odpowiedz uktadu oscylacyjnego na skok jed-
nostkowy bedzie si¢ rozni¢ od wartosci ustalonej nie wigcej niz 2%.

Problem ten mozna zdefiniowaé w postaci nast¢pujacego warunku:

t)—k
% <0,02, gdzie y,, (¢) jest obwiednig gérng (4.68). Z tego warunku nalezy obliczy¢

tov = t. Uwzgledniajagc w tym warunku zalezno$¢ (4.68), otrzymamy: et <0,02 1-£7,

44@&1—&)
skad wyznaczamy poszukiwany czas: ¢ > =1, -

o,
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Mozna sprawdzi¢, ze dla typowych warto$ci wspotezynnika ttumienia ' mozna postugiwac sie

—1n(o,05 1—;2)

relacja uproszczona: ?,,, = ;% , hatomiast dla bledu 5%: ¢, = Za, =~ giwn .
Charakterystyka widmowa moze by¢ okreslona na podstawie (4.62):
. kay? kay?
G(jo)= L = L , 4.73
(o) [sz +2lw,s + o) l_w o -’ +j2lw,0 (473)
skad:
. kay? (a)f - a)z) , —2kw{w
Re(G(jw)= 7" oo Im(G(jw)=7—— 1S .-
(@ -] +4(0,0) (-0 +40,0)
2
Ponadto: ‘G( ] a))\ = kzw” , ()= —arctg% 4.74)
J(wf &) +4(lw,0) @, —@

Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa jest okreslona nastepujaca funkcja:
A(w) =201log/G(jw)| (4.75)
Charakterystyka ta jest pokazana na rys. 4.22a (linia ciggla).

A(w), dB 2)

0 —
0,001 0,01 0,1 1oy, 10 st
-20

—40 AN

0 AN

-80
, rad
? 0

b)

—7t/2

—T

Rys. 4.22. Charakterystyki czestotliwosciowe elementu oscylacyjnego:
amplitudy a) oraz fazy b)
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Jej przebieg jest podobny do charakterystyki uktadu inercyjnego II rzedu za wyjat-
kiem obszaru w poblizu pulsacji @, ktorej odpowiada maksymalna warto$¢ charakte-
rystyki. Wartos¢ tej pulsacji, nazywanej pulsacjg rezonansowa, mozna okresli¢ przez
przyréwnanie do zera pierwszej pochodnej modutu transmitancji widmowej |G(jw)).
Otrzymamy nastepujgcg wartos¢:

0 =w1-2° (4.76)

Poniewaz pulsacja jest okreslona przez wielko$¢ rzeczywista, wigc rezonans obser-
wowany w postaci maksymalnej warto$ci na charakterystyce amplitudowej, wystepuje
dla {< IN2 = 0,707. Warto$¢ maksymalna na charakterystyce czestotliwosciowej
amplitudy zalezy od wspolczynnika tlumienia ¢ Stosowanie uproszczonej metody
rysowania tej charakterystyki we wspotrzednych logarytmicznych za pomocg prostych
odcinkow jest ograniczone do przedziatu 0,4 < {'< 0,6, przy czym punkt tgczacy obie
poltproste jest wyznaczony przez pulsacje @, [29]. Dla rosnacej pulsacji charakterysty-
ka przybiera posta¢ prostej nachylonej do osi pulsacji pod katem —40dB/dekade.

Charakterystyka czestotliwosciowa fazy zmienia si¢ w granicach 0 > ¢(w) > —=n
(rys. 4.22b). Na podstawie (4.74) widaé, ze faza transmitancji widmowej przyjmuje
wartosé: ¢ =—m/2 dla = w,.

Charakterystyka amplitudowo-fazowa czlonu oscylacyjnego jest pokazana na rys.
4.23. Zgodnie z przebiegiem charakterystyki fazowej (rys. 4.22b) przebieg trajektorii
obejmuje dwie ¢wiartki plaszczyzny Nyquista. Modut transmitancji zmienia si¢ od
warto$ci rownej k dla @= 0 do zera dla @ — oo,

A
Im(G(jw)) =

@) = o0 | " @ k/w 0
Re(G(jw))

Rys. 4.23. Charakterystyka amplitudowo-fazowa cztonu oscylacyjnego

4.4. Element opézniajacy

Element opo6zniajacy (zwloczny) realizuje operacjg, ktéra w dziedzinie czasu jest
okreslona nastgpujaca zalezno$cia:
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y(@O)=ku(t—t,), (4.77)
przy czym to > 0.
Transformacja relacji (4.77) prowadzi do nastgpujacej transmitancji analizowanego
uktadu:
Y(s)

G(s)= o)

= ke (4.78)

Odpowiedz impulsowa moze by¢ obliczona bezposrednio na podstawie (4.77):
gt)=ko(t—t,), (4.79)

gdyz w takim przypadku u(x) = d(x) . Podobny wynik otrzymamy obliczajac trans-

formatg odwrotng z (4.78).

Odpowiedz na skok jednostkowy:

ke™"

N

»=L" {lG(s)}zf‘{ }:kl(t—to), (4.80)
S

co jest rowne calce prawej strony (4.79). Odpowiedzi czasowe sg pokazane na rys. 4.24.

gn! a)
k&Xtto)
0 | >
0 fo t
i b »i(@®) b)
1 1)
0 >
0 fo t

Rys. 4.24. Charakterystyki czasowe czlonu opo6zniajgcego: a) odpowiedz impulsowa;
b) odpowiedz na skok jednostkowy

Transmitancja widmowa tego czlonu jest rowna:
G(jw)=ke ™ (4.81)
skad: Re(G(jw))=kcosat,, Im(G(jw))=—ksin at, .
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Ponadto:
G(jw) =k, p(w)=-at, (4.82)

Charakterystyka amplitudowo-fazowa przedstawia zatem okrag o promieniu réw-
nym k, po ktorym przebiega trajektoria fazy w ujemnym kierunku wraz z rosnaca pul-
sacja @ (rys. 4.25). Mija ona punkt (£+j0) po zmianie pulsacji o wielokrotno$¢ 2/t.

Him(G ()

Re(G(i))

/ w:nz—", n=0,1,2,..
t()

£

Rys. 4.25. Charakterystyka amplitudowo-fazowa cztonu opdzniajgcego

Logarytmiczna charakterystyka amplitudowa jest okreslona nastepujaca funkcja:
A(w) =20 log\G(j a))\ =20logk (4.83)

Przebieg tej charakterystyki jest pokazany na rys. 4.26a (linia ciggta). Ma ona stala
warto§¢ w catym zakresie zmian pulsacji.

A(w), dB | 2)

0 0,001 0,01 0,1 1 10 0,5
20
40
~60

, rad 4 b)

¢ rad 7

2571

—507 L

Rys. 4.26. Charakterystyki czgstotliwosciowe cztonu opdzniajacego: amplitudy a) oraz fazy b)

Charakterystyka czestotliwo$ciowa fazy narasta w kierunku ujemnym od zera do nie-
skonczonosci (rys. 4.26b).
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4.5. Uklady zlozone

Uktady zlozone mozna rozpatrywac jako struktury utworzone z przedstawionych po-
wyzej elementdw. Transmitancja operatorowa uktadu ztozonego moze by¢ okreslona
na podstawie znanych transmitancji elementéw sktadowych oraz ich konfiguracji.
Postugujemy si¢ tu zasadami, ktére wynikaja z wtasciwosci przeksztatcenia Laplace’a.

4.5.1. Algebra schematéw blokowych

Szeregowe laczenie blokéw

Ekwiwalentny opis w dziedzinie czasu szeregowo polaczonych blokow jest pokazany
na rys. 2.12. W przypadku transmitancji operatorowej splot jest rownowazny iloczy-
nowi transformat, co prowadzi do operacji jak na rys. 4.23.

—  Gis)

Y

Gys) [ <= — Gi(s)Gas) [—

Rys. 4.27. Zasada szeregowego taczenia blokow

Przesuniecie punktu wyprowadzenia sygnatu
a)
Gis) [ = —> G L -

1/Gis) |

——{  G(s) E o I G(s) |—»
G(s) [—

Rys. 4.28. Przesunigcie punktu wyprowadzenia sygnatu: a) do przodu; b) do tylu

b)

Operacje na sumatorach

a) + b)
+.. + +.. + +.. + X
X1 <> X X1 <= B
+4 4 + +T - _T n
T T X
X2 X3 X3 X2 X2 X3 +T
X3

Rys. 4.29. Przesunigcie punktu wyprowadzenia sygnatu: a) do przodu; b) do tylu
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Przesuniecie wezla sumacyjnego

a)
le%’ Gs) — =  Xi— G —EQ—»
Xo—l  G(s)

b)

X—  G(s) |~+O— > Xi—— %0+  Gis) |-

T
f §
Xo—  G(s)

Rys. 4.30. Przesunigcie wezta sumacyjnego: a) do przodu; b) do tylu

Sprzezenie zwrotne
Transmitancj¢ zastepcza ukladu ze sprzgzeniem mozna okresli¢ zapisujac relacje po-
migdzy wejsciem 1 wyjsciem poszczegdlnych blokow (rys. 4.31):

Y(s) = E(5)Gy(s) = (X () £ X (5))G (s) (4.84)

Z kolei sygnat sprzgzenia zwrotnego jest rowny: X, (s)=Y(s)H (s)
Po podstawieniu do (4.84) otrzymamy:

Y(s) = X(5)Gi (5) £ Y ()G, () H (s),

co po przeksztalceniu daje transmitancje zastepcza:

Y(s) _ G

X(s) 1FG(s)H(s)

G(s) = (4.85)
W uktadach regulacji wazng rolg petni sygnat uchybu (btedu) regulacji: E(s) < e(?),
ktorego warto$¢ oszacowuje réznice pomigdzy wartoscig zadang i wyjsciowq:

X(s)

E(s)=X(s)=H(s)Y(s) = 1+ G, (s)H(s)

(4.86)

Gi(s)

I+ ¥+

Xu <> — G(S) -

H(s)

Rys. 4.31. Uktad ze sprzgzeniem zwrotnym
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Utrzymanie uchybu (4.86) w okreslonych granicach w stanach: ustalonym i przej-
sciowym, jest podstawowym zadaniem uktadu regulacji automatycznej. Jak widac,
decyduja o tym transmitancje elementow w torze gldwnym oraz w torze sprze¢zenia
zwrotnego. Ponizsze przyklady ilustruja niektére przeksztatcenia uktadow ze sprzeze-
niami.

Przyklad 4.2. Dowies$¢, ze uktady pokazane na rys. 4.32 sg sobie rdwnowazne.
Y Y
X Gi(s) = X e |E Gi(s) H(s)
H(s)

Rys. 4.32. Eliminacja bloku w torze sprz¢zenia zwrotnego

Uklad objety sprzezeniem zwrotnym na prawym rysunku ma nast¢pujaca transmitancj¢ zastepcza:

G/(s)H
Gz ( S) — 1 (S ) (S )
1+ G (s)H(s)

Zatem dla uktadu z prawej strony rysunku mamy:

Y 1 G,
G)="W - 1 G = 9

X(s) H(s) 1+ G, (s)H(s)
co jest rowne transmitancji uktadu z ujemnym sprzezeniem zwrotnym z lewej strony rysunku.
Przyklad 4.3. Dowies$¢, ze uktady pokazane na rys. 4.33 sg sobie rdwnowazne.

X 0 6 ok « X Ry Gi(s) J uRs ot
> F(s)

Rys. 4.33. Eliminacja bloku w torze sprz¢zenia bezposredniego

Dla uktadu z lewej strony rysunku mozna napisac:
G(s)=Gi(s) = F(s)

Z kolei transmitancja uktadu z prawej strony jest rowna:

G(s) = F(s>(G1 (s) Fis) —1J = Gy(5)~ F(s)

Oba uktady sg zatem rownowazne.
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Uklad z wieloma wejSciami

W przypadku uktadu z kilkoma wejsciami sygnat wyjsciowy mozna okresli¢, postugu-
jac sie zasada superpozycji. Metoda ta wyplywa bezposrednio z liniowosci uktadu.
Odpowiednie zaleznosci wyprowadzimy na przyktadzie uktadu z rys. 4.34, gdzie
transformata Z(s) reprezentuje zakldcenia, jakie dziatajg na uktad.

iZ
+
X+ Gi(s) £ Y

H(s)

Rys. 4.34. Uktad z wyrdznionym zaktéceniem

Celem tych rozwazan jest okreslenie transformaty Y(s) jako funkcji obu wymuszen:
X(s) oraz Z(s), a takze samego uktadu z wyszczegolnionymi transmitancjami. Na pod-
stawie wilasciwosci transformaty uktadu liniowego mozemy uwazaé, ze odpowiedz

uktadu na oba wymuszenia jest sumg odpowiedzi na dzialajagce oddzielnie wymusze-
nia X(s) oraz Z(s):

Yy (5) = Y, (5)+ Y, () = X (5)Gyy () + Z(5)Gy (5) (4.87)
gdzie:
_Y(s) _
Gy (s)= X(s) dla Z(s) =0,
_Y(s) _
Gy, (s)= 7(5) dla X(s) = 0.

W pierwszym przypadku (Z(s) = 0) mamy do czynienia z typowym ukladem z
ujemnym sprz¢zeniem zwrotnym:
Gy (s)

X(s)G,(s)
1+ G,(s)H(s)

GYX(S): m

,zatem: Y, (s) =

W przypadku wymuszenia od zaktdcen (X(s) = 0) otrzymamy:
Y(s)=Z(s)=Y(s)G,(s)H (s), skad:
Z(s) 1

Y(s)=Y,(s)=——FF—— oraz: G,,(s) =—————.
(5)=12(5) 1+ G,(s)H (s) 2 (5) 1+ G,(s)H (s)
L.aczna odpowiedz na oba wymuszenia wyraza si¢ zatem zalezno$cig:
YXZ(S): X(S)GI(S)+Z(S) (488)

1+ G, (s)H(s)
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Przyklad 4.4. Okresli¢ transmitancje zastgpcza uktadu z rys. 4.35.

Hi(s)
Y6 £ o Gys) J&» Gos) JT» Gs(s) Gis) |1
- +
Hy(s)

Rys. 4.35. Schemat ztozonego systemu dynamicznego

Y

4

Zaktadamy, ze znane sg transmitancje poszczegélnych elementéw systemu. Kolejne kroki
redukcji tego schematu sg pokazane na rys. 4.36.

H,(5) 2)
G4 (s)
U(s) + + l_ -~ G;5(5)G,(s) Y(S)‘
T i) Gals) 1= Gy(5)G, () H,(s) -
b)
us) g, G.(5)G, ()G, ()G, (5) s,
I 1= G,(5)G, () H, () + G, ()G, () H, (5)
5)
U(s) G, (5)G,(5)G;(5)G, (s) Y(s)

1=G5 ()G, (9)H, (5) + G, ()G () H, (5) + G, (5)G, (5) G5 (5) G,y (5)

Rys. 4.36. Schemat ztozonego systemu dynamicznego

W pierwszym kroku przesuwamy sygnal wymuszenia bloku Hi(s) za blok Ga(s), a powstaty w
ten sposob uktad z dodatnim sprzgzeniem zwrotnym, obejmujacy bloki Gs(s), Ga(s) oraz Hx(s),
zastepujemy jednym blokiem (rys. 4.36a).

W kolejnym kroku (rys. 4.36a) mozna zredukowa¢ do jednego bloku te czgs¢ powstaltego ukta-
du, ktéra tworzy petle ujemnego sprzezenia zwrotnego potaczong szeregowo z blokiem Gi(s).
W ten sposdb powstaje uktad jak na rys. 4.36b.

Ostatni krok polega na redukcji zewnetrznej petli sprzgzenia zwrotnego, w wyniku czego
otrzymuje si¢ pojedynczy blok reprezentowany transmitancjg ja na rys. 4.36c.
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Ostateczng posta¢ transmitancji uzyskamy po podstawieniu do wyrazenia z rys. 4.36¢ transmi-
tancji sktadowych blokéw poczatkowego uktadu. Koncowy utamek bedzie przedstawiat trans-
mitancj¢ ekwiwalentnego uktadu, je§li zostang zredukowane ewentualne wspdlne czynniki
licznika i mianownika.

4.5.2. Elementy wyzszych rzedow

Element inercyjny z opdznieniem

Element inercyjny I-go rzedu z opdznieniem jest opisany nastgpujacym roéwnaniem
rézniczkowym:

Ty () + y(t) = ku(t — t,) (4.89)

Obliczajac transformate Laplace’a z obu stron réwnosci (4.89) otrzymamy transmitan-
cje uktadu:

Y(s) ke™ _k e

G(s)= = =— , 4.90
() U(s) sT+1 Ts+1/T (4-50)
skad tatwo okresli¢ funkcje wagi:
k e S
H=L"— =—e T 1(1). 491
gt) {T s+1/T } T © 91
Podobnie odpowiedz na skok jednostkowy w postaci operatorowej jest nastepujaca:
1 ke
Y(s)=—G(s)= - 4.92
(8)= 0 = T (452)
Obliczajac odwrotng transformatg Laplace’a, otrzymamy odpowiedZ czasowq:
ke L
N=L'{—————'=kll-e T |I(t 4.93
n(@) {Ts(s+l/T)} ( j() (4.93)

Otrzymane charakterystyki czasowe sg pokazane na rys. 4.37. Wida¢, ze charakte-
rystyki te sg podobne do odpowiednich charakterystyk uktadu inercyjnego (rys. 4.3), z
tym ze sa opoznione o warto$¢ zwtoki . Przyklady takiego zachowania si¢ uktadow
sg zwigzane z réznego rodzaju transportem: linie dtugie, tasmociagi, elementy z prze-
noszeniem ciepta i inne.

Na podstawie transmitancji (4.90) mozna okresli¢ charakterystyki czestotliwoscio-
we uktadu. Transmitancja widmowa jest rOwna:

ke (cos mr, — T sin ax, ) — j( T cos wr, +sin ax,)

G(jw) = =k ,  (4.94
(o) 1+ jwT 1+ (wl)* (4.94)




106 4. TYPOWE ELEMENTY SYSTEMOW DYNAMICZNYCH

A
k
M
1
1(9)
kITr
0 >

0 fo t
Rys. 4.37. Charakterystyki czasowe uktadu inercyjnego I-go rzedu z opdznieniem

skad:

G(jw)= k(cos ax, — T sin ax, ) i k(sin ex, + T cos ax, ) (4.95)
1+ (@T)? 1+ (@T)? ’ '

kcos(a)z‘0 +7) -k sin(a)t0 +7)

: RelG(j = , Im(G(j = , y=arctgaT .
oraz: Re(G(jw)) \/I-I-(T)z m(G(jw)) \/14-(7)2 Y =arclgw
Ponadto:
G(jw) = \/l+:€7)2 , 9(®) =—awt, —arctgwT (4.96)

Jak wida¢, charakterystyka amplitudowa jest taka sama jak dla uktadu inercyjnego
I-go rzgdu, co jest oczywiste, gdyz funkcja wykladnicza w (4.94) nie wnosi zmiany
amplitudy. Jest ona powtdrzona na rys. 4.38a.

Charakterystyka fazy jest sumg tych charakterystyk dla elementu opdzniajacego i
inercyjnego (rys. 4.38b). Charakterystyka ta praktycznie tylko nieznacznie r6zni si¢ od
charakterystyki fazy uktadu op6zniajacego.

Trajektori¢ charakterystyki amplitudowo-fazowej na plaszczyznie Nyquista mozna
fatwo wykresli¢ analizujac posta¢ (4.95) transmitancji widmowej uktadu (rys. 4.39).
Amplituda transmitancji maleje zgodnie z charakterystyka cztonu inercyjnego, nato-
miast faza narasta w kierunku ujemnym do nieskonczonosci. Lacznie charakterystyka
amplitudowo-fazowa tworzy §limak zmierzajacy do poczatku uktadu wspotrzednych.
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A(w), dBA 2)
20

0,001 0,01

257

—50m

Rys. 4.38. Charakterystyki czgstotliwosciowe: amplitudy a) oraz fazy b)

Im(G(jo))

Rys. 4.39. Charakterystyka amplitudowo-fazowa transmitancji

Element inercyjny wysokiego rzedu

Zatozmy, ze szeregowo z uktadem inercyjnym II rzedu o transmitancji (4.54) wlaczo-
ny zostanie uktad inercyjny I rzedu o jednostkowym wzmocnieniu i stalej czasowej 7.
Woéwczas transmitancja wypadkowa uktadu bedzie nastepujaca:
Y(s) k k
G(s) = = =
U@s) (Ts+1)Ts+1)Tys+1) TLL(s+1/T ) s+1/T, s +1/T;)
gdzie: —1/T1, —1/T», —1/T5 sg pierwiastkami mianownika (biegunami transmitancji).

(4.97)
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Nastepny przyktad pokazuje, jak zmieniajg si¢ wlasciwosci uktadu po rozszerzeniu
jego transmitancji o dodatkowy biegun.

Przyklad 4.5. Transmitancja uktadu II rz¢du okreslona jest zaleznoScig (4.54), gdzie: Ty
= 1s, T» = 10s, k = 1. Okresli¢ charakterystyki czgstotliwosciowe oraz od-
powiedz na skok jednostkowy uktadu po jego rozszerzeniu o kolejny
czlon inercyjny o stalej czasowej: a) 73 = 100s, b) 73 =0, 1s.

Na poczatku obliczmy odpowiedzi uktadéw na skok jednostkowy przed i po dodaniu trzeciego
bieguna. Dla uktadu II rzedu otrzymujemy nast¢pujaca transformat¢ odpowiedzi:

1 k k
Y :7G = =
@)= ) = e U +1/T) ~ TTysls—s )5 —s,)

>

gdzie: s, =——, §, =—— - bieguny transmitancji.
1 2
Metoda residudw (3.47) obliczamy transformat¢ odwrotna:

o . ke™'T : ke™!'™ _ k YL N Ay
y1(2)(t)_£_{Y1(2)(s)}_k Tz(l/Tz_l/Tl) Tl(l/Tl_l/Tz)_Tz_Tl (Tz(l € ) Tl(l € ))

Przebieg tej odpowiedzi jest pokazany na rys. 4.40 (krzywa II).

A
»i(0) ———
i /% 111b _— 1

pd

0,8
L N 4
0,6 /
0,4 /
0,2

00— 100 200 = 300 = 400  is

Rys. 4.40. Odpowiedzi badanych uktadoéw na skok jednostkowy: 11 — uktad I1-go rzgdu; I1la —
11I-go rzgdu z T34; 11Ib — 111-go rzgdu z T3

Funkcje odpowiedzi mozna takze zapisac z zastosowaniem biegunow transmitancji:

Vi) = fl{Yuz)(S)}: s1—€S(S1 (1 —e )— Sz(l —e" ))

1 2
Dla uktadu III rzedu podobne postgpowanie doprowadzi do nastepujacej odpowiedzi na skok
jednostkowy:

Tze—t/T1 Tze—t/TZ Tze—t/T3
J’1(3)(1):k 1- ! - 2 - .
(n-1,)1,-1,) (I,-T)1,-Ty) (T,-T,\75-T,)
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1 rownowaznie:

sy ts, 183
s (6) Zk[l— 85,85€ B 5,85€ B 5,5,€ J
e (Sl -5 )(Sl _S3) (Sz 5 )(Sz _Ss) (Ss -5 )(S3 _Sz)

Po podstawieniu do powyzszych rownan podanych w zadaniu parametréw otrzymamy szukane
przebiegi. Na rys. 4.40 s3 pokazane kolejne odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu III rzedu
dla danych a) oraz b).

Rozmieszczenie biegundow na ptaszczyznie s jest pokazane na rys. 4.41. Warto zauwazy¢, ze
wszystkie bieguny sa rzeczywiste i ujemne (lezg po lewej stronie od osi urojonej).

Im(s) 4

T3 U, 1T, -1/Ts,

-10,0 -1,0  -0,1 -0,01 Re(s)

Rys. 4.41. Potozenie biegundw transmitancji na ptaszczyznie zespolonej s

Transmitancja widmowa uktadu II-go rzedu jest okreslona przez (4.58), natomiast dla uktadu
III-go rzgdu otrzymamy:

. k
Y007 (ot inwr)
skad tatwo okresli¢ cz¢$¢ rzeczywista: Re(G(jw)), urojona: Im(G(jw)) oraz modul: |G(jw)|.
Faze uktadu Ill-rzedu mozna obliczy¢ jako sumg¢ argumentdow poszczegdlnych czynnikow
transmitancji widmowe;j:
o(w) = —arg(jT,o+1)—arg(jTyo+1)—arg(jTiw+1) .-
Jak wida¢, taczna zmiana fazy dla 0 < @ < e wynosi —37/2.
Charakterystyki logarytmiczne amplitudy i fazy dla trzech analizowanych uktadow sa pokaza-
ne na rys. 4.42. Widaé, ze charakterystyki amplitudy aproksymowane prostyki odcinkami
(czarne linie) tylko nieznacznie r6znig si¢ od rzeczywistych charakterystyk.
Analizujac zarowno odpowiedzi na skok jednostkowy jak i charakterystyki czestotliwosciowe
widac, ze dodanie do uktadu II-go rzedu dodatkowego cztony inercyjnego o stalej czasowej 73,
= 0,1s tylko nieznacznie zmienia analizowane przebiegi. Inaczej jest z cztonem o stalej czaso-
wej T3, = 100s — tu obserwujemy duza zmiang zaréwno odpowiedzi czasowej, jak i charaktery-
styk czestotliwosciowych.
Problem ten mozna analizowaé na podstawie warto$ci biegunéw transmitancji. Zwré¢my uwa-
ge¢ na to, ze biegun, ktdry istotnie zmienia charakterystyki uktadu (zwigzany ze statg czasowsa
T34), lezy najblizej od osi urojonej (rys. 4.41). Odwrotnie jest z dodanym czlonem o statej cza-
sowej T3, — zwigzany z nim biegun lezy najdalej od osi urojone;.
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A(w), dB a)
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Rys. 4.42. Logarytmiczne charakterystyki czgstotliwosciowe amplitudy a) oraz fazy b)
analizowanych uktadow

—3m/2

Obserwacje poczyniong w powyzszym przyktadzie mozna uogélni¢: o whasciwo-
sciach dynamicznych i czestotliwosciowych uktadu wysokiego rzedu decyduja gtow-
nie dwa bieguny o najmniejszych wartosciach czgséci rzeczywistej (w ogélnym przy-
padku moga to by¢ sprzezone pary biegundéw zespolonych). Stusznos¢ tego wniosku
bedzie zalezata od wzajemnego polozenia takze innych biegundow — zwlaszcza, gdy
tworza one grupy biegunow nieznacznie od siebie odlegtych. Tym niemniej, w wielu
praktycznych przyktadach, uktad wysokiego rzgdu moze by¢ reprezentowany za po-
mocg ekwiwalentnego uktadu II-go rzedu, ktéry zostal utworzony z oryginalnego
uktadu przez pominiecie biegunow najdalej potozonych od osi urojone;.

Element oscylacyjny z inercja

Przeprowadzimy dyskusj¢ podobna do powyzszej przy zatozeniu, ze wyjSciowym
uktadem jest czton oscylacyjny, w szereg z ktérym dodawany jest uktad inercyjny I-
go rzedu. Otrzymujemy nastepujaca transmitancj¢ zastepcza:

2 2
G(s)=( kw, /T, kw, /T,

s> +28w,s +a)f)(s—s3) B (s—s)(s—5,)(s—55)

i

(4.98)
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gdzie: s, =W, +0,\|{* ~1=~{o, T jo,[1-{* ({<1), s;=-1/T,.

Transformata odpowiedzi na skok jednostkowy ma nastepujaca forme:

G(s) _ kay /T, B ka? /T,
s sl 285+l )s—s)  SG-s)s—s)s—s3)

Y(s)= (4.99)

W mianowniku tej transformaty wystepujg cztery roézne pierwiastki, wigc stosujac
metodg residuow mozemy okresli¢c odpowiedz czasows:

kol [ -1 e’ e’ e™
»(@)= + + + ,
T\ 88,85 8108, =8,)(8,=583) 8508, =8)(s, —53) 85055 —5,)(s5 —5,)

co po wstawieniu stosownych warto$ci biegunow prowadzi do nastepujacego rownania:

1 (a)nyg )2 e_t”}
Sll'l(a)tt‘f' 7/)—
(-¢*fi-2¢0,7,+ (1)) 1-2¢0,7,+(@,1)

eyl/¢w)-21) o, 1= o
o) -T-tg'y)’ ¢

Mozna zauwazy¢, ze po usunigciu czlonu inercyjnego (73 = 0) zalezno$¢ (4.100)
przedstawia odpowiedz uktadu oscylacyjnego na skok jednostkowy.

Charakterystyki czestotliwosciowe rozwazanego uktadu I1I-go rzedu mozna okre-
sli¢ na podstawie analizy transmitancji widmowej otrzymanej z (4.98). Nastepny
przyktad pokazuje zmiang wilasciwosci uktadu oscylacyjnego po rozszerzeniu go o
czton inercyjny I-rzedu.

eféw,,t

n)=k I_J |, (4.100)

gdzie: 0, =w,\/1-{° , y=arctg

Przyklad 4.6. Transmitancja uktadu III rzedu utworzonego z elementu oscylacyjnego
rozszerzonego o czton inercyjny jest okreslona zaleznoscig (4.98), przy
czym: k= 1,5; @, = 1,5s7"; {= 0,2 (wspotczynnik thumienia). Zbada¢ wia-
$ciwos$ci uktadu przy zmianie statej czasowej czlonu inercyjnego.

Dla podanych parametrow bieguny transmitancji uktadu oscylacyjnego przyjmuja nastgpujace
wartosci: s, =—0,3£j0,98.

Cze$¢ rzeczywista pierwiastkoOw zespolonych przyjmuje warto$¢:

RG(SLQ) =W ;: -0,3

Odpowiedz na skok jednostkowy rozwazanego uktadu jest okreslona przez (4.100). Zbadajmy
przebieg tej odpowiedzi dla nast¢pujacych wartosci stalej czasowej uktadu inercyjnego: 75 = 0;
T30 =0,3; T3p = 2 T3g; T3c = 2 T3p; T30 =2 T3¢; T30 =2 T34. A zatem kolejne wartosci statych
czasowych sg podwajane, natomiast pierwszy pomiar odnosi si¢ do uktadu oscylacyjnego bez
cztonu inercyjnego. W ten sposob bieguny transmitancji cztonu inercyjnego:

1 ur, -
G,(s)= = UL =Sy,

sT, +1_s+1/T3 §—8;
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przyjmuja nastgpujace wartosci:
830 =-3,33; 53, =—1,67; 53, = —0,833; 530 = —0,417; 53, = —0,208.

Potozenie biegundéw elementu oscylacyjnego i dotaczonego elementu inercyjnego na plasz-
czyznie zespolonej pierwiastkdw jest pokazane na rys. 4.43.

A

Im(s)
§1 X
83q 83p 3¢ 83d S3e
X X *—%—X -
Re(s)
§2 X

Rys. 4.43. Rozmieszczenie biegunow badanego ukladu

Odpowiedzi badanego uktadu na skok jednostkowy dla wymienionych wartosci stalej cza-
sowej elementu inercyjnego sa pokazane na rys. 4.44. Widac, ze dla krotkiej statej czasowej
odpowiadajacy jej biegun jest znacznie oddalony od poczatku uktadu wspotrzednych, co nie-
znacznie modyfikuje dynamike oryginalnego uktadu oscylacyjnego. W miar¢ wydtuzania si¢
tej stalej czasowej zwigzany z nig biegun zbliza si¢ do poczatku uktadu wspotrzednych (rys.
4.43). Odleglos¢ bieguna s3. = —0,208 od osi urojonej jest mniejsza od podobnej odleglosci
biegunéw elementu oscylacyjnego (Re(si2) = —0,3) i to sprawia, ze w odpowiedzi na skok
jednostkowy dominuja cechy uktadu inercyjnego.

A
yl(t) I I T T T T T I T
T3=0: : : : : : : :
: A :
_ ...... ) §T3=O’6 .................................... 4
203 5N
Ny o - =12
’ . " .
I . LY WY
1,5 ;1 T \:
] : L\\.- o
] rd N\, 4
bt : > B
1_,,’, --”--'“‘.__ ................................ -
i =
i) 4 T m=ag
0’5_4..."’:/4../.2‘4,.' ..... ....... ....... ....... ....... ...... 4
1wiyg o : : : : : : :
] o
1l
R .
0 | 1 1 1 1 1 1 1 1 -

Rys. 4.44. Odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu oscylacyjnego z inercja dla roznych
wartos$ci statych czasowych cztonu inercyjnego
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Obserwacje poczynione w przyktadzie 4.6 sa zbiezne z wnioskami wynikajacymi z
analizy uktadu inercyjnego III rzedu (przyktad 4.5): decydujacy wpltyw na whasciwo-
sci uktadu o danej transmitancji maja te jej bieguny, ktore leza blisko poczatku uktadu
zespolonej plaszczyzny pierwiastkow.

Wiasciwosci typowych elementow dynamicznych mozna analizowac $ledzac linie
pierwiastkowe mianownika transmitancji. Na przyklad w odniesieniu do uktadu II
rzgdu, na zespolonej ptaszczyznie pierwiastkdéw mozna wykresli¢ linie statych warto-
$ci charakterystycznych parametrow transmitancji (rys. 4.45).

A
Im(s)
¢'= const

7= const

@, = const

, = const

y Re(s?

&= const

Rys. 4.45. Linie statych warto$ci parametrow elementu II rzedu

Zaznaczone na rys. 4.45 linie odpowiadajg potozeniu biegunéw uktadu II rzedu, ktore
wyznaczajg state wartosci poszczegdlnych parametrow transmitancji:

- proste rownolegle do osi urojonej sg miejscami polozenia biegundéw, ktoére za-
pewniaja statg warto$¢ statych czasowych: Re(s)=-1/T =-w,( ;

- proste wychodzace z poczatku uktadu wspotrzednych pod katem i sg miejscami
potozenia biegunéw dajacych state thumienie:
J1=¢2 1

> (=

¢ J1+tg’y

- proste rownolegte do osi rzeczywistej sa miejscami potozenia biegunéw dajacych

gy =

state wartosci pulsacji drgan whasnych: Im(s) = @, = +@,[1-” ;
- okregi o srodku w poczatku uktadu wspdirzednych sg miejscami potozenia bie-

2 2
=w,.

gunéw o stalej pulsacji drgah swobodnych: \s\z = ‘—wﬂg“ tjm,1-¢?
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Zadania

4.1. Dynamika obracajgcego si¢ uktadu mechanicznego jest opisana nastgpujacym rownaniem

r6zniczkowym:
2

J g +d 49 +q0=M,

dt de
gdzie: J— moment bezwladnosci, d — wspotczynnik oporow wirowania, ¢ — wspotczynnik
sztywnos$ci, M — moment napedowy, & - kat potozenia.
Okresli¢, dla jakich wartosci podanych parametrow uktad ma charakter oscylacyjny oraz
wyznaczy¢ wspotczynnik thumienia i pulsacj¢ oscylacji ttumionych.

4.2. Okresli¢ transmitancj¢ operatorowa cztonu oscylacyjnego na podstawie znanych parame-
trow odpowiedzi uktadu na skok jednostkowy (rys. 4.21): k= 1,2; 4, = 0,80; 43 = 0,22;
Tu=4s.

4.3. Dla podanego uktadu obliczy¢ transformate sygnatu wyjsciowego Y(s), jako sume od-
dziatywan wejscia U(s) oraz zaklocenia Z(s).

Z(s)
J

U(s) + + G|+

Ys)_

Y

G2 (S )

T H(s)

A

4.4. Narysowa¢ charakterystyki logarytmiczne amplitudy i fazy oraz charakterystyke ampli-
tudowo-fazowa podanego uktadu. Przyjac nastepujace parametry: k. = 2; T = 2s; ko = 1,2;

to=5s.
ve) + | k. Y,
— s(1+sT)
koe*”o -

4.5. Sprawdzi¢, ze w podanym uktadzie dla k£ >> 1 zachodzi zwiazek: G(s) = 1/H(s), gdzie
G(s) jest transmitancja zastgpcza uktadu ze sprzgzeniem zwrotnym. Okresli¢ charakter
G(s) dla: a) H(s) = kus, b) H(s) = ki/s.



Zadania 115

),

U(s) + X
— (O

H(s) [«

4.6. Sprawdzi¢, ze struktura transmitancji podanego uktadu inercyjnego w torze gldéwnym jest
taka sama jak transmitancja ekwiwalentnego uktadu po zamknigciu sprz¢zenia zwrotne-
go. Okresli¢ jak zmienia si¢ wspotczynnik wzmocnienia k oraz stala czasowa T uktadu z
ujemnym sprzezeniem zwrotnym.

. 1+sT, Us) k| X
1+sT

UGs) + kq ¥(s)_

4.7. Powtodrzy¢ obliczenia dla uktadu z przyktadu 4.5 przy ztozeniu, ze wprowadzone jest
dodatnie sprzgzenie zwrotne. Obliczy¢ odpowiedz uktadu na skok jednostkowy dla ko =
0,8; ko=1,0 oraz ky=1,2.

4.8. Sprawdzi¢, ze struktura transmitancji podanego uktadu oscylacyjnego w torze glownym
jest taka sama jak transmitancja ekwiwalentnego uktadu po zamknigciu sprzgzenia
zwrotnego. Okre$li¢ jak zmienia si¢ wspdlczynnik wzmocnienia k, pulsacja @, oraz
wspotezynnik tlumienia {"uktadu z ujemnym sprzezeniem zwrotnym.

U(s) + k@, RON
_ s*+28,0,,5 + @, U(s) ko, Y(s)

n

s*+2lw,s+ @]

4.9. Transmitancja uktadu II rzedu ma nastepujaca postaé:
kay;
G(s)=—5— " gdzie: k=1; @, = 1,5s".
) s*+2lw s+ ) g
Okresli¢ przedzial zmian wspdtczynnika thumienia ¢ dla ktorego przeregulowanie odpo-
wiedzi uktadu na skok jednostkowy miesci si¢ w granicach: 4% < yyy, < 25%. Narysowac
odpowiednie obszary zwigzane z podanym zakresem zmian wspofczynnika ¢ na plasz-
czyznie pierwiastkow jako funkcje kata y (rys. 4.45).






5. STABILNOSC LINIOWYCH SYSTEMOW
CIAGLYCH

5.1. Wprowadzenie

Stabilno$¢ jest bardzo wazna cechg systeméw dynamicznych, ktorg taczy si¢ z ograni-
czonym co do amplitudy przebiegiem odpowiedzi uktadu przy dowolnym ograniczo-
nym wymuszeniu lub zaktoceniu, a takze po ustaniu dziatania tego wymuszenia. W
praktyce rozwaza si¢ zachowanie systemu w przypadku zewngtrznego wymuszenia
impulsowego lub jako rezultat innego ograniczonego wymuszenia. Wynikaja stad
dwie definicje stabilnosci rozwazanych systemow:
1 — System jest stabilny, gdy jego odpowiedz impulsowa z czasem zanika do zera.
2 — System jest stabilny, gdy przy ograniczonym wymuszeniu, jego odpowiedz jest
takze ograniczona'’ (ang. BIBO — bounded input, bounded output stability). Nie jest
zatem wymagane ttumienie tej odpowiedzi do zera.

Dowodzi si¢ [20], ze system jest stabilny wedlug drugiej z podanych definicji (BI-
BO), jesli w odniesieniu do odpowiedzi impulsowej uktadu (funkcji wagi) o transmi-
tancji G(s): g(f) = L' {G(s)} spetiony jest warunek:

ﬂg(t)\dmoo, (5.1)

co oznacza, ze odpowiedz impulsowa jest absolutnie catkowalna.

W praktyce do oceny stabilno$ci rozwazanych tu uktadow korzysta si¢ z ich trans-
mitancji, ktore sg bezposrednio powigzane z opisujacymi je rdwnaniami rézniczko-
wymi. Na podstawie analizy prowadzonej w rozdz. 2 wiemy, ze ciagly, przyczynowy,
liniowy system inwariantny wzgledem czasu, mozna uwaza¢ za stabilny, jesli sktado-
wa swobodna jego odpowiedzi zanika z czasem do zera — co odpowiada pierwszej z
przytoczonych definicji. Pelna informacja na ten temat jest zawarta w jednorodnym
réwnaniu rozniczkowym opisujgcym system.

Transmitancja systemu opisanego rownaniem rézniczkowym (2.18) przyjmuje na-
stepujaca forme:

17 Ograniczono$¢ jest tu rozumiana jako wlasciwosé, przy ktorej warto$¢ bezwzgledna sy-
gnahu nie przekracza skonczonej wartosci.
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Y(s)  b,s"+..+bs+b, _L(s)

G(S): ~ n n-1 - >
U(s) s"+a,,s" +..+as+a, M(s)

nzm (5.2)

Transformata odpowiedzi systemu o transmitancji (5.2) na wymuszenie impulsowe
jest rowna:

Y(s) = L{8(1)}G(s) = G(s) (5.3)

Ogolna posta¢ odpowiedzi czasowej y(f) = L '{¥(s)}, uwzgledniajaca wszystkie
mozliwe przypadki, jest dosy¢ ztozona, wigc ograniczymy si¢ do podstawowych sytu-
acji, opisujac takze przypadki szczegolne. Po obliczeniu zer licznika: L(s) = 0 oraz
mianownika: M(s) = 0 (biegundéw), otrzymamy posta¢ iloczynowa transmitancji (5.2):

b,s" +..+bs+b, _ b,(s—z)s—z)(s-z,) _ L(s)
+a, s"" +..+tas+a, (s—b)s—b,).(s—b,)  M(s)

n

Gs)=, (5.4)

W celu okreslenia transformaty odwrotnej z (5.4) wygodnie jest pogrupowac czyn-
niki mianownika w taki sposob, aby wydzieli¢ bieguny zerowe, bieguny rzeczywiste
oraz bieguny zespolone, ktore wyst¢puja w postaci wzajemnie sprzezonych par.
Otrzymamy wdwczas nastepujgcg postaé transmitancji:

G(s) = L(s) _ kHZl(S_Z") (5.5)
TN y ey ) St

gdzie: m — stopien wielomianu licznika, n. — krotno$¢ zerowych pierwiastkow mia-
nownika, n; — liczba rzeczywistych pierwiastkdw mianownika, n, — liczba par zespo-
lonych pierwiastkow mianownika; wsréd niezerowych pierwiastkéw mianownika
dopuszcza si¢ takze pierwiastki wielokrotne.

Zauwazmy, ze parametry czynnikéw odpowiadajacych biegunom zespolonym w (5.5)
lacza si¢ z zapisem stosowanym w (4.62) w nastgpujacy sposob: @, =—(, @, ,

@, =, +/1-{; (indeksy ¢ oraz n wskazuja, odpowiednio, na pulsacje thumiong lub

niettumiong).

Posta¢ czasowa analizowanej odpowiedzi impulsowej moze by¢ okreslona w wy-
niku obliczenia transformaty odwrotnej z funkcji (5.5). Odpowiedz czasowa moze by¢
zatem zapisana w postaci sumy sktadnikow reprezentowanych przez funkcje wzgle-
dem czasu, ktorych transformaty Laplace’a dajg w sumie zalezno$¢ (5.5). Jesli ktory-
kolwiek z tych sktadnikéw nie spetia warunku stabilnosci, to caly uktad jest niesta-
bilny. Nalezy rozpatrze¢ nastepujace przypadki:

1. Jesli n. = 0 (brak biegunéw zerowych) oraz wszystkie pozostate bieguny transfor-
maty (5.5) sg jednokrotne, to otrzymamy:
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H=g)=S 4" +3 Br e singy ¢ 5.6

y(1)=g(0) Z Zw i (5.6)
Widac¢ stad, ze funkcja g(¢) bedzie z czasem dazy¢ do zera, jesli wszystkie bieguny
rzeczywiste sg ujemne (0; < 0) oraz wszystkie czgsci rzeczywiste biegunow zespo-
lonych sa takze ujemne (o < 0)'®. Wowczas wszystkie bieguny transmitancji leza
W ujemnej czesci ptaszczyzny pierwiastkdw — rys. 5.1. Sg to sg warunki stabilnosci
asymptotycznej systemu. Sytuacja ta odpowiada biegunom A4; i Bi na rys. 5.1. W
takim przypadku speliony jest takze warunek (5.1).

2. Gdy dla przypadku jak w p. 1 wystapia takze bieguny wielokrotne (rzeczywiste lub
zespolone), to odpowiadajgce im sktadniki w funkcji wzgledem czasu (5.6) beda
mnozone przez czynniki o postaci: ¢ ‘pj, przy czym najwyzsza potega / odpowiada
krotnos$ci bieguna pomniejszonej o jeden, p; — stala warto$¢. Latwo sprawdzié, ze
nie zmieni to jednak ogoélnych warunkéw zanikania odpowiedzi (5.6) do zera wraz
z uplywem czasu, a wigc system bedzie takze stabilny asymptotycznie. Na przyktad
(Tabela 3.4):

L' {( ! X } =te” (odpowiedz czasowa zanika do zera dla a < 0).
s—a

3. Jesli dla warunkéw jak w p. 1 wystepuje pojedynczy biegun zerowy (n. = 1), to
dodatkowo w odpowiedzi (5.6) wystapi staly sktadnik 4, (tak bedzie, jesli g;=0 w
odniesieniu do j-tego bieguna rzeczywistego). Tym samym odpowiedZ impulsowa
(5.6) z czasem utrzymuje si¢ na tej wtasnie wartosci (pozostaje wigc ograniczona),
ale stabilno$¢ nie jest asymptotyczna. Przypadek ten odpowiada na rys. 5.1 poje-
dynczemu biegunowi C. Zauwazmy, ze nie jest jednak spelniona podana powyzej
definicja stabilnosci BIBO, co potwierdza nastgpujacy przyktad.

Dla uktadu o transmitancji z jednym biegunem zerowym:

1 . . . 1 -

G(s)=————, otrzymujemy odpowiedz impulsowa: g(t):—<1—e ”’), ktora z
s(s+a) a

czasem zmierza do wartosci 1/a. Badajac odpowiedz tego uktadu na ograniczone

wymuszenie w postaci skoku jednostkowego: u(r) = 1(¢) (U(s) = 1/s), otrzymamy:

1 1

U(s) zm , skad: (1) :?(e ! +at—1),
co przedstawia nieograniczony sygnat.

4. Jesli dla przypadku jak w p. 3 wystgpuje zerowy biegun wielokrotny (n: > 1), to w
odpowiedzi (5.6) wystapia sktadniki o postaci: 7 ‘4, przy czym najwyzsza potega

18 Nalezy zauwazy¢, ze znak wyktadnika w wyrazeniu okre$lajagcym postaé czasowa odpo-
wiedzi, zalezy od znaku bieguna w zapisie transmitancji, na przyktad, dla: L£'{k/(s+0)}

=ke™” , biegun ma warto$¢: s = —o'i odpowiedz czasowa zanika do zera dla —o< 0.
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zmiennej reprezentujacej czas wynosi (n.—1). Sktadniki te (a z nimi cata odpowiedz
uktadu) zmierzajg z czasem do nieskonczono$ci — system jest zatem niestabilny. Na
rys. 5.1 odpowiada to podwdjnemu biegunowi C. Na przyktad (patrz p. 3):

LYG(s))= L {21} =L (e +ar—1) (modut odpowiedzi impulsowej
s“(s+a)| a
zmierza do nieskonczono$ci niezaleznie od wartosci a).

5. Gdy dla przypadku jak w p. 1 jedna z par sprzezonych biegundéw zespolonych ma ze-
rowa czes$¢ rzeczywista (ax = 0 dla dowolnego k), to w wyrazeniu (5.6) odpowiadaja-
cy jej sktadnik prawej strony ma cechg niettumionych oscylacji. Taka sytuacja jest
ilustrowana na rys. 5.1 dla przypadku pojedynczej pary sprzezonych biegunéw urojo-
nych D, D". Sygnat wyjsciowy nie narasta do nieskofczonosci, ale tez nie jest thu-
miony do zera, zatem odpowiada mu stan stabilny lecz nieasymptotyczny. Z punktu
widzenia podanych definicji stabilnosci (B/BO) jest to jednak uktad niestabilny, gdyz
mozna znalez¢ takie ograniczone wymuszenie, przy ktorym uzyskuje si¢ nieograni-
czong odpowiedz. Na przyktad jesli na wejscie uktadu o transmitanc;ji:

G(s)= a (g(l) =sin at) zostanie podany ograniczony sygnat: u(t)=cosat

s +a’
s . a s as

U(s)=—— |, to na wyjSciu otrzymamy: Y(s)=———— 5 5 = 5

s“+a s“+a” s"+a (52+a2)

[ ()= Esm at) , co w dziedzinie czasu przedstawia sygnat sinusoidalny o rosngcej

nieskonczenie amplitudzie.

6. Gdy w sytuacji jak w p. 5 rozpatrywany biegun zespolony z zerowa cze$cia rze-
czywistg jest wielokrotny, to sktadnik z funkcjg sinusoidalng z prawej strony (5.6)
bedzie mnozony przez wyrazenie zawierajace czynnik o postaci: ¢ B/, (porow-
naj z p. 4), co daje przebieg sinusoidalny o narastajgcej amplitudzie. Prowadzi to do
niestabilnego systemu — wielokrotna para biegunéw E na rys. 5.1. Na przyktad:

i {<212)2} =%(Sin at—atcosat)=g(t), a # 0 (odpowiedz impulsowa przy-
s“+a a

biera posta¢ oscylacji o narastajacej amplitudzie.

Analizg te¢ mozna sprowadzi¢ do nastepujacego wniosku: liniowy system o transmi-
tancji (5.2) jest stabilny asymptotycznie, jesli wszystkie pierwiastki mianownika trans-
mitancji sg ujemne (w przypadku biegunow rzeczywistych) lub maja ujemne czeSci
rzeczywiste (w przypadku biegundéw zespolonych). Spelione sg wowczas takze warun-
ki stabilnosci BIBO. System jest stabilny, lecz nieasymptotycznie (znajduje si¢ na grani-
cy stabilnosci) (ang. marginally stable), jesli ktorykolwiek pojedynczy biegun rzeczywi-
sty jest rowny zero lub pojedyncza para biegow zespolonych sprzezonych ma zerowa
cze$¢ rzeczywista, a wszystkie pozostate bieguny leza w lewej czgsci zespolonej plasz-
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czyzny biegunéw. W innych przypadkach system jest niestabilny. W rozwazanych tu
przypadkach, uktad cechujacy si¢ stabilnoscia nieasymptotyczng, jest w istocie uktadem
niestabilnym. Zauwazmy, ze jesli jakikolwiek biegun transmitancji uktadu lezy na osi
urojonej (punkty C, D lub E na rys. 5.1), to nie jest spetniony warunek (5.1).

jo
B
B E X
X
pojedynczy
biegun D D
podwdjny
biegun C
A C A,
~ pojedynczy ~ o
biegun C J
= - —
D" podwojny
B biegun E
X . B
E X

Rys. 5.1. Ilustracja charakteru odpowiedzi impulsowej systemu w zalezno$ci od potozenia
biegunéw transmitancji

Przyklad 5.1. W podanym uktadzie okresli¢ warto$¢ wspotczynnika £, dla ktorego
uktad jest stabilny.
U+ k Y,
B s(5s+1)
s+1

Transmitancja tego ukladu jest rowna:
k

_ Y(s) _ s(5s+1) _ ks(5s+1)
U(s) (4 KG+D 557 45k +1)+k
s(5s+1)

G(s)
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Obliczamy pierwiastki mianownika rozwiazujac réwnanie:
M(s)=5s>+s(k+1)+k=0
A= (k+1)> =20k = (k—9)* -80

—9y
Stad: A = Jk=97-80 dlak>9++80
j\/m dlak <9++/80

—(k+1)+ /80— (k—9)’
k+DENBO-(K=9)" 41k <94R0

_ 10
S, =
T (k+1)t4(k—-9)> —80
( )1(0 ) dlak >9++/80

Mozna sprawdzié, ze warunek dla pierwiastkow rzeczywistych jest zawsze spetniony, gdyz:

k+1>+(k—9)>—80 dla k =9++/80

W przypadku zespolonej pary pierwiastkdéw musza by¢ spetnione warunki:

#(—)H)<O oraz k<9++/80,

skad otrzymujemy:

1<k <9++80

Wspotczynnik k reprezentuje wzmocnienie, wigc naturalnym ograniczeniem jest warunek: & >
0. Biorac pod uwage oba przypadki: gdy bieguny sg rzeczywiste lub zespolone, wida¢, ze
uktad jest stabilny dla wszystkich praktycznych warto§ci wzmocnienia.

Obliczanie biegunéw transmitancji bywa jednak w praktyce operacja nadmiernie
ztozona, jak na potrzeby okreslenia stabilnosci systemu. Doprowadzito to do rozwoju
roznych uproszczonych metod oceny stabilnosci systemdw, bez koniecznos$ci znajdo-
wania miejsc zerowych mianownika jego transmitancji. Metody te nazywane sg kryte-
riami stabilno$ci. Kryteria te dostarczaja niekiedy takze dodatkowych informacji o
wlasciwosciach analizowanych systemow oraz sposobach poprawy ich stabilnosci.

Kryteria stabilno$ci mozna podzieli¢ na nastgpujgce grupy:

— kryteria algebraiczne, w ktorych analizowane sa wielomiany mianownika transmi-
tancji (funkcji charakterystycznej);

— kryteria czestotliwosciowe, w ktorych badany jest mianownik transmitancji wid-
mowej systemu;

— kryteria odnoszace si¢ do transmitancji uktadu otwartego ze sprz¢zeniem zwrot-
nym ujemnym, ktore pozwalajg oceni¢ stabilnos¢ uktadu zamknietego;

— kryteria badania stabilno$ci catego ekwiwalentnego uktadu.

W dalszej czgsci tego rozdzialu analizowane sg podstawowe kryteria badania sta-
bilno$ci inwariantnych liniowych systemow przyczynowych.
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5.2. Kryterium Routha-Hurwitza

Kryterium Routha-Hurwitza nalezy do grupy kryteriow algebraicznych, ktore stosowane
sg w odniesieniu do ekwiwalentnych zamknigtych uktadow regulacji, ktorych transmi-
tancja ma postaé (5.2). Kryterium to dostarcza informacji, czy pierwiastki wielomianu o
wspotczynnikach rzeczywistych, ktory tworzy mianownik transmitancji (5.2), maja
ujemne czgsci rzeczywiste i ewentualnie ile pierwiastkow nie spetnia tego zatozenia. W
ogolnym przypadku wielomian ten mozna zapisa¢ w nastgpujacej formie:

M(s)=a,s" +a, s"" +..+as+a, (5.7
Wszystkie pierwiastki wielomianu (5.7) maja ujemne czg$ci rzeczywiste, jesli naste-
pujace trzy kroki procedury Routha-Hurwitza sg spetnione:
1. Wszystkie wspotczynniki a; wielomianu sg rézne od zera.

2. Wszystkie wspotczynniki a; sa tego samego znaku.

3. W utworzonej tablicy Routha wszystkie wspotczynniki pierwszej kolumny maja
ten sam znak. Kazda zmiana znaku wskazuje na obecnos$¢ jednego pierwiastka
wielomianu w prawej czesci zespolonej plaszczyzny pierwiastkow (czes$¢ rzeczy-
wista tego pierwiastka jest dodatnia, wiec uktad jest niestabilny). Przej$cie do tego
kroku jest uwarunkowane spetlieniem warunkéw pierwszych dwoch krokow.

Tablica Routha jest utworzona z n+1 wierszy o nastgpujacej strukturze:

an an-2 | An4 | An-6
An-1 an-3 Aan-5 an-17
"2 b | by | by | bs
c1 2 c C4

o d d | ds | ds

S (4] e
1

s | N

80

przy czym, wspotczynniki w kolejnych wierszach tablicy, zaczynajac od trzeciego,
obliczane sg nast¢pujaco:

b _ 1 a, an—Z _ a,.4,,—-4,4,3 b _ 1 an an—4 _ 4,18, 4— 4,4, 5
1= - s Yo T - >
=4, | Gy ayy Ay |yt Qs n-1
b _ 1 an an—6 _ an—lanfG — ananf7
3 —_ 5 eeey
an—l an—l an—7 an—l
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c = 1 an—l an—3 blan—S - an—le Cc. = 1 a”*l a"*S _ blan—S — an—1b3
1 _bl bl bz b1 T _bl bl bs bl ’
1 |a,, a,, ba _-.—a _b 1 |e e
¢ 1 N2 Z0s o = 1 2=f162=e2.
- b1 bl b4 bl - fl fl 0 fl

Przyklad 5.2. Postugujac si¢ kryterium Routha-Hurwitza zbadac¢ stabilnos¢ uktadu z
przyktadu 5.1. Okresli¢ zakres zmian wspotczynnika k dla ktorego uktad
jest stabilny.

Wielomian charakterystyczny uktadu rozwazanego w przyktadzie 5.1 jest nastgpujacy:
M(s)=5s>+s(k+1)+k=0

Pierwsze dwa warunki kryterium Routha-Hurwitza sa spelnione, gdy spetnione s3 nastepujace
relacje:

k+ 1> 0 oraz k> 0, co wymaga spelnienia warunku: £ > 0.

Tablica Routha jest nastgpujaca:

s 15k

s | k+1 0, gdzie: blzmzk
—(k+1)

1| b

Wida¢ zatem, ze jesli jest spetniony warunek: k& > 0, to réwniez wszystkie wyrazy pierwszej
kolumny tej tablicy sa dodatnie, co zapewnia stabilnos¢ uktadu.

Przypadek szczegdlny 1: w pierwszej kolumnie, w wierszu o numerze wigkszym niz
dwa wystepuje wspotczynnik o zerowej wartosci. Wowczas zakladamy, ze wielkos$¢ ta
wynosi € o dowolnie matej wartosci. W dalszej analizie nalezy okresli¢ liczb¢ zmian
znaku wspotczynnikdéw pierwszej kolumny z pominigcie tego elementu o zerowej
warto$ci. Jesli w wierszach powyzej i ponizej zerowego elementu znaki wspotczynni-
kow sg takie same, to wystgpuje para pierwiastkow urojonych (z zerowg czescig rze-
czywistg). Liczba zmian znaku wspoétczynnikow w pierwszej kolumnie, z pominig-
ciem wiersza z zerowym elementem, Swiadczy o liczbie pierwiastkow lezacych po
prawej stronie ptaszczyzny zespolonej pierwiastkow transmitancji.

Przyklad 5.3. Stosujac kryterium Routha-Hurwitza okresli¢ stabilno$¢ uktadu, ktorego
wielomian charakterystyczny ma nastepujacg postac:

M(s)=s"+s5 +s5"+5+2

Budujemy tablice Routha:
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sY11 01 2

$11 10

s* | b, b, 0,gdzie: b1=£—>0,b2=2,c]:€_2—>—oo,d1=2,
s | ¢ €

1|4,

Widaé, ze wystepuja dwie zmiany znaku w pierwszej kolumnie, co $wiadczy o tym, ze wielo-
mian charakterystyczny ma dwa pierwiastki lezace w prawej czesci ptaszczyzny pierwiastkow.
Uktad jest zatem niestabilny.

Przyklad 5.4. Okresli¢ stabilno$¢ uktadu na podstawie kryterium Routha-Hurwitza,
ktorego wielomian charakterystyczny ma nastepujacg postac:

M(s)=s>+25" +s5+2
Budujemy tablice Routha:

s
2
2 2 . 2
Sl , gdzie: blzeﬁo,b2:2,c1:_€:2_
s | b e
s° ¢

Wspoétczynniki w pierwszej kolumnie nie zmieniaja znaku (z pominigciem wiersza o wspot-
czynniku zerowym). Rownanie charakterystyczne ma par¢ pierwiastkow urojonych (ktore leza
na osi urojonej). Uktad jest na granicy stabilno$ci (stabilno$¢ nieasymptotyczna).

Przypadek szczegolny 2: w tablicy Routha wystepuje wiersz o zerowych wspoétczyn-
nikach. Przypadek ten wskazuje na to, ze wsrdd pierwiastkow wielomianu charaktery-
stycznego M(s) wystepuje para pierwiastkow o tej samej wartosci urojonej lecz o
przeciwnych znakach czesci rzeczywiste;.

Zerowy wiersz w tablicy Routha nalezy wowczas zastapi¢ przez wiersz utworzony
ze wspotczynnikow wielomianu: dP(s)/ds, gdzie P(s) jest wielomianem pomocni-
czym, ktory powstat ze wspotczynnikow lezacych w wierszu powyzej danego wiersza
zerowego. W tym wielomianie ré6zne od zera wspotczynniki wystepuja tylko przy
parzystych potggach zmiennej s. Wielomian P(s) jest jednym z czynnikoéw, na ktore
rozktada si¢ wielomian charakterystyczny: M(s) = P(s) O(s). Oznacza to, ze pierwiast-
ki P(s) sa rowniez pierwiastkami wielomianu M(s).

Przyklad 5.5. Stosujac kryterium Routha-Hurwitza okresli¢ stabilno$¢ uktadu. ktorego
wielomian charakterystyczny ma nastepujacg postac:
M(s)=s"+25" +245° +48s* —255-50

Uktad jest z pewnoscig niestabilny, gdyz wspotczynniki wielomianu charakterystycznego maja
r6zne znaki. Zbudujmy jednak tablice Routha:
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s 1 24 =25

st 2 48 -50

sz b, b, 0 ,glee:b1=48—48_0’b2_—50+50_0
Tl o 2 2

s | d,

1 |e

Wiersz odpowiadajacy s° jest zerowy, wiec okre$lamy wielomian pomocniczy P(s):
P(s)=2s*+48s>—50.

oraz: dP(s)/ds =8s’ +96s .

Stad wspotczynniki zerowego wiersza nalezy zastgpi¢ wspotczynnikami powyzszego wielo-
mianu:

b] = 8, bz =06.
Kolejne wspolczynniki przyjmujg nastgpujace wartosci:
¢ = 8-48-2-96 —24, ¢, = -8-50 _ 50,
8 8
d, :W:IILW, e, =—50.

Pierwiastki wielomianu pomocniczego sg jednoczesnie pierwiastkami M(s), zatem z réwnania:
P(s)=2s"+48s> =50 =0 otrzymujemy: 512 = =1, 534 = £j5.

Wykonujac dzielenie wielomiandw: M(s)/P(s) = s + 2, co jest pigtym czynnikiem rozkladu
M(s):

M(@s)=(+D(s=D(s+5)(s—5)(s+2).

Mamy zatem pelne uzasadnienie niestabilnosci systemu: s; = 1, co jest sygnalizowane jedng
zmiang znaku w pierwszej kolumnie tablicy Routha. Ponadto, pierwiastki s3 4 lezg na osi urojo-
nej.

Wiasciwosci kryterium Routha-Hurwitza

— W wielu praktycznych przypadkach daje szybka oceng stabilnosci uktadu.

— Transmitancja musi by¢ wyrazona w postaci analitycznej funkcji wymiernej (w
formie ilorazu funkcji).

— Wymaga si¢, aby mianownik transmitancji mial posta¢ wielomianu, co ogranicza
jego zastosowanie. Na przyktad nie mozna go stosowa¢ do przypadkow, gdy w
mianowniku  pojawi  si¢  skladnik odpowiadajacy zwloce czasowe;:
M(s)=s"+s+10e™" .

— Kiryterium bezposrednio nie informuje o zapasie stabilno$ci, ktéry mozna zdefi-
niowac¢ jako odlegtos¢ biegundéw od osi urojone;.

Ta ostatnia niedogodno$¢ moze by¢ czesciowo ominieta, jesli zastosowac procedu-

r¢, ktora jest ilustrowana na rys. 5.2.
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jo

zapas
stabilnos$ci

A
Y

X

q‘y

Rys. 5.2. Okreslenie zapasu stabilnosci na ptaszczyznie biegundéw transmitancji

Zapas stabilnoS$ci okreslony przez odleglo$¢ najbardziej znaczgcego bieguna
transmitancji od osi urojonej mozna zmierzy¢ przez przesuwanie wszystkich pier-
wiastkow wielomianu charakterystycznego w kierunku dodatnich wartosci czesci rze-

czywistych: s\) =s'™" + Ao, az uktad stanie si¢ niestabilny. Procedure mozna po-

dzieli¢ na szereg krokéw z matym przesunigciem w kazdym z nich. Suma przesuni¢é¢
w kolejnych krokach daje poszukiwany zapas stabilnosci.

Przyklad 5.6. Okresli¢ zapas stabilno$ci uktadu, ktorego wielomian charakterystyczny
ma nastepujaca postac:

M(s)=s"+6s+11s+36.

Tablica Routha:
1 11
216 36 11=1- .
Sl , gdzie: bI:M:S,CI:ﬂ:%,
s | b 6 5
s° ¢

Uktad jest zatem stabilny.

s, =s+A0 ,czyli: s=5,—AC

Po podstawieniu do wielomianu M(s), otrzymamy:
(s, —A0) +6(s, —Ao)* +11(s, —Ao) +36

=5 —35’Ac+35s N0~ N0 +65> —125 Ac+6N 0 +11s, —11Ac +36

K

=5 +52(6—3A0)+5,3N0—12A0 +11)+36-11Ac + 6A°c - Ao

s

Tablica Routha:
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s 1 3A6-12A0+11

s |6-3Ac 36-11Ac+6Ac—No
s' b,

s’ ¢

(6-3A0)3N 0 —12A0+11)-(36-11A0 + 6A°c — A'o)

gdzie: b, = 6 _3As

¢, =36-11Ac+6Ac—No .
5.3. Kryterium Michajlowa

Zat6zmy, ze transmitancja zamknigtego uktadu n-tego rzedu jest okreslona w postaci:

_ b, (s -z )(s -z, )(s -z, ) _L(s)
()= (s=b)s—b,).(s=b,) _M(s) (5-8)

Rozpatrzmy posta¢ widmowa funkcji charakterystycznej M(jw). Biegun s, wystgpuje
w czynniku: (s — Si)s=jo = (j@ — si). Jesli s, lezy na lewo od osi urojonej, to przyrost
argumentu (j@— sx) przy zmianie pulsacji @ od —eo do +co wynosi m. Jesli natomiast
s, lezy w prawej polptaszczyznie, to przyrost argumentu (jw—s,) przy zmianie @
od —oo do +oo wynosi —7. Zasada ta jest ilustrowana na rys. 5.3 dla dwdch biegunow
potozonych w ujemne;j (s1) oraz dodatniej (s2) czesci plaszczyzny pierwiastkow trans-
mitancji'’.

Ims
(jo-s)
—7T
o +7Z- 52 Res
(jo—s,)

Rys. 5.3. Zmiana kata czynnika (jo—s,)

19 A.B. Muxaiinos, [apmonuueckuti anaius 6 meopuu pezyiupoéanus. ABTOMaTthka |
Tenemexanuka, No. 3, 1938, c. 27-31.
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W takim razie laczna zmiana kata (argumentu funkcji M(jw)) wszystkich czynni-
koéw mianownika przy zmianie pulsacji @ w zakresie <—eo, +oo> wyniesie:

oo

Mrg(M(j@)=AMrgljo) +a, ,(j@) +..a,(jo) +a,] |
- (5.9)

=Argl(jo—s)] | +..+ Mrgl(jo-s,)] |
Aby uktad byt stabilny, wszystkie bieguny powinny si¢ znajdowa¢ w lewej potptasz-
czyznie, a wigc przyrost argumentu winien wynosi¢ (+#-m), n — rzad transmitancji. A
zatem warunek stabilno$ci mozna sformutowaé nastepujaco.
Uktad jest stabilny asymptotycznie, jesli przyrost argumentu widmowej funkcji cha-
rakterystycznej M(jw) rzedu n przy zmianie @ od —oo do + o wynosi (n-7) :

AMrgM(jo)|~ =n-n (5.10)

Poniewaz funkcja M(j @) jest symetryczna wzgledem osi rzeczywistej, wigc analiz¢ mozna
prowadzi¢ tylko dla dodatnich wartosci pulsacji, dla ktorych kat zmienia si¢ o potowe:
MreM (jo).” :n.g (5.11)

Wynika stad nastgpujgca postac tego kryterium: wszystkie bieguny transmitancji (5.4)
maja ujemng czg$C rzeczywista, jesli charakterystyka czestotliwosciowa funkcji
M(jw), 0 < @< oo, przechodzi doktadnie przez n ¢wiartek w kierunku dodatnim.
Jednoczesnie, jesli g pierwiastkow lezy w prawej polptaszczyznie, to zachodzi naste-
pujaca zaleznos$¢:

ArgM (jo)|” =(n-2g)n (5.12)

Jesli nie ma pierwiastkow w prawej polptaszczyznie, a p pierwiastkow lezy na osi
liczb urojonych, to prawdziwy jest zwigzek:

ArgM (jo)| =(n-p)n (5.13)

Réwniez w ostatnich dwoéch zalezno$ciach przyrost kata zmniejsza si¢ o polowe, jesli
obszar zmian pulsacji ograniczy¢ tylko do dodatnich wartosci. Mozliwo$¢ stosowania
tego kryterium jest ograniczona do przypadku, gdy M(jw) # 0 (wowczas argument tej
funkcji nie moze by¢ okreslony). Jesli jednak zachodzi przypadek, ze M(jw) = 0, to
transmitancja ma biegun lezacy na osi urojonej i uktad nie jest stabilny asymptotycznie.

Przyklad 5.7. Postugujac si¢ kryterium Michajtowa zbadac stabilnos$¢ podanego uktadu.

N 10 Y

U-—»0O—» ———
_T (s+1)°
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Transmitancja wypadkowa ukladu zamknietego ma nastepujaca forme:

10

G(s) = (s+)> _ 10 _ L(s)
1410 sT4+2s+11  M(s)
(s-i—l)2

Funkcja charakterystyczna:

M(s)=s"+2s+11

oraz jej posta¢ widmowa:

M(jo)=(jo)’ +2jo+11=(11- ")+ 20 =Re(M (jo))+ jIm(M (jo))

Im M(jo)

N

\ 11 Re M(jo)
AArg(M(jw))

Rys. 5.4. Przyrost kata funkcji M(jw)

Na podstawie rys. 5.4 wida¢, ze przy zmianie pulsacji @ w zakresie (0, o), argument funkcji
charakterystycznej zmienia si¢ o T = 2(n/2), przy czym n = 2. Kryterium Michajlowa jest spet-
nione, zatem uktad jest stabilny.

Przyklad 5.8. Zbadac¢ stabilno$¢ podanego uktadu za pomocg kryterium Michajlowa.

n ke™" Y

U
’_T (s+1)°

Obliczamy transmitancj¢ uktadu zamknigtego:
ke™
st +2s+1+ke™"
oraz widmowa funkcj¢ charakterystyczna:
M(jo)=(1-&" )+ 20+ke " =(1- & +kcoswr)+j(20—ksinor) .

G(s)=

Do graficznej analizy przyjeto nastepujace parametry: 7= 0,5s, k = k1 = 1, kn = 5, ks = 20.
Przebiegi funkcji na plaszczyznie zespolonej dla poszczegoélnych warto§ci wzmocnienia k sg
pokazane na rys. 5.5. Rys. 5.5b pokazuje przebiegi tych funkcji dla poczatkowych wartosci
pulsacji @.
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Im(MGaf 5, @ Im(M(jw) 1, b)
I// \\\
=23 ™ 100 \\
3 P 5
\\ .y /; \\/ 80 2 \\
AT, A _ Re(Go)
-7 ) N 60 40 30 =20 -10 (0 —
VN \ N
\\ ;I 40 AN
N~ \l 'Ill \\\ 3 75
J \
YN 20 <
N, \\
. . . . . | ReM(w) N -10
2500 2000 1500 -1000 —500 1,0 S )
20 s

Rys. 5.5. Przebiegi rozpatrywanej funkcji charakterystycznej dla réznych wartosci parametru 4:
1-k=1,2-k=5,3 - k=20, strzatki ukazujg kierunek narastania pulsacji @

Wida¢, ze w miare wzrostu pulsacji argument funkcji bedzie dazyt do wartosci &, jednak o
catkowitej zmianie argumentu decyduje w tym przypadku zachowanie si¢ funkcji M(jw) dla
matych warto$ci pulsacji (rys. 5.5b). Stabilny jest tylko uktad oznaczony krzywa 1, gdyz w
pozostatych dwoch przypadkach (dla wickszych wartosci parametru k) argument zmienia kie-
runek na ujemny (wirowanie zgodne ze wskazoéwkami zegara) i tagczna zmiana tego argumentu
Wynosi —t.

Na podstawie powyzszej analizy wida¢, ze w tych przypadkach, gdy wyznaczenie
wykresu funkcji M(jw) na ptaszczyznie zespolonej jest proste, kryterium Michajlowa
jest fatwym narzgdziem oceny stabilno$ci systemu.

5.4. Kryterium Nyquista

A.W. Michajlow opracowal prezentowang powyzej czestotliwosciowa metodg oceny
stabilnosci uktadow ciaglych na podstawie wczesniejszej o kilka lat pracy H. Nyqui-
sta®, ktory sformutowal zasady czestotliwosciowej analizy systemow regulacji i oce-
ny ich stabilnosci znane jako kryterium Nyquista. Metoda ta odnosi si¢ do grupy kry-
teriow czgstotliwosciowych, za pomoca ktdrej wnioskuje si¢ o stabilnosci uktadu za-
mknigtego na podstawie analizy uktadu otwartego.

Kryterium Nyquista jest bezposrednio zwigzane z twierdzeniem Cauchy’ego, zna-
nym jako zasada argumentu, ktére odnosi si¢ do zespolonych funkcji analitycznych
[39]. Stosowany tu wniosek z tego twierdzenia jest nastepujacy.

Zatézmy, ze funkcja F(s) = N(s)/D(s) jest analityczna wewnatrz i na konturze C; z
wyjatkiem skonczonej liczby biegunow wewnatrz Cs, a ponadto na konturze Cs nie
wystepuja zera funkcji. Jesli kontur C; obiega w kierunku ujemnym Z zer funkcji (z

20 H. Nyquist, Regeneration Theory, Bell Systems Tech. J., January 1932, pp. 126-147.
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uwzglednieniem ich krotnosci) oraz P biegunéw (z uwzglednieniem ich krotnosci), to
odpowiada mu kontur Cr obiegajacy takze w kierunku ujemnym poczatek uktadu
wspotrzednych ptaszczyzny F(s) = Re(F(s)) + jim(F(s)) N liczbe razy, ktora jest okre-
slona wedtug nastepujacej zaleznosci:

N=Z-P (5.14)

Wynika stad, ze zera zachowuja kierunek obiegu konturu na ptaszczyznie odwzorowa-
nia, natomiast bieguny zmieniajg ten kierunek na przeciwny. Odpowiedni przyktad dla
funkcji: F(s) = s/(s+1)* jest pokazany na rys. 5.6. Funkcja F(s) ma jedno pojedyncze
zero: s: = 0, ktore jest rozwigzaniem réwnania N(s) = s = 0 oraz jeden podwojny biegun:
sp=—1, ktory jest pierwiastkiem rownania D(s) = (s+1)* = 0. Wobec tego: Z=1, P=21
na podstawie (5.14), otrzymujemy: N = 1 — 2 = —1. Oznacza to, ze kontur Cr jednokrot-
nie obiega poczatek uktadu wspotrzednych w kierunku przeciwnym (ujemna wartos$¢ N)
do konturu C; z rys. 5.6a. Daje to dodatnig zmiane kata  (rys. 5.6b).

A

o a) Im(F(s)) | b)

/ S F(S)

/
Sh Sz - '//\ .

o 0 Re(F(s))

Cr

Rys. 5.6. Przeksztalcenie plaszczyzny s w ptaszczyzng F{(s)

Zasada argumentu moze by¢ takze zapisana w odniesieniu do przyrostu kata na
ptaszczyznie F(s): jesli kontur C, obiega w kierunku ujemnym Z zer funkcji F(s) (z
uwzglednieniem ich krotnosci) oraz P jej biegunow (z uwzglgdnieniem ich krotnosci),
to wektor, ktorego koniec porusza si¢ po konturze Cr na plaszczyznie F(s), zmienia
swoj kat o wartos¢:

v=2nN=2nZ-2nP (5.15)

ktora jest liczona w te sama strone, w ktora obiegany jest kontur C; na ptaszczyznie s
(na rys. 5.6b kat y» ma wiec znak przeciwny: warto$¢ ujemna).

Mozna zauwazy¢, ze funkcja F(s) moze by¢ tu traktowana jako odwzorowanie ptasz-
czyzny s na plaszczyzng F(s) (rys. 5.6).
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Przechodzac do kryterium Nyquista, rozpatrzmy uktad regulacji z rys. 5.7. Zaloz-
my, ze poszczegolne bloki majg nastepujgce transmitancje:

Gl(S): Ll(s) , H(S): LH(S) )
M,(s) M, (s)
Transmitancja uktadu zamknietego jest okreslona wedlug znanej zasady:
Gey=tD . G _ G (5.16)

M(s) 1+G(s)H(s) 1+G,(s)

gdzie G,(s)=G,(s)H(s) jest transmitancja ‘otwartego’ uktadu regulacji obejmujace-
go potaczone szeregowo bloki w torze glownym i w torze sprzezenia zwrotnego.

+ Y
YVio G -

H(s)

Rys. 5.7. Uktad regulacji z dodatnim sprz¢zeniem zwrotnym

Wida¢ ponadto, ze:
Li(s)L,(s) _ L,(s)

K AR R E TR

(5.17)

Uktad objety sprzezeniem zwrotnym (uktad ‘zamkniety’) jest stabilny, gdy wszyst-
kie pierwiastki (zera) funkcji charakterystyczne;j:
M, ()M 1, (s) + L, ()L, (5)
M, (s)M 1, (s)

M(s)=1+G,(s) = (5.18)

(bieguny transmitancji G(s)) leza w lewej czgsci plaszczyzny s, lub, co jest rowno-
wazne, ze zaden z nich nie lezy w prawej czesci ptaszczyzny (po pominigciu tych, co
majg zerowa czes$¢ rzeczywista). Do dalszej analizy wazne jest spostrzezenie, ze bie-
guny funkcji G,(s) oraz M(s) sa takie same. Ponadto uktad zamknigty jest stabilny,
gdy funkcja M(s) nie ma zer w prawej czesci plaszczyzny s: Z = 0.

Zatoézmy, ze funkcja charakterystyczna (5.18) ma Z zer oraz P biegunéw w prawej
czgsci plaszezyzny s. Zgodnie z zasadg argumentu Cauchy’ego, jesli obejmiemy
wszystkie te zera i bieguny konturem C; obieganym jednokrotnie w kierunku ujemnym,
to odpowiada¢ mu bedzie przyrost argumentu funkcji M(s) = 1 + Go(s) o warto$¢: y =
21(Z — P) — takze liczony w kierunku ujemnym. Poniewaz postulujemy stabilnos¢ wy-
padkowego systemu zamknigtego, wiec Z = 0. W stabilnym systemie zamknigtym po-
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wyzsze badanie powinno da¢ zmiang argumentu funkcji M(s) o wartos¢: v = -2nP, przy
czym warto$¢ P jest takze liczbg biegunow funkcji Go(s) w prawej czgsci ptaszczyzny s
(jesli P> 0, to uktad otwarty o transmitancji G,(s) jest niestabilny).

Okres$lenie kata w wymaga, aby kontur Cs obejmowal wszystkie zera i bieguny
funkcji M(s) lezace w prawej polptaszczyznie s. Taki kontur, zwany konturem Nyqui-
sta, jest pokazany na rys. 5.8 [12, 15]. Dalej zaktada sig, ze kierunek tego konturu jest
taki, jak zaznaczono na rys. 5.8. Zatem przejécie wzdhuz rozpatrywanego konturu
obejmuje 0$ urojong: s = jw w kierunku (—eo, +o0) oraz potokrag o nieskonczonej war-
tosci promienia. W ostatnim przypadku zaktada sig, ze kryterium Nyquista stosuje si¢
do sytuacji, gdy spetniona jest zalezno$¢ [12]:

1in3(M(s)): Iin}m(l +G,(s)H(s))=C (5.19)

o>0 o>0

gdzie C jest stala wartoscig, przez co nie zmienia si¢ argument funkcji M(s)*'.

jo
8§ =joo

S = 4oo

§=—joo

Rys. 5.8. Kontur Nyquista

Do okreslenia zakresu zmiany argumentu funkcji M(s) przy pelnym obiegu konturu,
obejmujacego prawa czesS¢ plaszczyzny s (rys. 5.8), wystarczy ograniczy¢ si¢ do przej-
$cia wzdhuz osi urojonej: s = ja w granicach (—ee, +o0), gdyz warto$¢ stata C nie zmienia
argumentu. Nalezy zatem bada¢ zakres zmian funkcji:

v = AArg(M (jo)) = AArg(1+ G (jw)H(jw)) = AArg(1+ G, (jw)  (5.20)
—oco< @< —oo< <00 —oco< @<
W rezultacie liczba N pelnych zmian kata w (czyli argumentu funkcji M(s)) o wartos¢
2w przy zmianie pulsacji w zakresie (—oo, +o0) Wynosi:

2 To wymaganie odpowiada zalozeniu, ze transmitancja G, (s)=G,(s)H(s) reprezentuje
swego rodzaju filtr dolnoprzepustowy, dla ktorego: lim(G,(s)H(s))=0.
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Nn=Y-z-p (5.21)
2n

Ze wzgledu na symetri¢ funkcji M(j @) wzgledem osi rzeczywistej zakres zmian pul-
sacji w (5.20) mozna ograniczy¢ do nieujemnych wartosci: 0 < 0 < oo, co w efekcie daje
dodatnig zmiang kata w w (5.20) o wielokrotnos¢ m (jesli kierunek tej zmiany jest zgod-
ny z kierunkiem obiegu konturu Cy).

W praktyce korzystanie z funkcji M(jw) w powyzszym badaniu nie jest wygodne,
gdyz zazwyczaj nie jest ona bezposrednio dostepna w rozktadzie iloczynowym, w
odrdznieniu od funkcji Go(jw), ktora jest widmowa transmitancjg uktadu otwartego.
Wybierajac funkcje Go(jw) zamiast M(jw) = 1 + G,(jw), zachowujemy wszystkie pod-
stawowe cechy powyzszego wywodu, jedynie pomiar kata y, ktory jest liczony
wzgledem poczatku uktadu wspotrzednych M(jw), nalezy odnies¢ do punktu (-1 + jO)
plaszczyzny G,(jw). llustruje to rys. 5.9, gdzie sa pokazane trajektorie funkcji:

40,25 +1)

M(@s)=1+ > =1+ G, (s)| . (rys.5.9a) oraz G(s) (rys. 5.9b).
(s+D(s"+s+1) e
Im(M(j ) a) Im(G,(jw)) A

-

Rys. 5.9. Trajektorie przyktadowych funkcji M(jw) = 1 + G,(jw) (a) oraz Go(jw) (b)

Mozna zauwazy¢, ze w obu przypadkach przyrost kata y przy zmianie pulsacji za-
rowno w zakresie (—oo, +o0), jak i potowie tego zakresu (0, +eo) wynosi 0, natomiast
poczatek uktadu wspotrzednych na plaszczyznie M(jw) oraz punkt —1 + jO na plasz-
czyznie G,o(jw) nie sg objete przez analizowane trajektorie (N = 0).
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Na podstawie powyzszej analizy mozna poda¢ nastepujaca procedure oceny stabil-

nosci uktadu zamknietego wedtug kryterium Nyquista:

1.  Okresli¢ liczbe P biegunow transmitancji uktadu otwartego Gy(s), ktore
znajduja si¢ w prawej czesci plaszczyzny s. Mozna w tym celu postuzy¢ sie
kryterium Routha-Hurwitza lub Michajtowa. Jesli uktad otwarty jest stabilny
(co czesto ma miejsce), to P = 0; w innym przypadku P > 0.

2. Wyznaczy¢ kat y, ktory jest przyrostem argumentu funkcji Go(jw) przy
zmianie pulsacji @ w zakresie (0, +o0):

v =AArg(G,(jo)).

OSw<eo
Na tej podstawie mozna wyznaczy¢ liczbe N przyrostow tego kata o warto$¢ :
N=vy/m.

Znak kata y jest ujemny, jesli trajektoria Go(jw) ma zwrot przeciwny (kieru-
nek narastania przy rosngcym ) do kierunku konturu C; na plaszczyznie s
(rys. 5.8).
Do obliczenia tych wielkos$ci wygodnie jest postuzy¢ si¢ wykresem trajekto-
rii funkcji Go(j@) = Re(Go(jw)) + jIm(Go(jw)) — jak na rys. 5.9b, z ogranicze-
niem zakresu pulsacji do wartosci dodatnich (linia ciggla).
3. Uklad zamknigty jest stabilny (Z = 0), jesli: N = —P (punkt (-1, jO) jest objety
przez trajektori¢ G,(j@) P razy w kierunku odwrotnym niz kierunek konturu Cy).
Stosowanie tego kryterium jest ilustrowane w kolejnych przyktadach.

Przyklad 5.9. W uktadzie jak na rys. 5.7 transmitancje obu elementoéw okreslone sg
nastgpujaco:
k 0,0ls+1
G(s)=————, H(s) = .
(s+1D)(2s+1) Ss+1

Zbadac stabilnos¢ uktadu zamknietego wedtug kryterium Nyquista. Jakie
znaczenie dla stabilno$ci ma warto$§¢ wzmocnienia k.

Okreslamy transmitancje uktadu otwartego:

kO00ls+1)  L,(s)

G,(s)=G,(s)H(s) = (s+D@s+DEs+1) M, (s)

Bieguny tej transmitancji sg pierwiastkami funkcji M,(jw):
S1= 71, S2 = 70,5, 53 = 70,2.
Wszystkie bieguny sa ujemne, zatem uktad otwarty jest stabilny: liczba biegunéw P w prawe;j
czesci plaszezyzny Go(s) jest rowna zero (P = 0).
Aby narysowac trajektori¢ funkcji G,(j@) = Re(G,o(jw)) + jIm(G,(jw)) okreslimy jej sktadowe:
G Gy KOO+ k(1-16920° - 010" )- j(7.99 - 9.83?))
’ (jo+D(2o+1)(j5w+1) 1+300” +1290" +1000°
Trajektoria tej funkcji dla k =5 jest pokazana na rys. 5.10b.




5.4. Kryterium Nyquista 137

a) (G, (j@)) b)
_ =
A - B o= ~
Ve h N
/ AN
/ \
\ \
I\ B | =70 w=0"
o Y Re(G,(j@))
-

Rys. 5.10. Kontur Nyquista (a) oraz trajektoria transmitancji G,(jw) uktadu otwartego (b)

Analizujac przebieg trajektorii dla dodatniego zakresu zmian pulsacji (0, +eo) wida¢, ze suma-
ryczny przyrost kata w (ktory jest tu okreslany wzgledem punktu (-1 + j0)) jest zerowy (N = 0).
Trajektoria przechodzi przez trzy kolejne ¢wiartki ptaszczyzny G,(jw) w tym samym kierunku,
jaki przyjeto dla konturu C;, jednak nie obejmuje punktu (—1 + j0)). Zgodnie z p. 3 kryterium
spetniony jest warunek: N =—P, a wigc uklad jest stabilny.

Warto zauwazy¢, ze o stabilnosci uktadu decyduje potozenie punktu B, w ktorym trajektoria
przecina o$ rzeczywistg. Mozna go wyznaczy¢ z warunku zerowania si¢ czgsci urojonej funkc;ji:
Im(G,(jw)) = 0, skad otrzymamy pulsacje @s, odpowiadajacag punktowi B. Wartos¢ 0B wyzna-
cza si¢ przez podstawienie: 0B = Re(G,(jawp)) = Go(j ws).

W rozpatrywanym przypadku: @ = 0,9, natomiast 0B = —0,078%. Potozenie punktu B zalezy od
wspolczynnika wzmocnienia i po przekroczeniu wartosci k£ = 12,9 trajektoria obejmie krytyczny
punkt (-1 + jO)) przez co uklad staje si¢ niestabilny.

W istocie okreslenie stabilnosci systemu na podstawie kryterium Nyquista nie wy-
maga szczegolowego kreslenia przebiegu trajektorii uktadu otwartego. Zazwyczaj
wystarczy oceni¢ 0ogdlng forme tej trajektorii, natomiast wazna jest ocena jej przebie-
gu wzgledem punktu (-1 + j0), zwlaszcza gdy uktad otwarty jest stabilny (P = 0). Ko-
lejny przyktad pokazuje sposodb postepowania w sytuacji, gdy transmitancja uktadu
otwartego ma bieguny potozone na osi urojone;.

Przyklad 5.10. Przeprowadzi¢ oceng warunkow stabilnosci uktadu zamknietego, gdy
transmitancja uktadu otwartego ma nast¢pujacg postac:

G, (s) k>0,T,>0.

B s(sT,+1)

Bieguny transmitancji G,(s) sa nastgpujace: s; = 0, s, = —1/7,. Biegun zerowy uniemozliwia
bezposrednie zastosowanie procedury objecia konturem wszystkich biegunéw decydujacych o
niestabilnosci uktadu, jak to pokazuje rys. 5.8. Analitycznos¢ transmitancji Go(s) pozwala
jednak tatwo obejs¢ ten klopot przez zastapienie oryginalnej transmitancji przez inng funkcje,



138 5. STABILNOSC LINIOWYCH SYSTEMOW CIAGLYCH

ktéra w granicy jest jej rOwnowazna. Pomyst polega na zaliczeniu zerowego bieguna transmi-
tancji uktadu otwartego do lewej czesci ptaszczyzny (rys. 5.11a) w ten sposob, ze kontur Cy w
tym rejonie obchodzi punkt odpowiadajacy zerowemu biegunowi tukiem o promieniu € — 0.
Dzigki temu uktad otwarty jest rozpatrywany jako stabilny (P = 0).

a) Im(G,(j )
a=-0

)

o Re(Gofj @)

jo
s =+joo

w=+0

Rys. 5.11. Kontur Nyquista z obejsciem bieguna zerowego

Latwo zauwazy¢, ze ten tuk (w obszarze jego wystgpowania) modyfikuje oryginalng transmi-
tancje uktadu otwartego do nastepujacej postaci [15]:

ling G, (s)= lin(l]Lj = lingﬁe'”’ , gdzie ¢ - kat wektora, ktorego koniec porusza si¢ po tuku.
E— £ 8e E— g

Wida¢, ze obrazem rozwazanego tuku na plaszczyznie G,(s) jest potokrag o nieskonczonym
promieniu (k/€, € — 0, rys. 5.11b). Pozostata cz¢$¢ konturu C; pozostaje bez zmian.

W celu oceny stabilno$ci uktadu zamknigtego nalezy okresli¢ calkowita zmiang kata y, jaka
zachodzi przy jednokrotnym obejs$ciu konturu Cy: —eo < @ < +eo (lub tylko potowe tego zakresu
—r1ys. 5.11). Z rys. 5.11b wida¢, ze trajektoria G,(s) nie obejmuje punktu (—1+j0), a wigc N =10
(sumaryczna zmiana kata i jest rowna zero). Zatem: N =7 — P =0, skad Z = 0, co §wiadczy o
stabilno$ci uktadu zamknigtego.

Podobny sposob postepowania mozna stosowac takze w pozostatych przypadkach,
gdy bieguny transmitancji uktadu otwartego G,(s) leza na osi urojonej. W nastgpnym
przyktadzie analizowany jest przypadek podwojnego bieguna urojonego.

Przyklad 5.11. Przeprowadzi¢ oceng warunkow stabilnosci uktadu zamknietego, gdy
transmitancja uktadu otwartego ma nast¢pujacg postac:

k.
2 2

(s +a )Z(SZ, +1)

Bieguny podanej transmitancji sg nastgpujace: si» = tja, s34 = tja, ss = —1/To. Wystepuje tu

zatem podwojny biegun zespolony o zerowej czegsci rzeczywistej. Zauwazmy, ze uktad otwarty
jest w tym przypadku niestabilny (wielokrotny biegun D na rys. 5.1).

G,(s)=  k>0,T,>0.
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Znéw modyfikujemy transmitancj¢ G,(s) w taki sposob, aby wszystkie bieguny znalazly si¢
poza trasa konturu C; obejmujacego prawa cze¢s¢ plaszczyzny s, a wiee P = 0 (rys. 5.12).

Im(G(jw)) b)

—asymptota dla @=a

Rys. 5.12. Kontur Nyquista z obejsciem biegundéw urojonych
W tym przypadku parametr s w poblizu biegunéw zapiszemy nastepujaco:
s=tja+&', e—0, (5.22)
odpowiednio dla dodatniej i ujemnej warto$ci bieguna.

Rozpatrzmy obraz funkcji G,(s) dla dodatnich warto$ci pulsacji @. W poblizu pulsacji @ = a
funkcja ta przyjmuje wigc nastepujaca postac:

G,(9)= g -k .
((ja re?) + az)Z(I tarer)) e+ j2af (+jaT, +eT,e)

Funkcja ta moze by¢ przyblizona nastgpujaca zaleznoscia:
G,(s)= %em , p=—(2¢+n+arctg(aT))), przy czym D — 0.

Jest to zatem wektor o kierunku okreslonym przez kat —¢, ktorego amplituda dazy do nieskon-
czonosci (asymptota). Podstawiajac skrajne wartosci kata @ mozna okresli¢ potozenie tego
wektora przy dojsciu pulsacji @ do wartosci @ od dolnych i od gornych wartosci (rys. 5.12):
w—a p=-1/2 p=-arctg(al), w—a" @=m/2 @ =-2n—arctg(aTl)) .
Wida¢, ze w obu przypadkach wektory maja te same potozenia.

Trajektoria transmitancji G,(jw) jest pokazana na rys. 5.12b. Przyjeto nastgpujace parametry: k
=0,5,a=1, T, = 100. Obejscie w nieskonczonosci jest pokazane tylko dla bieguna dodatniego:
s = ja. Linig oznaczong kropkami pokazano potozenia dwoch asymptot trajektorii w punktach
niecigglo$ci: s = +a. Sg one nachylone do osi rzeczywistej pod katem, odpowiednio =¢. W tym
przypadku asymptoty trajektorii w punkcie nieciagtosci sg wspdlne dla obu kierunkow zbliza-
nia si¢ do tego punktu: zarowno dla @ — a, jak i dla @ — a™.
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Sledzac przyrost kata y wyznaczonego wzgledem punktu (—1+j0) przy zmianie pulsacji w
przedziale: 0 < ® < +eo, widaé, ze koniec wektora zatacza peten okrag w tym samym kierunku,
co kontur C; na ptaszczyznie s. Kat i ma zatem warto$¢ dodatnia: y = 27, a wiec N =2 (5.21).
Mozna wigc okresli¢ liczbg zer funkcji charakterystycznej w prawej czesci ptaszezyzny M(s): Z
=P+ N=0+ 2 =2. Uklad zamkniety jest wigc niestabilny.

Warto zauwazy¢, ze omini¢cie biegunoéw transmitancji Go(s) lezacych na osi uro-
jonej (zarowno zerowych — jak w przyktadzie 5.10, czy tez o niezerowej wartosci cze-
$ci urojonej — jak w przyktadzie 5.11) za pomoca podstawienia (5.22), prowadzi do
tego, ze sa one traktowane jak bieguny lezace w lewej czesci ptaszczyzny s. Droga
obejscia tych biegunow odpowiednim tukiem (rys. 5.12a) jest czescig konturu Cs, kto-
ry ma kierunek przeciwny do wskazowek zegara. Jesli wigc kierunek narastania kata y
jest taki sam, to obliczana na tej podstawie liczba N przyjmuje warto$¢ dodatnig. Wy-
nika to z zasady argumentu Cauchy’ego. Przyjety tu kierunek obiegu konturu C; na
plaszczyznie s jest utrwalony dtuga tradycja, chociaz mozna ustala¢ ten kierunek do-
wolnie, konsekwentnie stosujac zasade argumentu w catym wywodzie.

Kolejny przyktad pokazuje sposob okreslania stabilnosci uktadu wedlug kryterium
Nyquista w przypadku, gdy uktad otwarty jest niestabilny.

Przyklad 5.12. Okresli¢ stabilno$¢ podanego uktadu za pomocg kryterium Nyquista.

U + k Y
s+1/T

s+a
s—b

Zbada¢ wplyw wspolczynnika k przy nastepujacych parametrach podane;j
transmitancji: ¢ = 0,1, 5= 0,1, T= 2.

Transmitancja uktadu otwartego jest nastgpujaca:

k(s+a) sk +ak
G = =
o(5) (s+1/Tks—b) s> +s(1/T=b)-b/T

Bieguny transmitancji: s1 = —1/7, 52 = b (oba s rzeczywiste — rys. 5.13a), a zatem jeden biegun
lezy w prawej czgsci plaszczyzny s (P = 1).

Przebieg trajektorii funkcji G,(jw) jest pokazany na rys. 5.13b. Pokazane sg przebiegi trajektorii
transmitancji uktadu otwartego dla dwoch wartosci wspodtczynnika k. Widaé, ze dla k = 0,6,
punkt (—1 + jO) jest objety jeden raz przez trajektorie w kierunku przeciwnym do kierunku kontu-
ru Cs, a zatem: N = —1. Na podstawie (5.21) obliczamy liczbe zer funkcji charakterystycznej w
prawej czgsci plaszezyzny s: Z= N+ P =-1 + 1 = 0, a wigc uklad jest stabilny. Dla przypadku,
gdy k = 0,4 (rys. 5.13b, linia przerywana), trajektoria nie obejmuje punktu (—1 + jO) i warunek
stabilnosci uktadu zamknigtego nie jest spelniony: N= 0 przy P = 1.



5.4. Kryterium Nyquista 141

jo

§ =4jeo

-1/T

_1’5 1 1 1 1 1 1
-1,2 -1 -0,8 0,6 0402 0 02 04

Re{Go(jw)}

Rys. 5.13. Kontur Nyquista (a) oraz trajektorie funkcji Go(s) dla dwoch wartosci & (b)

Rozr6znienie migdzy dwoma stanami analizowanego uktadu mozna takze obserwowac, $ledzac
ich charakterystyki czasowe. Zauwazmy, ze wnioski plynace z powyzszych rozwazan odnosza
si¢ do uktadu zamknigtego. Latwo okresli¢ jego transmitancjg:
k
G(S)Z s+1/T — sk — bk
. ks+a) s> +s(/T+k=b)+ka—b/T
(s +1/T i s—b)

Odpowiedz impulsowa (funkcja wagi) ukladu jest transformatg odwrotng: g(f) = L{G(s)}.
Przebiegi odpowiedzi impulsowej dla dwoch analizowanych (rys. 5.13b) wartosci wspotczyn-
nika k sg pokazane na rys. 5.14.

0,6

os|
oal
1 N O O
o2
ol

odpowiedz impulsowa g(#)

0

70’10 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
czas, s

Rys. 5.14. Odpowiedzi impulsowe uktadu stabilnego (k = 0,6) oraz niestabilnego (k = 0,4)
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Przebiegi tych odpowiedzi potwierdzaja wnioski z powyzszego badania: dla £ = 0,4 amplituda
odpowiedzi impulsowej z czasem narasta (przeciwnie do odpowiedzi dla k& = 0,6, ktora z cza-
sem zmierza do zera). Obserwacja ta potwierdza ogélny warunek stabilno$ci okre$lony zalez-
noscia (5.1).

Znajomo$¢ powyzszych zasad stosowania metody Nyquista do badania stabilnosci
zamknietego uktadu regulacji pozwala upros$ci¢ zapis tego kryterium, a takze procedure
jego stosowania. Jesli przyjaé, ze kontur Cs obejmujacy prawa czg$¢ plaszezyzny s ma
kierunek jak na rys. 5.8, to kryterium Nyquista moze by¢ sformutowane nastgpujaco:
Zamkniety uktad regulacji jest stabilny jesli suma niestabilnych biegunéw (P) transmi-
tancji uktadu otwartego Go(s) i liczby (N) dodatnich (w kierunku przeciwnym do
wskazowek zegara) pot-okrazen punktu (—1 + jO) na plaszczyznie G,(jw) przez trajek-
tori¢ funkcji G,(j ), przy zmianie 0 < @ < +eo, jest rOwna zero:

Z=N+P=0.

Kryterium Nyquista stanowi baze analityczng do wielu innych sposobow oceny

stabilno$ci uktadéw zamknietych.

5.5. Zapas fazy i zapas wzmocnienia

Jednym z wnioskow plynacych z kryterium Nyquista jest mozliwos¢ oceny stopnia
‘odleglosci’ uktadu zamknigtego od granicy stabilno$ci. Wprowadzono dwa ilo$ciowe
wskazniki, ktore wynikajg ze sposobu zachowania si¢ charakterystyki widmowe;j
uktadu w poblizu punktu (—1+j0) na ptaszczyznie G,(j ).

Rozwazmy przypadek, gdy uklad otwarty jest stabilny (niekoniecznie asymptotycz-
nie). Oznacza to, ze pierwiastki mianownika jego transmitancji (a takze transmitancji
uktadu zamknigtego) nie znajdujg si¢ w prawej czesci ptaszczyzny pierwiastkow s. Jesli
niektoére z nich sg potozone na osi urojonej, to mozna je zaliczy¢ do pierwiastkow sta-
bilnych na zasadzie ‘obejscia’ od strony prawej, jak to pokazuje przyktad 5.10. W takim
przypadku charakterystyka uktadu otwartego w poblizu punktu (—1+j0) ma posta¢ jak na
rys. 5.15. Zapas stabilnosci uktadu zamknigtego mozna oceni¢ przez badanie punktu
przecigcia tej trajektorii z okrggiem wyznaczonym przez krytyczny punkt (—1+j0). Sto-
sowane sa dwa wskazniki znane jako zapas amplitudy i zapas fazy.

Zapas amplitudy jest definiowany nastgpujaco:

1 1

=— = 5.23

gdzie @y jest pulsacja, przy ktorej trajektoria przecina o$ rzeczywista na prawo od
punktu (—-1+j0).

Pulsacje @z mozna okresli¢ z warunku: Im(G,(jw)) = 0, wybierajac wlasciwg wartosé
w przypadku kilku rozwiazan. Zapas wzmocnienia czesto okresla si¢ w decybelach:
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Im(G,(jw))

Re(Go(jw)

Im(Go(j@y)

\_

Rys. 5.15. Przebieg trajektorii transmitancji stabilnego ukladu otwartego

1

1
g= 101Og10 —— = 1010g10 m, dB
0 d

G,(jo,)|

Zapas fazy jest wyznaczony przez kat, ktory dopetnia punkt przecigcia okregu o
promieniu 1,0 z analizowang trajektorig do kata 180°:

Ap =180+ ArgG, (jw,) (5.25)

gdzie ayjest pulsacja, przy ktorej trajektoria przecina okrag jednostkowy ponizej osi
rzeczywistej.
Pulsacje¢, ktora odpowiada punktowi przeciecia trajektorii G,(jw) z okregiem jed-
nostkowym (rys. 5.16), mozna okresli¢ wedlug nastepujacej zaleznosci:
ImG,(ja,)=sinAg (5.26)

Zasade postugiwania si¢ tymi wskaznikami pokazuje kolejny przyktad.

(5.24)

Przyklad 5.13. Badany uktad otwarty ma nastepujaca transmitancje:

G (S)_$
O (1,25 +1)(s +1)

Okresli¢ warto$¢ wzmocnienia k przy ktorej:
- zapas wzmocnienia g wynosi 10dB;
- zapas fazy A wynosi m/6.

Po podstawieniu: s = jo transmitancja uktadu otwartego przyjmuje nastepujaca postac:
— k(2207 + jx1 - 1207))
@' (1-120°)* +4,840°

G,(jo)=
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Im(G,(jo)
y d \
Ap —1
OJRe(GU(jw))
/ @y

Rys. 5.16. Trajektoria transmitancji uktadu otwartego

Przebieg trajektorii transmitancji uktadu otwartego dla wzmocnienia k& = 1 jest pokazany na
rys. 5.16. Pulsacje dla punktu przecigcia trajektorii z osig rzeczywista mozna wyznaczy¢ z
réwnania:

k(1,20 —1) 3
4840 + 0’ (1-120°)°

ImG, (jo) =

Skad: @ =a, ~0,9129 57! (pozostate rozwiazania: @; = 0 oraz @; = —0,9129 pominigto).

Z warunkéw zadania mozna okreslic wielkos¢ d: 20log(1/d) = 10dB, a zatem:
d=10"2=1//10=0316.

Poszukiwana warto$¢ wspotczynnika &, ktory zapewnia powyzsza wielko$¢ obliczamy z nastg-
pujacego warunku:

2 _ 2
2202k 4 o patem: k= d(z,zwd)z+(1 120,

—ReG (jw,) =
() 4840 + @ (1-12m,)° 2,2

Po podstawieniu otrzymamy: k£ = 0,5793. Mozna zauwazy¢, ze warto§¢ wzmocnienia k = 1,
ktorej odpowiada przebieg na rys. 5.16, zapewnia znacznie mniejszy niz zadany w zadaniu
zapas wzmocnienia 10dB.

W celu spetnienia warunkéw odnosnie do zadanego zapasu fazy nalezy obliczy¢ argument
transmitancji (5.25):

ArgG, (jw,) = Ap—180 = 1207

i

—180=-150°.

A zatem:
2

ImG, (jo, k(1-1,2a7 1-1,2w
(%) = arct uz—lSOﬂ skad: ——— L = tg(~150") .

ReG,(jo,) 2,2k, 2,20,

ArgG, (jo,) = arctg

Ostatecznie otrzymujemy nastepujace rownanie:
1207 -1=1270,,
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ktore ma dwa rozwigzania: ay= 0,5259 s~! oraz ay = —1,5 s\. Wybieramy rozwigzanie z dodat-
nig pulsacja, gdyz to drugie dotyczy dopetnienia kata Ap do 90° dla pulsacji ujemnych. Zatem:
ay= 0,44 s7'. Przy tej pulsacji powinien zachodzi¢ zwigzek (5.26):

—ko,(1-1207) 1

ImG (jw,)=sinAg@, czyli: =—.
ey O a1 1207 2

Po podstawieniu uzyskanej warto$ci pulsacji aydla tego punktu otrzymamy: k& = 0,7026.
Podsumowujac wyniki, wida¢, ze zapas wzmocnienia g = 10dB osiaga si¢ dla wzmocnienia k =
0,5793, natomiast zapas fazy Ap =n/6 uzyskuje si¢ dla k = 0,7026.

W celu usprawnienia obliczen w podobnych zadaniach wygodnie jest postugiwac si¢ narze-
dziami programowymi, w ktorych dostepna jest arytmetyka liczb zespolonych, czy tez gotowe
procedury obliczeniowe. Na przyktad, aby skorzysta¢ z procedur programu MATLAB [41]
nalezy zapisa¢ transmitancj¢ rozwazanego ukladu otwartego w postaci ilorazu wielomianow:

k
G, (s)=
(5) 1,25 +2,25% +5
czynnik 1, natomiast wspoétczynniki wielomianu mianownika sg nastepujace: (1,2; 2,2; 1; 0)
(dla kolejnych malejgcych poteg zmiennej s).
Aby uzyska¢ wykres Nyquista tej transmitancji, mozna postuzy¢ si¢ nastgpujaca procedura:

, gdzie dla k£ = 1 wielomian licznika jest okreslony przez wspot-

licz=1;
mian=[1.2 2.2 1 0];
nyquist (licz,mian) ;

Po uruchomieniu tego programu uzyskamy wykres charakterystyki czgstotliwosciowej. Mody-
fikacje tego wykresu mozna otrzymaé przez odpowiednie ustawienie parametrow funkcji
nyquist. Podobnie parametry zwigzane z zapasem wzmocnienia i zapasem fazy mozna otrzy-
mac¢ po uruchomieniu nastepujacej funkcji:

[g,fi,omf, omg] =margin(licz,mian) ;

gdzie: g jest zapasem wzmocnienia (g), £i przedstawia liczbowa warto$¢ zapasu fazy (Ag ),
omf jest pulsacja (@), natomiast omg — pulsacja (@y).

5.6. Kryterium logarytmiczne

Kryterium logarytmiczne wynika bezposrednio z przeniesienia rozwazan dotyczacych
zapasu wzmocnienia i zapasu fazy z ptaszczyzny Nyquista we wspotrzednych prosto-
katnych: G,(jw) = Re(G,(jw)) + jlm(G,(jw)) na plaszczyzng wspotrzednych bieguno-
wych: G,(jo) = |G,(jw)| LArg(G.(jw)) z logarytmiczng skalg pulsacji i modutlu (wy-
kres Bodego). Zauwazmy, ze na ptaszczyznie Bodego krytyczny punkt (—1 + jO) okre-
$lony jest wspotrzednymi: 20log(1) = 0dB — w odniesieniu do amplitudy oraz ¢ = —
180° — w odniesieniu do fazy. Ilustruje to przyktad pokazany na rys. 5.17, ktéry odno-
si si¢ do przyktadu z rys. 5.16. Dwa wykresy, przedstawiajace logarytmiczng charak-
terystyke amplitudy (rys. 5.17a) oraz fazy (rys. 5.17b), mozna uzyska¢ za pomoca
nastgpujacej procedury w jezyku MATLAB:
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20log(|Go(j@)))
dB 0

-20

—40

—60 R S A KR

50 RN IRE |

?.

-135

—-180
—225

Iy R SR SR IS Y N R TR v,
10" @ 10° w.s' 10!

Rys. 5.17. Charakterystyka amplitudowa (a) oraz fazowa (b) z zaznaczeniem zapasu fazy
i zapasu wzmocnienia

licz=1;
mian=[1.2 2.2 1 0];
bode (1icz,mian) ;

Zapas fazy A jest wyznaczony na charakterystyce fazowej dla pulsacji @y, przy
ktorej charakterystyka logarytmiczna amplitudy przecina o§ o wspotrzednej
20log|G,(jw)| = 0. Warto$¢ numeryczna wielkosci A jest okre§lona przez dlugosé
odcinka pomiedzy wspotrzgdng (—180°), a punktem na charakterystyce fazowej dla
pulsacji @r. Z kolei zapas wzmocnienia jest zdefiniowany dla pulsacji @u, przy ktorej
charakterystyka fazowa przyjmuje warto§¢ —180° (rys. 5.17b). W stabilnym ukladzie
zamknig¢tym charakterystyka amplitudowa powinna przy tej czgstotliwosci przebiegac
ponizej osi o wartosci 0. Odcinek, ktory jest rowny odlegtosci charakterystyki ampli-
tudowej dla @y do tej osi, jest rowny zapasowi wzmocnienia (dB, rys. 5.17).

Zaletg kryterium logarytmicznego jest mozliwos$¢ tatwej oceny stabilno$ci uktadu
zamknigtego, jesli transmitancja uktadu otwartego jest dostepna w postaci iloczyno-
wej, to znaczy roztozonej na proste czynniki. Mozna wowczas szybko naszkicowaé
logarytmiczng charakterystyke amplitudy w postaci asymptotyczne;j.

Przyklad 5.14. Zbada¢ warunki stabilnosci uktadu zamknigtego w przypadku, gdy uktad
otwarty ma nastepujacg transmitancje:

G (s)= k(sT, +1)
? s(sT, +1)(sT, +1)

3 ,gdzie: T, > T, > T3> 0.

Przyjmujemy nastepujace parametry: 77 = 1,0; 7> = 5,0; 73 = 0,5; £ = 1. Wida¢, ze wszystkie
bieguny sg ujemne, wigc uktad otwarty jest stabilny. Podstawienie podanych parametrow daje
nastepujacg postac illoczynowa transmitancji:
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_ s+1
s(5s +1)(0,5s +1)*
W celu tatwiejszego stosowania programu MATLAB do rysowania charakterystyk zapisujemy
transmitancj¢ w postaci wielomianowe;:
SkT, + k
G,()=— 5 : 2 2 :
ST +5 QLT+ T+ 53 (T, + 213 ) +5
Wspotczynniki wielomianow licznika i mianownika sg nastepujace:
licz= [kT, k];mian= [T 20,1, +T2 T,+27, 1 0).
Po podstawieniu przyjetych parametrow mozna narysowaé charakterystyki logarytmiczne
amplitudy i fazy na podstawie nastepujgcego programu.

GO (S)

licz= [1 1];
mian=[1.25 5.25 6 1 0];
bode (1icz,mian) ;

Charakterystyka amplitudowa i fazowa badanej transmitancji uktadu otwartego jest pokazana
na rys. 5.18. Linig przerywang zaznaczono charakterystyke amplitudowg asymptotyczng z
zaznaczeniem punktéw ograniczajacych poszczegolne przedzialy nachylenia charakterystyki.

a)

20log(|Go(j@)I)
dB

_135 .....

180k - SN

205

_270_ PP T T
107

10" 90

Rys. 5.18. Charakterystyka amplitudowa (a) oraz fazowa (b) badanego uktadu; zaznaczono
zapas fazy A@1i zapas wzmocnienia g

Charakterystyka asymptotyczna amplitudy i fazy moze by¢ latwo narysowana bez potrzeby
korzystania z obliczen komputerowych, co upraszcza analizg.
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Mozna zauwazy¢, ze dla pulsacji ay, gdy charakterystyka fazowa osigga —180°, charakterysty-
ka amplitudowa znajduje si¢ ponizej wspotrzednej zerowej, a zatem uklad jest stabilny.

5.7.  Stabilnos$¢ ukladéw ze zwlokq czasowa

Wystepowanie zwloki czasowej w ukladzie regulacji stwarza zazwyczaj klopoty z
osiggnieciem zgdanego zapasu fazy oraz wzmocnienia. Latwo to uzasadnié, gdyz ele-
ment z czasem zwloki nie wprowadza zmiany amplitudy charakterystyki, natomiast
zwigksza w kierunku ujemnym jej fazg. Dla transmitancji: G{s) = € otrzymamy
nastepujacy obraz czgstotliwosciowy:

G,(jo)=1L-wr (5.27)

Gdy element taki jest dolaczony do transmitancji tradycyjnego uktadu, ktéory ma
wlasciwosci  dolnoprzepustowe, to ekwiwalentna charakterystyka amplitudowo-
fazowa moze przeciaé o$ rzeczywista ujemna (tzn. gdy faza przyjmie wartos¢ —180°)
przed dostateczng redukcja amplitudy, gdy jej modut bedzie wigkszy od 1. Wowcezas
uktad zamknigety jest niestabilny. Ilustruje to nast¢pny przyktad.

Przyklad 5.15. Zbada¢ warunki stabilnosci uktadu z przyktadu 5.13, w ktorym umiesz-
czono element z czasem zwloki 7. Transmitancja ekwiwalentnego uktadu
otwartego jest nastepujaca:

Gs)=— "

s1,2s +D(s+1)

Charakterystyki amplitudowo-fazowa uktadu otwartego dla trzech warto$ci opoznienia: 7=0, T

= 0,5s oraz 7= 1,0s sa pokazane na rys. 5.19. Na rys. 5.19b pokazano powigkszenie tych tra-
jektorii w poblizu poczatku uktadu wspotrzednych.

, gdzie: k=1; 7=0,5s

Im(Go(]w)) ‘ a) b)
Im(G'gGC_U))A
=0 |
Re(Gg(ja’;
- - R G
e s
~~_7=0,5s

Rys. 5.19. Trajektorie analizowanego uktadu otwartego dla trzech r6znych wartos$ci
opdznienia 7(a); powickszenie w poblizu punktu (0 + j0) (b)
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Wida¢, ze dodanie opdznienia powoduje przys$pieszenie ekwiwalentnej fazy trajektorii transmi-
tancji, co pogarsza warunki stabilno$ci uktadu zamknigtego.

Zachowanie odpowiednich zapasow stabilnosci uktadu zamknigtego w przypadku
wystepowania opoznienia w transmitancji ukladu otwartego, wymaga redukcji tego
opoOznienia lub zmniejszenia wspotczynnika wzmocnienia. W rzeczywistych syste-
mach opoznienie jest cechg sterowanego procesu, wigc korekcja wymaga odpowied-
niej modyfikacji jego transmitancji.

Zadania

5.1. Stosujac kryterium Routha-Hurwitza, okres$li¢ zakres zmian wspotczynnika wzmocnienia
k w podanym uktadzie, dla ktorego jest on stabilny.

UGs) + k Ys)
s+0,5

s+0,2
s—0,1

5.2. Okresli¢ stabilno$¢ podanego uktadu wedhug kryterium Michajlowa

Us) + 1 Y(s)
.( ) — >
B s+1
5L
S

5.3. Stosujac kryterium Nyquista, zbada¢ stabilno$¢ uktadu zamknigtego, w ktorym transmi-
tancja uktadu otwartego jest okreslona nastepujacg funkcja:
k(s+0,1
G,(s)= ( )
(s+0,5)(s=0,1)
5.4. Okresli¢ stabilno$¢ podanego uktadu (k = 1) wedlug kryterium Nyquista.

dla wartosci wzmocnienia: a) k=1; b) k= 0,4.

U—t@—»L Y=

_T s(s+1)°

5.5. Stosujac kryterium Nyquista, zbadaé stabilno$¢ uktadu o strukturze jak na rys. 5.7, przy
czym:
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5s

Gi(s)=—7"—, H(s)=1
0= ey O
Gi(s)= Ko +3)(s+3) , H(s)=1.Dla jakich wartosci & uklad jest stabilny?
(s=2)(s—4)
G(s) s+l , H(s)=1.Dla jakich wartosci 7} > 0 uktad jest stabilny.

T (5D +1/T)

5.6. Okresli¢ zapas fazy i zapas wzmocnienia uktadu z zadania 5.4 dla k = 0,5.
5.7. Stosujac kryterium Nyquista okresli¢ przedziat zmian op6znienia 7 w ktorym podany
uktad jest stabilny.

—ST

+ e Y

U > >
’_T s(s+1)°

5.8. Stosujac kryterium logarytmiczne, zbada¢ stabilno$¢ podanego uktadu.

+ 1 Y

U
_T s(s+1)(10s +1)

5.9. Transmitancja uktadu otwartego ma nastepujacg postac:

0,5s
Gyls) = —5—
(s=+1)(100s +1)

5.10. Narysowac¢ trajektori¢ uktadu otwartego i wyznaczy¢ asymptoty w punktach nieciagtosci.
Okresli¢ stabilno$¢ uktadu zamknigtego na podstawie kryterium Nyquista. Wyniki po-
réwnac z przyktadem 5.11.

5.11. Transmitancja uktadu otwartego ma nastepujaca postac:

k(10s +1
6, ()= 105D
sT(s+1D)2s+1)(5s+1)
Narysowaé charakterystyke amplitudowo-fazowa transmitancji G,(s) dla & = 1. Okresli¢
przedzial zmiennosci k, dla ktorego uktad zamknigty jest stabilny.
5.12. Transformata odpowiedzi podanego uktadu na skok jednostkowy jest nastgpujaca:

s+2
Y(s)=—————
\(s) s +57+0,5s

Sprawdzic: - czy jest to uktad stabilny? — czy uktad otwarty jest stabilny?

+ Y

U aT—* Gi(s) »
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6.1. Wprowadzenie

Pojecie systemu dyskretnego taczy si¢ ze sterowaniem komputerowym i jest zwigzane
z dyskretnym w czasie i w poziomie przetwarzaniem danych we wspoétczesnych pro-
cesorach cyfrowych. Tego typu uktady zazwyczaj wspotpracuja z uktadami ciggltymi.
W takim przypadku na granicach obu typoéw uktadéw wystepuja urzadzenia zapewnia-
jace przetwarzanie sygnatéw ciagtych (analogowych) na postaé dyskretng (cyfrowa®)
(A/C) oraz sygnalow dyskretnych na posta¢ ciagla (C/A). Struktura typowego uktadu
sterowania komputerowego (cyfrowego) jest pokazana na rys. 6.1.

wt e(f) X0 : m'(t m(f {
(® + AJC Sterownik () C/A ) Proces nD) >
komputerowy

Rys. 6.1. Struktura typowego komputerowego uktadu sterowania

Wielkoéci oznaczone gwiazdka: e'(f) oraz m'(f) nalezy rozpatrywaé jako funkcje
czasu ciggtego, przy czym ich warto$ci moga by¢ rézne od zera tylko w $cisle okreslo-
nych jednostkach czasu zwanych okresami impulsowania — sg to zatem sygnaly ciagle.
Takze pozostate oznaczenia na rys. 6.1 odnosza si¢ do sygnatow ciagtych.

Przetwornik A/C realizuje dwie funkcje:

- probkowanie (zamiana czasu ciggtego na dyskretny);
- kodowanie (zamiana cigglej wartosci chwilowej amplitudy na postac cyfrowa).

Podstawowym elementem uktadu probkujacego jest impulsator, ktory w okreslo-
nych odcinkach czasu wyznacza warto$¢ sygnatu wejsciowego (rys. 6.2). Impulsowa-
nie odbywa sie zazwyczaj ze stala czestotliwoscia f; wyznaczona przez okres 7i: f; =
1/T;. Umieszczenie impulsatora na wyjsciu uktadu z rys. 6.2 podkresla fakt, ze jego

22 Sygnat dyskretny oznacza funkcje wzgledem dyskretnego czasu. Funkcja odpowiadajgca
sygnatowi cyfrowemu przyjmuje takze dyskretne wartosci (dyskretyzacja w poziomie).
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analiza moze by¢ prowadzona w zakresie wartoéci dyskretnych (wejécie u (£), wyjscie
¥"(¢)) lub ciagtych (wejscie u(z), wyjscie ¥(f)). W pierwszym przypadku takze funkcja
wagi g(¢), reprezentujaca uktad ciagly, powinna by¢ zapisana w postaci dyskretne;.

u() oovo o
0 s, v, g(1)
I *
A0
Loray

Rys. 6.2. Struktura uktadu dyskretnego

Operacja impulsowania jest ilustrowana na rys. 6.3. Jak wida¢, jest ona rownowaz-
na procesowi modulacji, w ktorym sygnat u, (f) = u"(f), powstaje w wyniku mnozenia
sygnatu u(?), przez sygnal probkujacy p(?):

u, (1) = p(u(r) (6.1)
u(t)
a)
t
p()
T -
b)
7T, !
u'(f) 4 nn -
<)

Rys. 6.3. Operacja impulsowania sygnatu ciaglego
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Funkcja prébkujaca p(f) moze by¢ przedstawiona w postaci nastepujacego zespo-
lonego szeregu Fouriera:

icpM¢ (6.2)

1
p()=—
Vi

gdzie: @ =2n/T;,
T, .
q=l{pmewm=iﬂﬂﬂ@19ewm?
Tiy T, nwyl2
W wyniku probkowania funkcji ciaglej, uzyskuje si¢ jej posta¢ dyskretna, ktora
mozna przedstawic¢ za pomocg nastgpujacego zespolonego szeregu Fouriera:

@m:iqmmmf (6.3)

6.2. Przeksztalcenie Z

W przypadku analizy teoretycznej wygodnie jest przyjaé, ze sygnal probkujacy ma
cechy sygnatu impulsowego powtarzajacego sie¢ wzdtuz calej osi czasu z okresem 7;:

—6,0= Y Su—kT) (6.4)

fr=—oco

p()|

y—0
Woweczas, operacja probkowania (6.1) przyjmuje nastepujacg postaé [25, 46]:

W' (1)=8,(Oult) =Y 8t ~kTu(t) (6.5)
k=—co

W przypadku, gdy funkcja u(¢) jest rozna od zera tylko dla dodatnich wartosci czasu:
u(t) =0 dla ¢ < 0, zapis procesu probkowania sprowadzi si¢ do nastepujacej relacji:

. {u(kTi) dlat=kT,
u (1= . :
0 naczej

= u(t)3(t—kT) (6.6)

Na podstawie wilasciwosci przeksztatcenia Laplace’a otrzymamy nastepujaca postac
transformaty sygnatu dyskretnego:

U"(s) = L (0= u(0) LISO}+ u(T) LI6( ~ T)}+ u(2T) L5~ 2T)} + ..

N 6.7
:l,l(())‘|‘1/l(7-;)e_Tx9 +u(27';)e—2T,S +“‘:Zu(k7-;)e—k7}s ( )
k=0

Operowanie transformatg U'(s) sygnatu dyskretnego u(kT;) w postaci sumy szeregu
trygonometrycznego (6.7) nastrecza wielu klopotow obliczeniowych. Podstawienie:

z=el (6.8)

sprowadza transformate (6.7) do algebraicznej postaci szeregu potegowego:
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U(z)=U"(s)

-\ &
s=(UT)In(z) ;u(kﬂ)z (6.9)

Funkcja U(z) jest transformata Z sygnatu u'(7): U(z) = Z{U'(s)}, w ktorym bierze
sie pod uwage tylko dyskretne wartosci funkcji - jest to wiec dyskretny ekwiwalent jej
transformaty Laplace’a. Dla nieujemnych wartosci indeksu £ mamy do czynienia z
transformata jednostronng, ktéra odnosi si¢ do systeméw przyczynowych. Dalsze
rozwazania odnoszg si¢ tylko do takich wilasnie systemow. Wiasciwosci tego prze-
ksztatcenia mozna tatwo dostrzec, zapisujac zaleznos$¢ (6.9) w postaci rozwinigtej:

U(z)=u(0)+u(T)z"' +uRT)z> +-=u,+uz"'+u,z”> +-- (6.10)

Jak wida¢, do okreslenia transformaty Z badanego sygnalu wystarczy zna¢ warto-
Sci jego reprezentacji dyskretnej (wartosci kolejnych probek sygnatu). W istocie za-
leznoéci (6.9) oraz (6.10) podajag nieco rozne definicje przeksztatcenia Z. Pierwsza z
nich nawigzuje do oryginalnego sygnatu jako funkcji czasu u(¢), ktéry po sprébkowa-
niu jest reprezentowany funkcja czasu cigglego u'(f). Transformata Laplace’a tego
sygnatu: U'(s) prowadzi bezposrednio do transformaty Z po podstawieniu (6.8). W
zapisie (6.10) nie ma bezposredniego powigzania z czasem, czy tez z przeksztatce-
niem Laplace’a (prawa cze$¢ zaleznosci (6.10)): transformata Z jest tu szeregiem po-
tegowym zmiennej 1/z o wspdtczynnikach danych w postaci uporzadkowanego ciagu
{we}, k=0, 1, 2, ... Obie definicje prowadza do rownowaznej funkcji zmiennej zespo-
lonej z (transformaty Z), ktora moze mie¢ rézne interpretacje fizyczne.

Podobnie jak w przypadku ukladow ciaglych rowniez do analizy systeméw dys-
kretnych wygodnie jest korzysta¢ z dyskretnych odpowiednikéw standardowych funk-
cji testujgcych. Odpowiednikiem impulsu Diraca d(¢) (2.11) jest dyskretny impuls
Diraca (rys. 6.4a):

5(k)={1 dlak=0 ©.11)

0 inaczej

Zauwazmy, ze o(k —m) =1 dla k= m oraz d(k — m) = 0 w kazdym innym przypadku.

6 (k) a) 1(k) b)
1 1

-2 -1 0 1 2 3 k -2 -1 0 1 2 3 k

Rys. 6.4. Dyskretny impuls (a) oraz dyskretny skok jednostkowy (b)
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Przyklad 6.1. Okresli¢ transformate Z dyskretnego impulsu Diraca.

Stosujac bezposrednio definicje (6.10) w odniesieniu do funkcji (6.11), otrzymamy:
U(z)=Z{5(k)} =u, =1

Podobny wynik otrzymamy na podstawie (6.9):

U(2)=U"(s)=L{u" ()} = L{s()} =1

W tym przypadku rozpatrywana funkcja ciggla jest impulsem Diraca.

Funkcja dyskretnego skoku jednostkowego 1(k) jest definiowana jako ciag jedynek

dla £ >0 (rys. 6.4b):
1 dlak=0

1(k) = 6.12

() {0 dlak<0 (6-12)
co jest rownowazne rezultatowi probkowania cigglego skoku jednostkowego: 1(k) =
1(O&t—kT), k=0,1,2, ...

Uzyskanie zwartej postaci nieskonczonego szeregu wzgledem zmiennej 1/z moze

by¢ niekiedy prostym zabiegiem, co pokazuja kolejne przyktady.
Przyklad 6.2. Okresli¢ transformate Z funkcji dyskretnej odpowiadajacej skokowi jed-

nostkowemu.

W tym przypadku wszystkie wspotczynniki szeregu definiujagcego przeksztatcenie (6.10) sa
réwne 1:

U(z)=Z{l(k)}=1+z"+z7 +-- ZZZ’/‘ _ ! —= z
k=0 1-z z—1
Warunkiem zbiezno$ci tego szeregu jest |z[>1.
Przyklad 6.3. Okresdli¢ transformate Z dyskretnej funkcji: f(kT))=e ", k> 0.

Wspotczynniki szeregu (6.10) sa okreslone przez kolejne warto$ci funkcji f{kT;). Wobec tego:
1 z

F(z)=Z{f(kz)}zZ{e'“k‘}=1+e‘“‘z*1+e'2“‘z*2+-.-=ie'k“‘z*k= — =
pary 1-e "z z—e "

al;
(5] .

dla |z| >

Zauwazmy, ze w powyzszym przykladzie f(kT,)=e " #0 dla k<0, wigc dla unik-
nigcia nieporozumien co do warunku jednostronnego przeksztatcenia Z nalezy uzupet-
ni¢ zapis transformowanej funkcji o dyskretny skok jednostkowy:

F(z)=Z{e™"1(kT))} =

z

—aT;
z—e

W bardziej ztozonych przypadkach mozna si¢ postuzy¢ wilasciwosciami prze-
ksztalcenia Z, ktore sa definiowane w postaci odpowiednich twierdzen analizy mate-
matycznej odnoszacych si¢ do zespolonych funkcji liniowych. Niektére z nich sg
przedstawione w Tabeli 6.1.
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Tabela 6.1. Podstawowe wlasciwosci przeksztalcenia Z

liniowo$¢:

Z{op(kT;) + Pa(kT;)}= aZ{p(kT;)}+ BZ{g(KT;)} oraz:

ZHoP(2)+ BO(2)}= aZ {P(2)}+ BZ7{0(2)}

przesuni¢cie w dziedzinie czasu:

Z{f(kT, - pT))}= 2P F(z) - op6znienie

ZUf (T, = pT)}=z"PF(2)+ 2P f(=1)) + 227 P f(=2) + -+ f(~p) -z warunkami poczgtkowymi:

p-1
ZUf (KT, + pT)} = 2P F () - Zf(kTi)zP_k - wyprzedzenie
k=0

2T+ )} ==F) = 1), Z{ KT+ pT)}= 2" F(2) =27 f(0) =27 f() == 2f (p=1)
warto$¢ graniczna (jesli f{o) istnieje):
lim f(kT) = lim((z = 1)F (2))
warto$¢ poczatkowa (jesli istnieje }in;(F(z)) ):
lim f(kT}) = lim (F(2))
skalowanie w czasie:
24 = Fla2)= > FUa T
k=0

mnozenie prze k lub kT: — rézniczkowanie w dziedzinie z:

Z{k F (T} = %() ZIT, £} = —nz%(z)

splot:

Z{f (kT;) ® g(kT))} = Z{f (KT) ® g (KT, )} = Z{Z f(nT)g(KT; ~ nm} =F(2)-G(z)
n=0
transmitancja:

6(2)= Zfgrrp}=1)

U(z)

W wielu przypadkach zamiast ciggltej funkcji czasu znana jest transmitancja Lapla-
ce’a analizowanego sygnatu. W celu okreslenia transformaty Z tego sygnatu poddane-
go probkowaniu mozna zastosowac nast¢pujgce przetwarzanie:

F(s)= f(t)= f(kT)) = F(2)
Procedure t¢ mozna wykonaé¢ bezposrednio, stosujac zaleznos¢ (3.31). W odniesie-
niu do dyskretnego czasu ma ona nastepujacg forme:

S=5,

f(KT) :f(s—sk JF(s)e"" | (6.13)
k=1
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gdzie P — liczba biegunow (pojedynczych) transformaty F(s).
Poddajac (6.13) transformacji Z, otrzymamy:

.
F(2)=Z{f (kT)}= res,_, {F@v)
k=1

(6.14)

5=},

} is Sk F(s)
k=1

5T,
e 1

przy czym Z{eskT" }: ZSkT‘ (Tabela 6.2).
z—e"l

W przypadku, gdy transformata F(s) ma bieguny wielokrotne, nalezy zastosowac
odpowiednig procedurg jej rozktadu na utamki proste (3.33). W przypadku ogdlnym

. kT,
otrzymujemy nastepujacy zwigzek (patrz Tabela 6.2 dla Z WT)” | (kT ¢ ):
n

N 1) [ d
F(z)=Z{f(kT))}= — — (6.15)
S=Sm etli=
1| ,
dzie: A . = —\s—s )"F(s , 6.16
e . (j_l)!{ds,_l ((s—s.)"Fs) _ (6.16)
P — liczba r6znych biegunow funkcji F(s), [, — krotnos$¢ m-tego bieguna.
Przyklad 6.4. Transformata Laplace’a sygnalu ciagtego jest nastgpujaca (przyktad 3.8):
s+2
F)=—5——>—.
s~ +4s” +3s
Jest on probkowany z okresem 7; = 1s. Okre$li¢ transformate Z sygnatu
dyskretnego.
Pierwiastki mianownika transformaty F(s) sa nastepujace: s1 =0, s, =—1, 53 =-3. A zatem:
s+2
F(s)=——"———.
s(s+1)(s+3)
Zgodnie z (6.14) otrzymamy:
F(z)= s+2 z | + s+2 z | N s+2 z |

(s+D(s+3) 7'l 20 s(s+3) 7'l o
_g z _l z _l z
3z-1 Zz—e_T' 6z—e_3T'

Na podstawie tablicy transformat (Tabela 6.2) fatwo okresli¢ posta¢ czasowa sygnatu.

ST,
o S+ z—e" | _

Przyklad 6.5. Transformata Laplace’a sygnatu cigglego jest nastepujaca:

F(S):m.
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Jest on probkowany z okresem T; = 0,1s. Okresli¢ transformate Z sygnatu
dyskretnego.

Pierwiastki mianownika transformaty F(s) sg nastepujace: s1 = s> = 0, s3 = —2. Do obliczenia

transformaty Z zastosujemy zalezno$¢ (6.15). Transmitancja F(s) ma P = 2 rdzne bieguny,
zatem:

2 Ln=J 1 —j
< (_T;) ' Am dm 7 1 .
F(z) = ZZ | —— — , gdzie: [y =2, L= 1, przy czym:
m=1 j=1 (lm _j)' ds Al—e™ §5=8—8,, | sT; _
4y, =|(s-0)? 2 : :l’ A = s (3_0)2% :_712 - l’
sT(s+2) o 2 ds s(s+2) (s+2) o 4

s=0

1 1
A2 = l:(S+2)S2(S+2):| B = 4 .

Ponadto dla podwojnego bieguna nalezy obliczy¢ (z uwzglednieniem 77):

d 1
b ey e o T
Yods\1—e™T i (l—e_ST" )2 e (z-1)?

Mozna wigc juz obliczy¢ wszystkie sktadniki transformaty F(z):

Foy=| L et 1 1 _f 2z 2, oz
2(1—@‘“:’)2 S B i 4\ (z-1* z-1 2

T T;z

s=5—0

zZ—¢€ !
~ z(z(le. +e i —)—2Te i —e i +1)_ 0,0187z(z +0,9355)
4z-1)2(z—eT) 4(z—1)*(z—0.8187)

Nalezy podkresli¢, ze warunkiem istnienia transformaty Z okre§lonego ciagu f(kT})
jest zbieznos¢ szeregu (6.10). Latwo zauwazy¢, ze skonczona warto$¢ tego szeregu za-
lezy zaréwno od charakteru sygnatu dyskretnego, jak i od wartosci zmienne;j z.

Przyklad 6.6. Okresli¢ obszar zbiezno$ci transformaty Z dyskretnej funkcji wyktadni-

czej: f(kT)) = a"1(kT}).

Na podstawie (6.10), dla rozpatrywanego sygnatu wyktadniczego otrzymamy:
F(z)=1+az"" +a’z 24

Suma tego szeregu geometrycznego jest rowna:

F(z)=—1 =ZL

,l b
l-—az —a

przy czym: ‘az"l‘ <1, skad: ‘z‘ > ‘a‘ .
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Tabela 6.2. Transformaty Z wybranych funkcji

ciggta funkcja czasu f{7) dyskretna funkcja czasu f{kT;) transformata £
5(1) O(kT;) 1
1(0) I(kT;) .l
-
1) kT, 1(kT,) liz
t t P .
P (z-1)?
2 2 2
t T T z(z+1)
) L) e
2 2 2z-1)
n TH\" -T)" . d”
LT (CZDRRTS ) iy LI
n n n x-0dx" \z—e
t k Z
a'1(t) a*1kTy) o A>ld
—at —akT; z
e “,a20 S T U(KT;) —aT.
z—e %
T.ze~ T
e kT~ (ITT)Z
z—e 4
) . zsinaT;
sinat sinak; 22 —2zcosaT; +1
i
z(z —cosal; )
cosat cosakT; B —
z“—=2zcosal; +1

Wiasciwosci czestotliwo$ciowe transformaty Z mozna badaé za pomoca (6.8):
z=e/* =MD =yl (6.17)

Jesli zatozy¢, ze r =1 (o= 0), to whasciwosci czestotliwosciowe przeksztatcenia Z
nie ro6znig si¢ od podobnych wiasciwosci przeksztatcenia Fouriera rozpatrywanej
funkcji dyskretnej. W przypadku transformaty funkcji wyktadniczej, ktora jest anali-
zowana w przyktadzie 6.6, otrzymamy:
, j,;
Flo)=FE)=—— ==

zZ—da

_ cosal; + jsinwf,
a coswl.—a+ jsinwl;

z=el® eiji -

Charakterystyki amplitudy i fazy tej funkcji dla a =4, T; = 1 sg pokazane narys. 6.5.
Oznaczenie F(e'”) przyjeto stosowaé w odniesieniu do charakterystyki czestotliwo-

$ciowej sygnatu (systemu) dyskretnego. Obszar zbieznosci transformaty Z rozpatry-

wanego sygnatu wykladniczego jest pokazany na rys. 6.6 (zakreskowany obszar).
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Zaznaczono tam takze okrag jednostkowy, ktory odpowiada potozeniom wektora e
przy zmianie pulsacji.

|F(&)
178
L6k

154

152

0,8

0,6
Arg(F(e"))

—7'[/6 i H i i ;i
37 271 - 0 b 2n oT 3n

Rys. 6.5. Charakterystyka amplitudowa (a) i fazowa (b) transformaty funkcji f(k7;) = a* 1(kT})

1
Im(z) 4 plaszczyzna z

&

Re(z)

o

T

Rys. 6.6. Obszar zbieznosci na ptaszczyznie z
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Na podstawie rys. 6.5. oraz rys. 6.6 wida¢, ze charakterystyki czestotliwo$ciowe
transformaty Z sa funkcjami okresowymi. Dlugos¢ okresu tych funkcji wzgledem
pulsacji w zalezy od okresu probkowania i wynosi 27/ T;.

6.3. Odwrotna transformata Z

Operacja odwrotna do (6.9) definiuje odwrotne przeksztatcenie Z:
u(kT,) = 27 {U (=)} (6.18)

co oznacza wyznaczenie wspolczynnikow szeregu (6.10). W prostych przypadkach
jest to mozliwe na podstawie elementarnych wtasciwosci przeksztalcenia Z.

Przyklad 6.7. Obliczy¢ odwrotng transformate Z nastepujacej funkcji:
U(z)= S . Okres probkowania T; = 1s.
z(z - 0,5)

Podang transformate U(z) mozna przeksztalci¢ do postaci:

5 5z ) . z
U(z)= = =5z"U,(2), gdzie U = .
2 2(z=0,5) z*(z-0,5) 1(2)- 8 (@) z-0,5

Wida¢, ze funkcja U,(z) jest transformatg Z dyskretnej funkcji wyktadniczej (przyktad 6.3),

przy czym: e”*'i =0,5, skad, dla podanej wartosci T; = 1, otrzymamy: a = 0,693.

Na podstawie rezultatu z przyktadu 6.3 tatwo zauwazy¢, ze:

ZHU,(2)} =u, (kT)) =" =%  k=0,1,2, ...

Transformata U(z) rozni si¢ od transformaty Ui(z) czynnikiem 5z72, co oznacza, ze rozpatry-
wany sygnat u(kT;) jest opdzniony o dwie probki w stosunku do u, (kT;) , a jego amplituda jest
pigciokrotnie wigksza:

u(kT))=Z"{U(2)} =2 {5z7°U,(2)} = 5u, (k= 2)T,) = 5¢ "¢ 1(k = 2) , k=0, 1,2, ...
Przebieg tej funkcji jest pokazany na rys. 6.7.

5

u(k)

0 2 3 4 5 6 7 8 9k 10

Rys. 6.7. Przebieg uzyskanych funkcji dyskretnych
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Pokazane funkcje sa obliczane dla & = 0, 1, 2, .., co daje nastgpujace wartosci:
u(0) = 5¢0-6932 1(-2)=0, u(1) =0, u(2) =5, ... . Linia przerywana zaznaczono przesunigcie
wartos$ci funkcji u(k7;) wzgledem funkcji u, (kT;) .

Powyzsza metoda obliczania transformaty odwrotnej niekiedy jest nazywana metoda przegla-
dania, gdy w transformacie szuka si¢ znanych, prostych regut.

Do obliczania prostego i odwrotnego przeksztatcenia Z niezbyt ztozonych funkcji
mozna postugiwacé si¢ tablicg transformat (Tabela 6.2). Istnieja jednak bardziej ogdlne
metody obliczania odwrotnej transformaty Z. Szczegdtowe procedury zaleza od po-
staci, w ktorej moze by¢ przedstawiona analizowana transformata F(z).

6.3.3. Rozklad transformaty w szereg potegowy

Wspotczynniki f{kT;) tworzace funkcje dyskretng, ktdéra ma transformate F(z) w posta-
ci funkcji wymiernej, mozna okresli¢ przez rozktad tej transformaty w szereg potego-
wy (Taylora) wzgledem zmiennej z'. W tym celu wygodnie jest przedstawié trans-
formate F(z) jako iloraz wielomianéw wzgledem zmiennej z !, co pozwala okresli¢
poszukiwany szereg przez bezposrednie dzielenie wielomianu licznika przez wielo-
mian mianownika:

by +bz" +by,z + -t by 2 _ ;
F(z)=020 222 2D oME o £(0)+ (T2 + f (2127 4+ (6.19)
aytaz +a,z " +---tayz
Przyklad 6.8. Obliczy¢ odwrotng transformate Z nastepujacej funkcji:
2
F(z)= 22 *z . Okres probkowania 7; = 1s.
z°+2z+3

Wykonamy dzielenie wielomianu licznika przez wielomian mianownika:
-z =22 453 4.

2 +z D27 42243
—z2-27,-3
—-z-3
z4+2+3z7"
—1+3z7"

14227+ 3272

5:7 0+ 3272
-5z71-10272 15273
—7z72 15273 ..

W rezultacie otrzymujemy:
F2)=1=z" =22 4527 4= f(0) 1+ (1) + Q1) 4 f BTz 4+
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skad: f(0)=1, f(T)=—1, f2T)=~1, fBT)=5, ...

Reguta dzielenia wielomianéw pozwala sformutowac nastgpujacg rekurencyjng za-
lezno$¢ do okreslania kolejnych wspotczynnikoéw rozktadu (6.19):

f(0)= bo /ao
F(T)=(b,— f(0)a,)/ ay

f@T)=(b, - f(T))a, - f(0)a, )/ a, (6.20)

f&T)=(b, - f((,k=DT)a, - f((k=2)T;)ay == f(0)a; )/ a

Mozna sprawdzi¢, ze zalezno$¢ (6.20) prowadzi do tego samego ciggu, jak obli-
czony w przyktadzie 6.8 metoda dzielenia wielomianéw. Do okreslenia wartosci f{0)
mozna takze zastosowac twierdzenie o wartosci poczatkowej (Tabela 6.1):

f(0)=£in(1)f(le.)=lim(F(z)) (6.21)
6.3.4. Rozklad transformaty na ulamki proste

Metoda rozktadu transformaty w szereg potegowy pozwala tatwo obliczy¢ liczbowe
wartosci probek sygnatu dyskretnego, jednak okreslenie na tej podstawie jego postaci
analitycznej moze nie by¢ proste. Zaldézmy, ze F(z) w (6.19) jest funkcja wymierna
$cisle przyczynows, co oznacza: N > M [27]. Jesli N = M, to w wyniku dzielenia wie-
lomianu licznika przez wielomian mianownika uzyska si¢ sum¢ sktadnika stalego z
funkcjg $cisle przyczynowa. Mozemy zatem ograniczy¢ rozwazania do transformaty
(6.19), ktora jest funkcjg Scisle przyczynowsa. Na podstawie (6.19) otrzymamy:

F(z) _1b, +bz b,z + 4 bz bz bz 4 by 2NV

-1 -2 -N N N-1
z zaytaz +ta,z +--tayz a,z” +a;z’ " +--tay

(6.22)

Transformata F(z) ma wigc N biegunoéw, co prowadzi do nastepujacej postaci (6.22):

F(z) _byz"" +bz"? +-o4 b, 2"V

= (6.23)
z aO(Z_pl)(Z_pz)"'(Z_pN)
Jesli wszystkie bieguny sa pojedyncze, to mozemy napisac:
@l __ 4 + 4 4ot Ay (6.24)
z Z=p1 Z7 Py Z— Py

lub:

Fo=t 2z Az Az (6.25)
Ay z— Py 4y Z— Py dy Z— Py
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skad:
A k A k A k
SKL)==(p ) +=2(py ) o+ (py ) £=0,1, (6.26)
a, a, a,
Przyklad 6.9. Stosujac metode rozktadu na utamki proste obliczy¢ odwrotng transfor-
2
z"+z

mate Z funkcji z przyktadu 6.8: F(z)= . Okres probkowania

22 +2z43

T;=1s.

Mianownik funkcji F(z) ma nastepujace pierwiastki:
po =—1£j/2 =3¢ % = eI gdzie: r=1/3 ¢, =n—arctg 2 .

Na podstawie (6.24) mozna napisaé (ao = 1):

F(z) A4 A4 z+1 z+1

Tiopsmp 4243 Gopemp)
z z—=py z—py z"+2z+3 z—-pNz—p;
skad:

A(z=p)+ (2= p)=z+1.

Przyréwnujac wspotczynniki stojace przy tych samych potggach zmiennej z, otrzymamy naste-
pujacy uktad rownan:

A1 +4,=1

A] — Az =0

awigc: Ay =Ar=".

Rozpatrywana transformata przyjmuje wigc nastgpujacag postac (6.25):

F(z)= 1( Z_+ =
20z=-p z-p,

Dyskretna funkcja czasu jest zatem ztozona z dwoch funkcji potegowych, co daje nastgpujaca

jej postac:

1) =2 () + () )= W—if(ew +eI%)= rt coslgy).

OtrzymaliSmy zwarta analityczng posta¢ funkcji dyskretnej, ktorej poczatkowe wartosci sa
nastgpujace: f(0)=1, f(T;)=-1, fQ2T)=-1, f(T;)=5, ..., a wigc takie same, jakie
otrzymali$my w przyktadzie 6.8.

Uzyskany ciag f(kT;) dla podanych wartosci transformaty F(z) jest oscylacyjnie rozbiezny.
Obszar zbieznosci jest okreslony przez warunek: |z| > |r|, co w tym przypadku oznacza, ze
modut biegunow transmitancji (oba maja ten sam modut) musi by¢ mniejszy od jednosci.

W przypadku biegunéw wielokrotnych mozemy stosowaé zaleznosci przedsta-
wione w p. 3.2.3. Transformate F(z) reprezentowang w postaci funkcji wymiernej
mozna roztozy¢ na sktadniki:

F(z2)= K (2)+ F,(2) + F5(2) - (6.27)

tak, ze Fi(z) ma jeden /;-krotny biegun p;:
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F(z
Rz = (628)
(Z - pl)l
Rozktad transformaty F(z) na utamki proste jest nastepujacy:
Piy= Ay oo A A A (6.29)
Z=p c=p )" -p) z-p z-p

gdzie py, ps3, ... sa prostymi (jednokrotnymi) biegunami transformaty F(z).

Ogo6lna formuta na obliczanie wspotczynnikow rozktadu w przypadku wielokrot-
nych pierwiastkéw mianownika transformaty jest nastgpujaca:

1 d i _
A = (r!dz’ ((z -p) Fl(z))J ,r=0,1,.. -1, (6.30)
=pn
gdzie (2~ )" F(2) = Fy(2).
Przyklad 6.10. Stosujac metode rozktadu na utamki proste obliczy¢ odwrotng transfor-
2
z7+1

mate Z funkcji: ¥Y(z)= . Okres probkowania T; = 1s.

(z+1)(z—-1)?

Wida¢, ze pierwiastki mianownika transformaty sa nastgpujace: p1 = 1, p» = —1. Funkcje¢ Y(2)
zapisujemy w postaci (6.28):

Y(z)= YI(Z)Z , edzie ¥,(z) = 2241
(z—1) z+1
Wspdtezynniki rozktadu na utamki proste, zwigzane z podwdjnym pierwiastkiem sg nastepujace:
IR s (N o e Ca o ) R SRS S (R
U7 Z+I‘Z:1_ (z+1)2 ‘2:1_2’ 274 Z:l_ .

Na podstawie (6.32) otrzymamy:

Y(z)= ! 2+1/2+A2 .
(z=1 z—1 z+1

Wspodtczynnik 4, powinien spetnia¢ warunek rownosci otrzymanej sumy utamkow z pierwotng
transmitancja, co oznacza rownosc ich licznikow:

1~(z+1)+%(z—1)(z+1)+(z—1)2Az =z2+1,

skad: 4, = Y.

Ostateczna posta¢ transformaty:

Y(z)= 1 /2 1/2 .
(z-1)* z-1 z+1
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W celu okre$lenia odwrotnego przeksztalcenia Z mozna ten zapis przeksztatci¢ do nastgpujacej
postaci:

Y(z)zz_1 z Lz -i-lz_l z

(z-1)> 2 z-1 2 z+1’

Mozna juz napisa¢ posta¢ czasowg funkcji, pamietajac, ze: z™'F(z) & f((k—1T)1(kT,):

YOT) = (=D 1 (6= DT 41 (k=D +2 (D1 (k= D)T,).

6.3.5. Metoda residuow

Ogolna posta¢ odwrotnego przeksztalcenia Z jest okreslona za pomocg nastepujgcego
zwigzku:

y(kT) = 2%] §C Y(2)z*dz = éresz_zi fr(2)2'} (6.31)

gdzie: C jest konturem, ktory obejmuje wszystkie punkty osobliwe transformaty
Y(z)-Z" (zera i bieguny); P jest liczbg biegunéw funkcji Y(z)-2"".

Obowigzuja tu podobne zasady jak w odniesieniu do odwrotnego przeksztalcenia
Laplace’a (3.45). Jesli p, jest pojedynczym biegunem funkcji Y(z)-2"!, to zwigzany z
nim sktadnik sygnatu dyskretnego jest obliczany nastgpujaco:

YD) =(z=p, Y@ (6.32)

W przypadku, gdy biegun p, funkcji Y(z)z*"' jest [ —krotny, to odpowiadajacy mu
sktadnik funkcji dyskretnej y(kT;) oblicza si¢ wedtug nastepujacej zaleznosci:

yu1) =L Yy (633)
=i d! " ) '

Mozna zauwazyé, ze rozroznienie pomiedzy biegunami funkcji Y(z) i Y(z)-z""' jest
istotne tylko dla k£ = 0 (warto$¢ poczatkowa), gdyz wowczas czynnik z pojawia si¢ w
mianowniku, tworzac dodatkowy biegun zerowy funkcji ¥(z)*. Nalezy jeszcze rozwa-
zy¢ przypadek gdy funkcja Y(z) ma m — krotny biegun zerowy m > 1, na przyklad
Y(z) = F(z)/z*, m = 2, F(z) — funkcja bez bieguna zerowego. Jednak wowczas funkcje
Y(z) mozna przedstawié¢ nastepujgco: Y(z) = z ' {F(z)/z}, co prowadzi do opdznienia o
m —1 probek dyskretnej funkcji czasu, bgdacej rezultatem transformac;i:

y(kT)=Z{z""F(2)/ z} = f,((k—=m+DT)), gdzie f,(kT))=Z"'{F(z)/z}.

2 Takie rozroznienie nie wystepuje w przypadku okre$lania residuum funkcji ciggtych,
gdyz czynnik e (3.45) nie generuje dodatkowych biegunéw.
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Ostatecznie poszukiwana odwrotna transformata Z jest sumg sktadowych sygnatu
dyskretnego, zwigzanych z poszczegodlnymi biegunami funkcji ¥(z)-z* :

P
YKT) =3y, (KT}) (6.34)
m=1
Przyklad 6.11. Stosujac metode residuow obliczy¢ odwrotng transformate Z funkcji z
2
przyktadu 6.10: Y(z) = le . Okres probkowania 7; = 1s.
(z+D(z-D

Bieguny transformaty sg nastgpujace: p1 = 1, p» = —1, przy czym pierwszy jest podwojny.
Funkcja dyskretna jest obliczana jako suma dwoch sktadnikow:

1 d271 2 Z2 +1 k-1
e (P
et [dzz_l {(z ) ene-" )

22 42z-1 22 41 | (1 N i
z:_lJ{ (z+1)? +(k—1)Z(Z+1)Jz z_1_(k 2(1+( 1) )jl(k 1)

Ciag probek sygnatu jest nastgpujacy: 0, 1, 1, 3, 3, ...
Widag, ze rezultat jest taki sam, jak w przyktadzie 6.10.

ZZ+1 k-1

kT)=(z41)————
YT (Z+)(z+1)(z—1)22

_ Zz"rl k-1
= 22
(z=1)

Przyklad 6.12. Stosujac metod¢ dzielenia wielomianow oraz metode residudéw, obliczy¢
L .. 22" +2z+1
odwrotng transformate Z nastepujacej funkcji: Y(z) = 22—2
z°+z

Okres probkowania 7; = Is.
Poréwna¢ wyniki z rezultatami obliczen za pomoca rachunku symbolicz-
nego w programie Matlab.

a) Dzielenie wielomianu licznika przez wielomian mianownika.
24z =27 27+

228 +2z+1 © 2tz
27" -2z
1
1oz o N
= awiec: Y(2)=2+z7 -z +z 7 +--+,
z'y 7
)
z
S R
3
—z3 .

skad otrzymujemy: Z~'{Y(2)} =28(kT,)+6((k=2)T,) -6 ((k=3)T,)+ 5 ((k—=4)T ) +---,

co mozna zapisa¢ nastepujaco: y(kT) =26(kT,)+ Z(—l)k’i O((k-0)T).

i=2
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Przebieg funkcji y(kT;) jest pokazany na rys. 6.8.
b) Metoda residuéw. Zgodnie z (6.31) napiszemy:

F e 22 4+2z+1
Y(kT)) ;resml {Y(z)z } ;requ { pER z } .
Przy okre$laniu liczby i warto$ci biegundéw funkcji, dla ktorej sa obliczane residua, nalezy
postepowac ostroznie, gdyz dla k = 0 (wartos¢ poczatkowa) w mianowniku tej funkcji pojawia
si¢ czynnik z, ktory zmienia jej postaé: Y(z)z|x= o = ¥(z)/z = F(z). Obliczanie residudéw nalezy
wigc rozdzieli¢ na trzy etapy: dla k=0, k=1 oraz k> 2.
Dla k= 0 otrzymamy:

L Y(2) L 227 +2z+1 . .
0)=>res__ {—=r=>res_ s ——— ¢, P=2,21=0 (podwdjny), zo = —1, a wiec:
¥(0) Zl { . } le = 7G 1) 1 =0 (podwojny), 22 ¢

0= I 42742241, +(Z+1)222+22+1| _ (z42)(z+D) (22 +2z+1)| }2zz+2z+l| _
QD& ZEH) |, 2@+ | z+1 P
1+1=2
WKT))
2

1]

2T, -, 0 T 2T, rTi AT, rr,- kT,

Rys. 6.8. Przebieg funkcji y(kT;)

Uzyskany wynik jest zgodny z zastosowaniem twierdzenia o wartos$ci poczatkowej (6.21):
. . . 22742z+1 . 4+1/
£(0)=lim £(kT;) = lim(F(2)) = lim~——"—=1lim 22
k—0 z—oo z—>o0 z°+z Zz—>00 2 +.1 / z
gdzie do obliczania granicy funkcji zastosowano regut¢ de L Hospitala [38].
2z +2z+1 L0

z+1

B

227 42z+1
+—

Dlak=1: y(T)= =1-1=0

z=0 z

z=-1
22" +2z+1
e

z

222 +2z+1 !

Dla k>=2: y(kT)) =
z+1

= (- 1((k-2)T,)

z=-1

z=0
Ogodlne rozwigzanie jest wigc takie samo jak w przypadku a):
V(KT) = 28(kT) + (=) *1((k-2)T;)

¢) Za pomoca rachunku symbolicznego w programie Matlab.

Obliczenia symboliczne, a wigc w zakresie przeksztalcania funkcji i relacji migdzy nimi, sa
dostepne w bloku programu Matlab (toolbox) Symbolic Math Toolbox [41]. W tym przypadku
wymagana jest tylko deklaracja zmiennej symbolicznej z oraz deklaracja samej funkcji ¥(z),
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a takze odwotanie do funkcji iztrans (Y). Calosé jest zapisana w pliku Inv_Transform.m,
ktory zawiera zaledwie trzy wiersze:

syms z
Y = (2*%z"2+2*z+1) /(27 2+2) ;
iztrans (Y)

Uruchomienie tej procedury daje nastgpujacy wiersz odpowiedzi w bloku Command Window:
ans = kroneckerDelta(n - 1, 0) + (-1)"n + kroneckerDelta(n, 0)

Jest tu uzyta funkcja o nazwie delta Kroneckera® (symbol Kroneckera), ktora jest definiowana
nastgpujaco (nie myli¢ z funkcja delta Diraca):

| dlaie i
@-={ dal. ! (6.35)
710 dlai#

W odpowiedzi programu Matlab numer kroku jest oznaczany zmienng n (W miejsce stosowa-
nej tu zmiennej k) wobec czego, uzyskang odpowiedZ mozna zapisa¢ nastepujaco:
V(KT) = (8o + (1) +6,, ) 1K)

Podstawiajac za k kolejne wartos$ci £ = 0. 1, 2, ..., tatwo sprawdzi¢, ze uzyskuje si¢ taki sam
ciag jak w poprzednich rozwiazaniach (rys. 6.8).

6.4. Transmitancja ukladu dyskretnego

Na rys. 6.2 jest pokazany model uktadu dyskretnego w dziedzinie czasu. Jesli wyste-
pujace tam sygnaly poddamy przeksztatceniu Laplace’a, to otrzymamy:

Y(s)=U"(5)G(s) (6.36)

gdzie: U (s) = L{u*(t)}, u'(t)= Y u(t)6(t—kT)) , T; = okres impulsowania (6.5).
k=0

Jesli sygnat wyjsciowy y(f) = L'{Y(s)} zostanie poddany préobkowaniu w fikcyjnym
impulsatorze o okresie impulsowania T}, to otrzymamy sygnat y'(¢), przy czym: y'(f) =
LY (s)}, gdzie [20, 22]:

Y (5)=U"(5)G (s) (6.37)
G(s) jest impulsowg transmitancja uktadu, ktéra fizykalnie jest interpretowana jako
transformata sprobkowanej funkcji wagi:

()= gkT)e ™ (6:38)

24 Leopold Kronecker (1823 — 1891) — niemiecki matematyk i logik.
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Funkcja G (s) charakteryzuje si¢ wlasciwoscig okresowosci, co prowadzi do [20]:

* - * . 2
G (S)=%Z G (s+jnw), @ = (6.39)

T
T
Nalezy zauwazy¢, ze wlasciwosci (6.40), (6.39) odnosza si¢ takze do transformat sy-
gnaléow ciaglych, np.: F'(s) = F (s + jma) dla dowolnej liczby catkowitej m.

Podstawienie zaleznosci (6.8) do (6.37) prowadzi do reprezentacji sygnatu wyj-
sciowego w postaci transformaty z:

Y(2)=U(2)G(z) (6.40)

j n=—co

gdzie U™ ()G (s)

=U()G(2) = Z{U'(9)G(9)} =U(2)Z{G(s)} *.

etli=

Zaleznos¢ (6.40) wynika takze z twierdzenia o splocie dyskretnego sygnatu wej-
sciowego 1 dyskretnej funkcji wagi: y(kT;) =u(kT,) ® g(kT), ktory w dziedzinie z jest
iloczynem transformat obu splatanych sygnatow (Tabela 6.2). Na tej zasadzie mozna
takze okresli¢ sposob obliczania transmitancji Z na podstawie transformat Z sygnatow
na wyjsciu i wejsciu uktadu:

Y(2)

YD

(6.41)

Struktura tych zaleznosci jest pokazana na rys. 6.9.

Us) Y U) G6s) Y(s) 3 Y(z)
U(z) 6) Y(2)

Rys. 6.9. Obliczanie transmitancji uktadu dyskretnego

Zatdzmy, ze transmitancja G(z) w (6.41) ma postac funkcji wymiernej, bedace;j ilo-
razem wielomianu licznika przez wielomian mianownika. Woéwczas mozna jg przed-
stawi¢ w postaci wielomianéw wzgledem zmiennej z”' (6.19):

G(2)= by+bz bz ++byzM Y(2)

ay+az +a, 2 ++ayz U(z)

(6.42)

skad: Y(2)ay+az +ayz 2+t ayz V)= U()by + bz +byz 2 4ot by z ™).

# Relacje G(z)=Z{G(s)} nalezy rozumie¢ jako skrotowy zapis procedury okreslonej

przez zaleznosci (6.13) - (6.16) przy zatozonym okresie impulsowania 7.
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Po uporzadkowaniu, otrzymamy (ao # 0):

Y(2)=U(2) (b, + bz ++b,z" )/ a,=Y(2) @z ++ayz" )/ a, (643)
Poddajac powyzsza zalezno$¢ odwrotnemu przeksztatceniu Z, otrzymamy:

y(kT,-)=z—°u(kz)+---+%u((k—M)T,-)—ﬂy«k—l)z)—---—‘;—w((/«—N)T,-)

. ) a, 0
Mo B Noa.
:Za_fu((k—z)z)—z%y((k—j)ﬂ)

Zaleznos¢ (6.44) przedstawia rekursywny algorytm przetwarzania probek sygnatu
wejsciowego u(kT;) w sekwencje probek sygnatu wyjsciowego y(kT;). Zwiazek ten jest
zachowany niezaleznie od charakteru sygnatu wejsciowego, co pozwala obliczy¢ sy-
gnat wyjsciowy przy dowolnym wymuszeniu.

Zauwazmy, ze transmitancja G(z) w powyzszej analizie odpowiada transmitancji G(s)
uktadu ciagglego, w ktérym zastosowano impulsatory z okresem impulsowania 7; jak na
rys. 6.9. W rezultacie blok o transmitancji G(z) przedstawia dyskretny model uktadu cig-
glego o transmitancji G(s), w ktorym nastgpuje dyskretyzacja czasu o zadanym okresie 7.
Nastepny przyktad pokazuje wynikajace stad zaleznosci w dziedzinie czasu.

(6.44)

Przyklad 6.13. Na wejscie uktadu ciaglego o transmitancji: G(s) = ( ! jest podany
s(s

+1)

sygnal w postaci skoku jednostkowego probkowanego z okresem impul-
sowania T; = 1s. Obliczy¢ dyskretna odpowiedz uktadu.

Zagadnienie to moze by¢ rozwigzane na kilka sposobow. Rozpatrzmy niektdre z nich.

a) W pierwszym podejsciu zastosujemy przetwarzanie wedlug schematu z rys. 6.2, gdzie u(f) =
1(#), natomiast g(f) = L{G(s)}. Dla lepszego przyblizenia proponowanego przetwarzania bedzie-
my si¢ postugiwaé rozszerzong wersja schematu, jak na rys. 6.10, gdzie blok uktadu ciaglego jest
opisany réznymi reprezentacjami tej samej funkcji przetwarzania o transmitancji G(s).

R ARG 0.
U(s) U's) | G (G R (O
L y(@®
—_ —_—)
Y'(s)

Rys. 6.10. Struktura przetwarzania sygnalow

Poszczegolne kroki przetwarzania zawierajg nastepujace operacje.
1. Okreslenie skoku jednostkowego na wyjsciu impulsatora (funkcja ciagla), jego transformaty
Laplace’a oraz transformaty z:

W () =10 = Y 1K) —KT,)
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U'(5) =1 (5) = L{1' ()} = S AkT e

z

o =MD =YK =——
T k=0 z—1
2. Okreslenie transformaty Laplace’a na wyjsciu uktadu ciaglego:
Y(5)=U"(5)G(s) =1 (5)G(s) = ;Z 1(kT)e™"
s(s+1) =

U(z)=U"(s)

o =10

eli=z

Jak wida¢, okreslenie czasowej postaci sygnalu wyjsciowego y(¢) na podstawie powyzszej zalezno-
$ci moze by¢ dosy¢ ztozone. Celem dalszego postepowania jest jednak okreslenie dyskretnej postaci
sygnatu wyj$ciowego, co pomija potrzebe okreslania odwrotnego przeksztalcania transformaty Y(s).
W to miejsce mozna bezposrednio przetwarzaé ciagly sygnal wyjsciowy poddany probkowaniu
oraz jego transformate Laplace’a (transformate impulsows).

3. Okreslenie transformaty Laplace’a na wyjsciu uktadu cigglego po operacji probkowania (trans-
formata impulsowa) [20]:

Y(5)=U"(5)G (5)=1' ()G (5),

gdzie G'(s)=)_ g(kT)e™"" .
k=0

Funkcja g(kT;), k=0, 1, ... jest ciggiem impulsow tworzacych ‘szkielet’ funkcji wagi uktadu cig-
glego, poddanej probkowaniu. Mozna wigc jg okresli¢ nastepujaco (Tabela 3.4):

g()=LHG(s)} = L1/ (s(s+ D)} =1-¢,

skad po podstawieniu: ¢ = kT; otrzymamy: g(k7,)=1-¢ "

4. Okreélenie transformaty z uktadu ciaglego o transmitancji impulsowej G*(s):

z z

o =Ygk =Y (et =T
o k=0 5=0

z—1 z-¢™

G(z)=Z{G ()} =G (s)

5. Okreslenie transformaty z sygnatu wyjsciowego oraz odpowiedzi impulsowej:
z z z z 2 z 2
1(2)=U()6()= z—l(z—l s j_ -1 (z-D-¢")’
skad, po podzieleniu w obu sktadnikach licznika przez mianownik, otrzymamy:
2z—1 z(l+e)—e"
(z=1F (z-D(z-¢7)
Transformat¢ odwrotna, prowadzaca do sygnatu y(kT;), obliczamy oddzielnie dla obu sktadni-
kéw transformaty Y(z). Dla pierwszego skladnika otrzymamy:

Y(z)=

2222y - L k=7 (k-7
‘ {(2—1)2}_T.kT’ IKT}) =Gk =D, Ak =T,

Drugi sktadnik mozna przedstawi¢ w postaci sumy dwoch utamkow:

1 1

z(1+e'T')—e_T'_ 1 3 el _ 1 12 e Lz
z-D(z-eT) (A-eT)z-1) (-e")z-e") 1-el z-1 1-¢T z—¢
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Ty _ o
a wiec: Z”! 2(+e ) i
(z=D(z—-¢")
Ostatecznie, dla 7; = 1:
y(k)=2k-l(k)—(k—l)-l(k—l)—il~1(k—l)+%e‘k-l(k—l).
(Vad c—

}= I,T1((k—1>Ti)—LT;e"‘"~1((k—1>Tl-).
| 1 i

b) W drugim podejsciu bezposrednio zastosujemy transmitancje dyskretna G(z) do okreslenia
dyskretnej procedury obliczania odpowiedzi uktadu na zadane wymuszenie. W tym celu zapi-
szemy transmitancj¢ w postaci utamka utworzonego z wielomianéw licznika i mianownika:

=T
2=e ) — (patrz p. 4 powyzszej procedury).

G(z)=
@) zz—z(l+efT’)+ef’

Dzielac licznik i mianownik prawej strony przez najwyzsza potege z, otrzymamy:
z'(1=-e) _Y(2)

1-z"'(1+e ") +z%T  U(z)

Y(2)(1-z"'(+e ) +27e ) =U(2) (27 (1—¢™)) idalej:

Y(2)=z"(1-e"U()+Y(2)(z A+ ) -z7eT).

Przejscie do postaci czasowej jest tu proste:

vy == uk-D+1+e ) p(k-1)—e " y(k-2).

Powyzsza zalezno$¢ jest stuszna przy dowolnym wymuszeniu u(k). W danym przypadku: u(k)

= 1(k), wiec dla ;= 1:

yk)y=(A-e") (k=) +A+e ) pk—1)—e " p(k-2).

Widaé, ze uzyskane rozwigzanie ma forme¢ rekursywna. Mozna sprawdzi¢, ze dla zerowych

warunkow poczatkowych: y(—1) = y(-2) = 0, oba rozwigzania dajg ten sam ciag wyjsciowy: 0,

0,6321, 1,4968, 2,4470, 3,4287, ..., chociaz postacie rozwigzania sg rozne. Sygnat wyjsciowy

w miare jednostajnie narasta do nieskonczonosci, co nie jest zaskoczeniem, gdyz transmitancja

G(s) zawiera czynnik catkujacy (zerowy biegun), co przy statym jednostkowym wymuszeniu
daje na wyjSciu narastajacy sygnal.

G(z)= , skad:

W przypadku uktadéw dyskretnych o transmitancji (6.42), dla N > 0, odpowiedz
jest formowana na podstawie okreslonej sekwencji sygnatow wejsciowych oraz zdefi-
niowanej kombinacji poprzednich wartosci sygnatu wyjsciowego (6.44). Transmitan-
cja takiego uktadu moze by¢ zapisana w nastgpujacej postaci:

M bi L
G(z)= IZO}V"ZZ =5 ((Z)) (6.45)
14y Lz :

ktora pozwala bezposrednio przejs¢ do (6.44).
Podobnie jak w przypadku uktadéw ciaglych, funkcja wagi jest odpowiedzig im-
pulsowg uktadu, ktérg mozna okresli¢ nastgpujgco:
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g(kT)) =Z {G(2)}=Z {Z{S(KT)IG (=)}, (6.46)
gdyz Z{6(kT)}=1.

Odwrotna transformata Z transmitancji G(z) moze by¢ obliczona wedtug jednej z
przedstawionych metod. W tym celu wygodnie jest zapisa¢ transmitancj¢ (6.42) w
nastgpujacej formie:
veu bz +b 2" b2 P 44y,

N N-1 N-2
ayz" +az" T +az e tay

G(z)=z (6.47)

Przy N > M bieguny transmitancji sg zerami rbwnania charakterystycznego:
ayz" +az" " v a2V T+ tay =0=(z2- p)z—p,) (2= py) (6.48)

Algorytm obliczania odpowiedzi impulsowej mozna takze okresli¢ na podstawie
(6.44), przyjmujac wymuszenie w postaci u(kT;) = o(kT;):
N

g(kT}) = z—a(k DT,) z—f (k- HT) (6.49)

=0 0 Jj=1 0

przy zerowych warunkach poczatkowych: g(kT;) =0 dla £ <0.

Mozna zauwazy¢, ze ze wzgledu na rekursywny charakter procedury (6.49), w
og6lnym przypadku funkcja g(kT;) nie zanika dla dowolnie duzej wartosci indeksu k.
Tego typu uktady przyjeto nazywac¢ ukladami o Nieskonczonej Odpowiedzi Impulso-
wej (NOI) (ang. Infinite Impulse Response — IIR).

W przypadku, gdy N = 0 (odpowiedz nie zalezy od historii procesu), transmitancja
jest bezposrednio zdefiniowana przez wspotczynniki wielomianu licznika (6.47):

Gzy= o b b2 hethy L b k) (6.50)

ayz a

Transmitancja uktadu ma wigc M-krotne zero w poczatku uktadu wspoétrzednych na
ptaszczyznie z. Odpowiedz impulsowa (funkcja wagi) jest nastepujaca:

g(kT)) :b—OJ(kTi)+ﬂ§((k—1)T)+ +—5((k M)T,) (6.51)
dy dy dy

Funkcja ta ogranicza si¢ wigc do kolejnych M + 1 wspdtczynnikow. Stad nazwa tego
rodzaju uktadu: uktad o Skonczonej Odpowiedzi Impulsowej (SOI) (ang. Finite Im-
pulse Response - FIR). Mozna zauwazy¢, ze stan przejsciowy w takim ukladzie jest
ograniczony do skonczonej liczby M krokéw przetwarzania. Cecha ta jest stosowana
przy projektowaniu pewnej oddzielnej klasy ukladéw sterowania (patrz str. 373).
Oznaczenia: NOI oraz SOI stosowane sa gtownie w odniesieniu do uktadéw dyskret-
nych w kontekscie ich zastosowania w charakterze filtrow cyfrowych [46] (czgsto taka
forme transmitancji nazywa si¢ transmitancja o postaci filtru cyfrowego).
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(s+0,5)
(s+0,D)(s+1)
znajduje si¢ impulsator o okresie impulsowania 7; = 0,5 s. Okresli¢ funk-
cj¢ wagi utworzonego w ten sposob zastepczego uktadu dyskretnego.

Przyklad 6.14. Na wejsciu uktadu ciaglego o transmitancji: G(s) =

Transmitancj¢ G(z) mozna okresli¢ na podstawie (6.14), przy czym, bieguny transmitancji s; =
0,1, s, =-1:

6= 206N = s +on 0D __E |y (209 2|
(s+0Ds+1) z—eTr| (s+0(s+1) z—eT | |
4= 5 s
90— 9 _o T

Bieguny transmitancji uktadu dyskretnego: z; = € %7, z, = ¢, OdpowiedZ impulsowa tego
uktadu przybiera wiec nastepujaca postac:
4 _ 5 _ 4 _ 5 _

k) =ZHG(z)} == Ok 4 STk = 2005k | Z o705k
gkT) =26} =3 5 5 5
W celu poréwnania okreslimy odpowiedz impulsowa uktadu ciaglego:

4 1 51 4 5

)= LYG(s)p= L'~ o=+ e,
g0 =L1G)] {9s+0,1 9s+1} 9 9
Przebiegi obu odpowiedzi impulsowych sa pokazane na rys. 6.11. Wida¢, ze odpowiedz impul-
sowa uktadu dyskretnego pokrywa si¢ z funkcja wagi uktadu cigglego w momentach probko-
wania, co jest zgodne z definicja probkowania sygnatu ciaglego (rys. 6.3).

1

0’8 N
0,6
0,4

0,2

Rys. 6.11. Odpowiedz impulsowa ukladu cigglego i dyskretnego
Przyklad 6.15. Uktad dyskretny przetwarza probki sygnatu wejsciowego zgodnie z na-
stepujacym algorytmem:
y(k)=0,5x(k)+ x(k—1)— x(k—3)—0,5x(k — 4)

Okresli¢ transmitancje G(z) = Y(z)/X(z) oraz charakterystyke czgstotliwo-
sciowa, przyjmujac 7; = 0,01s.

Transmitancj¢ G(z) mozna okre$li¢ przez dokonanie przeksztatcenia Z podanego algorytmu:
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Y(2)=05X(2)+ 2" X(2) - 27X (2) = 052X (2) = 05+ 27" =27 = 0,527 )X (2),
skad:

_Y(2)
Oy

co w ogoblnej formie mozna zapisa¢ nastgpujaco:
N-1

G(z)=) h(m)z™".
m=0

W zadaniu parametry tej transmitancji sg nastgpujace:
N=5,h(0)=0,5, h(1)=1, h(2) =0, h(3) =—1, h(4) =-0,5.
Charakterystyka impulsowa ma nastgpujacg postac (rys. 6.12):
g(kT;) = 0,5+ 8((k =1)T;) = 8((k=)T;) - 0,55((k = 4)T;).

Mozna zauwazy¢, ze funkcja wagi jest antysymetryczna wzgledem jej $rodka.

=05+z" =27 =0,5z" = h(0)+ h()z" + h(2)z > + h(3)z + h(4)z™*,

gh) —
- SN : :
0,54 T U S T SRR 4
N AN N N
: < :
0 ~ :
\\
0,5 \\ ............. o
N -
N //
19 i ) 3 K 4

Rys. 6.12. Funkcja wagi analizowanego uktadu

Posta¢ widmowa tej transmitancji uzyskuje si¢ przez podstawienie z=el: G

=0,5+e’ -V —0,5¢™" . Charakterystyki: amplitudy i fazy s pokazane na rys. 6.13.

|G| : : : : : : a)
25 . . . . .
2
1.5
1
0.5
05
Arg(G(€“™)
T

/2

Rys. 6.13. Amplituda (a) oraz faza (b) transmitancji uktadu
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Mozna zauwazy¢ nastepujace cechy tych charakterystyk:

— obie charakterystyki sg funkcjami okresowymi z okresem @7; = 2m;

— charakterystyka fazy (rys. 6.13b) jest funkcja liniowa; ta cecha wystgpuje wowczas, gdy
wspolczynniki s(m) transmitancji tworzg funkcje symetryczng lub antysymetryczng wzglgdem
jej $rodka: A(m) = h(N —m —1) lub: h(m) =—h(N —m —1).

Mozliwos¢ uzyskania liniowej charakterystyki fazy transmitancji uktadu dyskretnego jest bar-
dzo cenng cecha takich ukladéw, ktoéra wykorzystuje si¢ przy projektowaniu filtrow cyfro-
wych. Wlasciwos¢ te maja filtry o skonczonej odpowiedzi impulsowej (SOI).

6.5. Rownania roznicowe

Transmitancja (6.42) uktadu dyskretnego przedstawia relacj¢ pomigdzy transformata-
mi sygnatu wyjsciowego i1 wejsciowego. W dziedzinie czasu ta relacja wyraza si¢ w
postaci zaleznosci (6.44), za pomoca ktdrej mozna okresli¢c odpowiedz uktadu na do-
wolne wymuszenie przy znanych warunkach poczatkowych. Jest to rownanie rozni-
cowe, ktore w uktadach dyskretnych petni podobna role, jak réwnanie rézniczkowe w
uktadach ciagtych (p. 2.4). W przypadku ukladu liniowego przyczynowego, inwa-
riantnego wzgledem czasu wspotczynniki rownania réznicowego maja stale wartosci,
a biezaca probka sygnalu wyjsciowego nie moze zaleze¢ od przysztych probek sygna-
hu wejsciowego. Ilustruje to kolejny przyktad.

Przyklad 6.16. Uktad dyskretny jest okreslony nastepujaca transmitancja:

2
G(z) = z"+2 _ Y(2)

z—1  X(2)
Napisac¢ odpowiadajace mu roéwnanie roznicowe i zbadac, czy uktad jest
przyczynowy.

W celu okreslenia rownania réznicowego postepujemy wedtug znanej metody, zgodnie z ktdrg
licznik i mianownik nalezy podzieli¢ przez skladnik z najwyzsza potega zmiennej z:
142272 Y(2)
-2 X(2)
skad otrzymujemy:
Y (2) -2V (2) = X(2)+ 222X (2)
Stad juz tatwo przej$¢ do postaci czasowej tego rOwnania:
yk—-D)=x(k)+2x(k—-2)+ y(k—-2)
Zmieniajac indeks probek tak, aby otrzymac na wyjsciu probke wskazujaca na biezacy czas
dyskretny, otrzymamy:
y()=x(k+1)+2x(k -1+ y(k-1)
Wida¢, ze biezace wartosci wyjscia zaleza od przysztych probek na wejsciu uktadu.
Wywod ten jest potwierdzeniem warunku przyczynowosci sformulowanego wzgledem wielo-
miandéw licznika i mianownika transmitancji: stopien wielomianu licznika transmitancji nie
moze by¢ wyzszy od stopnia wielomianu mianownika.
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Powyzszy przyklad pokazuje, ze rownania roznicowe moga by¢ rozwigzywane z
zastosowaniem transformaty Z (podobnie jak liniowe rownania rézniczkowe tatwo
jest rozwigzywaé za pomoca przksztalcenia Laplace’a). Ogolng posta¢ rownania roz-
nicowego mozna okresli¢ na podstawie (6.45):

M op Noa.
yky=Y “x(e—i)= D ~Ly(k - j) (6.52)
i=0 %o =1 %o

Dla N = 0 ukfad nie zalezy od poprzednich wartosci wyjscia (uktad bez pamieci), a
wiec jego odpowiedz impulsowa jest skonczona (uktad SOI).

Przyklad 6.17. Liniowy uktad dyskretny jest opisany za pomoca nastgpujacego rownania:
4y(k)+3y(k—1)— y(k—2)=2x(k—1)=5x(k—2)
Okresli¢ y(k) z uwzglednieniem warunkoéw poczatkowych: y(—1) =—1,
¥(=2) = 2. W charakterze wymuszenia x(k) przyja¢ skok jednostkowy.

Podane rownanie roznicowe z warunkami poczgtkowymi poddajemy przeksztalceniu Z. Zgod-
nie z wlasciwo$ciami podanymi w Tabeli 6.1 (opdznienie z zadanymi warunkami poczatko-
wymi), otrzymamy:

4Y(2)+327 (Y (2) + (=1)z) - 22V (2) + p(= D)z + p(~2)2% )= 227X (2) - 522X (2)
Przeksztalcamy uzyskane rownanie w celu wyznaczenia ¥(z):

(44327 22y (2) = B3p(-1) + p(=Dz " + 9(=2) + 227" X (2) - 522X (2)

skad:

2 2
3y(-Dz +2y( Dz+ y(-2)z 4 222 5 X(2)
4z°4+3z-1 4z 4+3z-1
Po wstawieniu odpowiednich warto$ci poczatkowych, otrzymamy:
322 -z 4227 2z-5
2 toa
4z°4+3z—-1 4z +3z-1

Y(z)=

Y(z)= X(2)

Wymuszenie jest w postaci skoku jednostkowego: X (z) = il , wiec:
-

322 -z 4227 + 2z-5 z Z((z—l)(52—1)+22—5) _ Z(SZ2 —-4z-4)
4224321 422 43z—-1z-1  (Az=D(z+D)(z-1)  (@Az=D(z+D(z-1)

W celu znalezienia postaci czasowej odpowiedzi prawg stron¢ ostatniego wyrazenia zapisuje-
my w postaci funkcji wymierne;j:

Y(2)=

2
Y (2)= 2T —4z=4 , co mozna tatwo przedstawi¢ w postaci sumy utamkow:
(4z-D(z+1D)(z-1)
52° —4z-4 4 B . C

z_lY(z) =

B

= + +
Az-D(z+1)(z-1) 4z-1 z+1 z-1
gdzie: 4=5,B=0,5, C=-0,5.
Transformata odpowiedzi przyjmuje nastepujaca postac:
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Y(2)=5-—2 +05 2 —05 "~
4z-1 z+1 z—1
Na podstawie Tabeli 6.2 mozna tatwo okresli¢ czasowa posta¢ odpowiedzi:

k
5(1 1 A R
==|—| +=(-D"-=(
y(k) 4( 4) 2( ) 2()
Widaé, ze dzigki zastosowaniu przeksztatcenia Z mozna tatwo uzyskaé zwartg posta¢ odpo-

wiedzi uktadu opisanego za pomoca réwnania roznicowego.

6.6.  Algebra przeksztalcenia Z

Uktad ciaggly poddany wymuszeniu w postaci sygnatu dyskretnego o okresie impulso-
wania 7; wygodnie jest analizowa¢ w dziedzinie czestotliwos$ci za pomocg przeksztat-
cenia Z. PrzeSledzmy teraz warunki stosowania tego narzedzia analizy uktadow w
odniesieniu do uktadéw o réznej strukturze. Podstawowa zasada transformacji uktadu
ciggtego do uktadu dyskretnego jest ilustrowana na rys. 6.9. Uktad ciagly reprezento-
wany za pomocg transmitancji G(s) moze by¢ dowolnie ztozony. Przyktad takiego
uktadu jest pokazany na rys. 6.14.

g 7
Y O 6 H Guts) F Gt |32 T

Rys. 6.14. Uktad impulsowy z szeregowym potaczeniem elementow ciagtych

Wyjsciowy sygnat dyskretny jest okreslony nastepujaco:
Y(2) =U(2)Z{G,(5)G,(5) - Gy ()} =U(2)G,, (2) (6.53)
W przypadku, gdy na wejsciu kazdego elementu ciagtego znajdujg si¢ impulsatory

(synchronizowane, o jednakowym okresie impulsowania — rys. 6.15), to transformata
sygnalu wyjsciowego jest okreslona nastepujaco:

Y(2) =U(2)Z{G, ()} Z{G,(5)} =U(2)G,(2)G,(2) (6.54)

7;

T; T;
Us) v U G\(s) §/°_> Gas) Ys) v Y2

Rys. 6.15. Uktad impulsowy z szeregowym potaczeniem elementow ciaglych, rozdzielonych
jednakowymi impulsatorami
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W podobny sposdb mozna okresli¢ transmitancje zastepczego ukladu dyskretnego
jak narys. 6.16.

T T;
Ue) EQ G (IR
E(2)
H(s)

Rys. 6.16. Zamknigty dyskretny uktad regulacji z elementami ciagtymi w torze gtéwnym i w
sprzgzeniu zwrotnym

W kolejnych krokach podstawiania otrzymamy:

1. Y(s)=E'(5)G,(s), Y"(s) = [E"(S)G1 (s)]* oraz: Y(z)= E(z)G,(z)

2. E(s)=U(s)=Y(s)H(s)=U(s)— E"(5)G,(s)H (s)

Po obustronnym przeksztatceniu Z otrzymamy:

3. E(z)=U(2)-E(2)Z{G,(s)H (5)}=U(2) - E(z)G,H(z), skad:
U(z) _ Y(2)

1+GH(z) G(2)

Ostatecznie otrzymamy:

4. E(2)=

Y@ _ G2)
U(z) 1+GH(z)

G(z) = (6.55)

W przypadku, gdy element w torze sprzezenia zwrotnego jest takze wymuszany
sygnatem dyskretnym (rys. 6.17), w kroku 2 poprzedniego wyprowadzenia otrzyma-
my:

2. E@s)=U(s)=Y (s)H(s), E'(s)=U"(s) - [Y*(S)H(S)]* , co prowadzi do:
3. E(9)=U(2)-Y(2)H(2)=U(2)-E(2)G,(2)H(2),
Y(z) _ G2

= (6.56)
U(iz) 1+G(2)H(2)

skad: G(z)=

Jesli w torze sprzezenia zwrotnego: H(s) = 1, to obie transmitancje zastgpcze sa sobie
rowne:

Y@ _ G(2)

Y= ) T 146,

(6.57)
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T‘[ * ]-‘l
Ues) . EG) E(s) Gi(s) ) X Y@
1 >

_ E(z)

H(s)

Rys. 6.17. Zamknigty dyskretny uktad regulacji z dyskretnymi wymuszeniami elementow
cigglych w torze glownym i w sprzezeniu zwrotnym

6.7. Ekstrapolacja impulsow

Idealny impulsator jest uktadem, ktéry zamienia warto§¢ sygnalu w momencie impul-
sowania na impuls o nieskonczonej amplitudzie i polu réwnym warto$ci mierzonego
sygnatu. Ten idealny uktad kodujacy nie moze by¢ praktycznie zrealizowany i w jego
miegjsce stosowane sg uktady aproksymujace wynik pomiaru wartosci sygnatu ciagle-
go. Sg to tzw. ekstrapolatory. Potacznie impulsatora z ekstrapolatorem tworzy uktad
prébkujaco-pamigtajacy (ang. sample and hold — S/H). Operacja ‘pamigtania’ generuje
ciagla funkcje czasu W) na podstawie ciagu impulséw n(k7;). Sygnal U(¢) w przedzia-
le kT; <t < (k+1)T: moze by¢ aproksymowany za pomocg wielomianu wzgledem czasu
,(0< < T)):

VKT, +T) = ay + a\T + ayt* +...+a, ", a, = n(kT}) (6.58)

n

Uktad, ktory realizuje operacje (6.58) jest wlasnie ekstrapolatorem. Ekstrapolacja
moze si¢ odbywac z r6zna doktadnoscia, co zalezy od rzedu n wielomianu (6.58), przy
czym n jest takze liczbg ostatnich probek, na podstawie ktorych obliczany jest wielo-
mian (n = 0 — oznacza biezacg probke).

Ekstrapolator zerowego rzedu (n = 0) (ang. zero order hold) jest uktadem, ktory
przechowuje warto$¢ probki sygnatu ciggtego do momentu kolejnego impulsowania
(rys. 6.18). Transformata Laplace’a sygnalu wyjsciowego z ekstrapolatora (rys. 6.19)
jest nastgpujaca:

L{v(T, +7)} = L{u** (t)} = u(kTi)G_

—sT,

° ]=u<kT,->
S

1-e™

=U"(s),  (6.59)

N

co prowadzi do nastgpujacej transmitancji ekstrapolatora zerowego rzedu:

1-¢

Gy(s) = (6.60)
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u(?)

0 T; 2T 37, AT, 5T, 6T, t

Rys. 6.18. Zasada przetwarzania w impulsatorze zerowego rzedu

T, - - T,
u®) v u () Guls) u (1) o Ges) OSSR A0

Rys. 6.19. Struktura uktadu dyskretnego z ekstrapolatorem

Wilasciwosci czestotliwo$ciowe ekstrapolatora mozna analizowa¢ na podstawie
transmitancji widmowe;j:

. 1—eih
G(jo)=—""-—, (6.61)
Jjw
. sin(@T; /2 T, . ol;
skad: |Gy (jo)| =T, % = T,-‘SaTI . Arg(Gy(j)) =—=*.

Czestotliwosciowa charakterystyka amplitudy ekstrapolatora zerowego rzgdu jest
pokazana na rys. 6.20.
|Go(j )|

-/ T4/ T, 2/, o 20T AT, 6w/ T; @

Rys. 6.20. Czestotliwosciowa charakterystyka amplitudy ekstrapolatora zerowego rzedu

Do analizy uktadow dyskretnych z ekstrapolatorem zerowego rzedu mozna pota-
czy¢ transmitancje¢ ekstrapolatora z transmitancjg uktadu ciaglego (rys. 6.21):
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G, (s)=1-¢" )@ (6.62)
oraz: G, ()=(1-z" )z{@} (6.63)
U(&o)ﬁ Y8, s =l as) M O,
G.(s)

Rys. 6.21. Transmitancja zastepcza uktadu cigglego z ekstrapolatorem

s
(s+0,2)(s+0,5)
znajduje si¢ ekstrapolator zerowego rzgdu. Okresli¢ odpowiedz tego
uktadu na dyskretny skok jednostkowy: u(kT;) = 1(kT;), T: = 1s.

Przyklad 6.18. Na wejsciu uktadu ciaglego o transmitancji: G(s) =

Transmitancje zastepcza uktadu dyskretnego okreslamy zgodnie z (6.63):
G, (z)=[1-=" )Z{G(s)} —(1-21)z SR
s (s +0,2)(s +0,5)

Pierwiastki réwnania charakterystycznego transmitancji uktadu ciagtego: s1 =-0,2, s, =-0,5.
Zatem:

1 1 z |, z |
(s+0.2)s+0,5) [ (s+05) z—eT|_, (s+02) z—¢

1 ( z z )
- 027, 20,57,
03\z—e™"  z—e 7%

Zastgpcza transmitancja ma wigc nastepujacg postac:

-
G,(2)= (1 023 )( Z—o 2T, Z—o 5T, j=&( Z—olva -—= —OlST- j
, z—e 7 z—e 7 3\z—e " z—e 7

s=—0,5

e e
Transformata odpowiedzi na skok jednostkowy:
z 10 z z 10 z z
Y(z)= _G Z)=— — = — .
( ) -1 w( ) 3 (2_60,2]‘1. Z_efo,ST,- ] 3 (z—eo’z 2_60,5]

Stad odpowiedz uktadu na dyskretny skok jednostkowy:
_ 10 5_ z z 10( _ _
yk)=2 I{Y(Z)}=?Z 1{ 02~ 05}=3(e e O’Sk)'

z—¢e z—¢€

Przebieg odpowiedzi pokazano na rys. 6.22. Kropkami zaznaczono probki sygnalu wyjsciowego.
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k)

0,8+ - / ...... ...... TN ~ ...... ....... ....... ...... 4
0,6t - ...... ...... ...... \\ ..... ....... ....... ...... 4
0’4_.,....;. ...... ...... ....... ....... '\\ ....... ...... 4

02H v e R TR

Rys. 6.22. Odpowiedz uktadu z przyktadu 6.18 na skok jednostkowy

Ekstrapolator rzedu pierwszego (n = 1) charakteryzuje si¢ statg wartoscia pierw-
szej roznicy probkowanego sygnatu na ostatnim przedziale, przy czym, w chwili im-
pulsowania warto$¢ sygnatu wyjsciowego jest rowna wartosci sygnalu wejsciowego
(rys. 6.23). Do generacji kolejnego odcinka sygnatu wyjsciowego uktad korzysta z
historii poprzedniego okresu, wigc pierwszy odcinek jest zerowy.

u(t)

0 T; 2T, 37, AL 5T, 6T, t
Rys. 6.23. Zasada tworzenia sygnalu wyjsciowego w impulsatorze pierwszego rzedu

Transformata Laplace’a sygnatu wyjsciowego z ekstrapolatora jest nastgpujaca
(przy oznaczeniach jak na rys. 6.19) [24]:

TC_STi *k T 1 —sT.
u(kT) ——=U (s)[—’+—2je L (6.64)
(l—e ) sos
(Tl +12jeq T +1
skad: G (s) =3 T:ﬂ‘_ - SS;T (1—ef (6.65)
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Podstawienie s = jo» w (6.65) daje transmitancj¢ widmowg ekstrapolatora pierw-
szego rzedu. Czestotliwosciowa charakterystyka amplitudy jest pokazana na rys. 6.24.
1Gi(jo)

-on/T, Am/T;, -2n/T; 0 2n/ 1] /T, oem/T, @
Rys. 6.24. Czgstotliwosciowa charakterystyka amplitudy ekstrapolatora pierwszego rzgdu

Niekiedy sg stosowane ekstrapolatory wyzszych rzedow lub uktady o specjalnie
zaprojektowanych charakterystykach czasowych i czgstotliwosciowych. Uktady takie
powinny mie¢ dolnoprzepustowa charakterystyke czestotliwo$ciowa, aby usuna¢ po-
wtarzajace si¢ (okresowe) widma sygnatu dyskretnego.

6.8. Modelownie cyfrowe systemow ciaglych

Mozna zauwazy¢, ze zastosowanie impulsatora wraz z ekstrapolatorem umozliwia
dyskretng aproksymacje uktadu cigglego. W ogoélnym przypadku operacj¢ t¢ mozna
zastosowac¢ do dowolnej funkcji ciagtej. Dyskretny zapis funkcji ciagltych prowadzi do
wygodnego sposobu analizy systemow cigglych za pomoca narzedzi komputerowych.
W dziedzinie czasu operacja ta polega na przejsciu z opisu systemow dynamicznych
za pomocg rownan roézniczkowych do réwnan réznicowych. Te ostatnie moga by¢
bezposrednio uzyte do zapisu odpowiedniej procedury w postaci programu kompute-
rowego. W dziedzinie czestotliwosci transformacja z systemu cigglego do systemu
dyskretnego polega na przyporzadkowaniu operatorowi s odpowiedniej funkcji opera-
tora z: s = f{z). To przyporzadkowanie powinno prowadzi¢ do algebraicznej postaci
funkcji w dziedzinie z, co nie jest zapewnione przez transformacj¢ (6.8). Kazde inne
przeksztatcenie w okreslony sposdb przybliza definicyjny wzor (6.8), co oznacza, ze
nie sa one jednoznaczne. Ponizej przedstawiono podstawowe sposoby transformacji
systemow ciagtych do systemow dyskretnych oraz ich wptyw na dokladno$¢ uzyska-
nych reprezentacji dyskretnych.

6.8.1. Ekwiwalent ekstrapolacji
Przedstawiona na rys. 6.21 zasada transformacji uktadu ciagglego do postaci dyskretnej

moze by¢ takze stosowana w odniesieniu do uktadow ze sprzezeniem zwrotnym
(uktadéw zamknietych). Ilustruje to kolejny przyktad.
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Przyklad 6.19. Okresli¢ transmitancje¢ Z uktadu z rys. 6.25 wedlug metody ekwiwalentu
ekstrapolacji zerowego rzedu.

T;
AP (6]
T, 7 g
Ue) 1= 65000 ! .
_ Ky s(s+360) ¥(s)

Rys. 6.25. Schemat analizowanego uktadu

Zapiszmy transmitancje uktadu zamknigtego w sposob ogodlny:

-1 b
-z )Z{S2(S +a)}
a4 b
1+(1-z )Z{sz(s+a)}

Przeksztatcenie Z{z(b} mozna obliczy¢ przez rozktad transformaty Laplace’a na utam-
s“(s+a

G(z)= , gdzie: b = 65000, a = 360.

ki proste: — =A152A2+ 4 =ﬁ+A—22+ 4 ,
s (s+a) s s+a s s s+a
skad: A1=_—f, A2=é, A3=i2_
a a a

Poszczegodlne sktadniki sg transformowane do przestrzeni z nastgpujaco:

Z{i} =Z{4, AKT)}= 4, —= ; Z{A—j} =Z{4, - (kT))} = 4, _Liz
S S

Z_ b (Z_l)z b
A _ z
Zi-B = Zdy e T = gy — =
{S‘f’d} {3 } 3Z—e_aT’
T
Ostatecznie: Zy— b =4, z + 4, ’ZZ+A3 z -
s*(s+a) z-1 (z-1 z—e i
Transmitancja uktadu otwartego:
G,(2)=(1-z"Z3— b = 2blz+b° , gdzie:
s (s+a)| z +az+a,
—a b —a b —aT; —aT;
b =(aT;—(1-¢ Tr))a—z, by =(1-¢ T’(l+a];))?, a=—(1+e"), ag=e".

Transmitancja uktadu zamknigtego jest nastgpujaca:
Gz)= G,(2) _ . bz +b,
14G,(2) 2> +(ay+b)z+a,+b,
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W celu okreslenia algorytmu realizacji powyzszej transmitancji zapiszmy ja wzgledem ujem-
nych poteg zmiennej z (przez podzielenie licznika i mianownika przez z%):

Y(z bz '+ byz
Gy Y _ by .
U@) 1+ (a+b)z" +(ag+by)z
skad otrzymamy:

Y(2) = bz + byz 2 (2 = (@ + b)z ™" + (g + by)= Jr(2)

Stad juz tatwo uzyskac¢ posta¢ czasowa algorytmu, okreslajacego sposob wyznaczania sygnatu
wyjsciowego y(k):

(k) = bu(k —1) + bou(k —2) = (a; + by) y(k —1) = (ag +by) y(k = 2)

Powyzsze wyrazenie jest czgsto nazywane filtrem cyfrowym (jest to filtr NOI). Jego wiasciwo-
$ci czestotliwo$ciowe sa okreslone przez transmitancje widmowa G(e/®™).

Zauwazmy, ze do rozpoczgcia obliczania wartosci sygnatu wyjsciowego (1(1), ¥(2), ...) nie-
zbedne sa wartosci poczatkowe: u(0), u(—1) oraz y(0), y(—1). Kolejne probki sygnatow: wej-
sciowego 1 wyjsciowego sg oddalone w czasie o okres impulsowania T;.

6.8.2. Ekwiwalent calkowania

Ta metoda odwoluje si¢ do numerycznego przyblizenia warto$ci catki z funkcji ciaglej
na przedziale rownym okresowi probkowania (dyskretyzacji) 7;. Istnieje wiele takich
sposobow przyblizania, ale w praktyce stosowane sa transformacje bazujace na nume-
rycznych metodach prostokatow (Eulera®) i trapezow (rys. 6.26) [17, 35].

Do wyprowadzenia odpowiednich zalezno$ci mozna poréwnac operacje catkowa-
nia funkcji f{#) w dziedzinie czasu ciaglego i w przestrzeni s:

FO&) | _FW

; o) (6.66)

Y0 = [ f@0T & ¥(9)=
0

Dla jawnej (interpolacyjnej) metody prostokatow, w dziedzinie czasu dyskretnego i
przeksztatcenia Z, otrzymamy:
F(z) _z-= 1

Y(T) = y((k=DT)+ T/ ((k=DT) & Y(2)=z"Y(2)+ Tz 'F(z) - Yo - 1 66
z .

1

Wida¢, ze dla catkowania wedlug jawnej metody prostokatéow (ang. forward Euler),
zachodzi nastepujaca odpowiednio$¢ pomiedzy przeksztalceniem Laplace’a i prze-
ksztalceniem Z:

g1 (6.68)

26 Leonhard Euler (1707 - 1783) — szwajcarski matematyk i fizyk, jeden z najwybitniej-
szych matematykow w historii.
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A

[0 /
jawna metoda
AG=DT) prostokgtow
DT, KT, T,
A
A
ST

niejawna metoda

J prostokatéw

\/

(1T, kT, mT,
A
S
ST
A=DT,) J metoda trapezéw
(T, kT, mT,

Rys. 6.26. Podstawowe metody catkowania numerycznego

Stosujgc w (6.67) niejawng (ekstrapolacyjng) metode prostokatow, otrzymamy:
VKT = W(k=DT)+ T, f(RT) & Y(2)=2"Y()+T;-Fz) » L2 221 (6.69)
Y(z) Tz
Poréwnanie (6.69) z (6.66) daje nastepujaca formule dla niejawnej metody prostoka-
tow (ang. backward Euler):

z—1
= 6.70
=1 (6.70)

Podobnie dla metody trapezow otrzymamy nastepujaca formule dyskretna:

y(kT;) = y((k—1>Ti)+§f(kz)+f((k—1)ri) © Y(2)= z‘lY(z)+%(F<z>+z‘1F(z>), (6.71)

skad: F@_2z-1
Y(z) T, z+1
Ostatecznie otrzymuje si¢ nast¢pujaca zaleznos$¢ dla metody trapezow:

2 z—-1
§=—
T z+1

l

(6.72)
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Transformacja (6.72) jest takze nazywana przeksztalceniem biliniowym lub prze-
ksztatceniem Tustina?’,

W ten sposob, znajac transmitancje uktadu cigglego (lub transformate cigglego sy-
gnatu), mozna obliczy¢ przyblizong posta¢ jego transmitancji (transformaty) z:

G(z) =G(s)

(6.73)

s=h(z)

gdzie h(z) jest jedna z wyprowadzonych funkcji, w zalezno$ci od przyjetej metody

numerycznego przyblizania ciaglej catki.

Przyklad 6.20. Okresli¢ przyblizong transmitancje Z uktadu cigglego o funkcji przejscia:
s+1

52 +0,25-0,5

ktory jest probkowany z okresem 7; = 1s. Zastosowac zasade ekwiwalen-

towania catki wedtug metody trapezow.

G(s) =

s+1

s +0,25-0,5| _2 21
Ul 2l

i

Stosujemy podstawienie (6.72): G(z) =

To przeksztalcenie mozna wykona¢ poshugujac si¢ programem MATLAB:
num=[1 1];
den=[1 0.2 -0.5];
sysd=tf (num,den, T, 'tustin') ;
Parametr 'tustin' wskazuje na zastosowanie metody trapezéw do transformacji uktadu
ciggltego do uktadu dyskretnego. Po wykonaniu tego programu zmienna sysd, przyjmuje
posta¢ transmitancji dyskretne;:
0,05205z° +0,004957z — 0,04709
2> —1,9852 +0,9802 '
Mozna sprawdzi¢ réznice w transmitancji dyskretnej przy stosowaniu takze innych dostgpnych
metod transformacji.

G(z) =

Przejécie z dziedziny czasu ciaglego do czasu dyskretnego taczy sie z istotng zmia-
ng charakterystyk czestotliwosciowych uktadu poddanego transformacji.

Przyklad 6.21. Poréwnac charakterystyki czestotliwosciowe amplitudy i fazy uktadu z
przyktadu 6.20, reprezentowanego przez transmitancje G(s) oraz G(z).

Do rysowania logarytmicznych charakterystyk czestotliwo$ciowych zastosujemy krotka proce-
dure programu MATLAB:
— dla uktadu ciaglego:

num=[1 1];
den=[1 0.2 -0.5];

27 Arnold Tustin, (1899-1994) — brytyjski inzynier i profesor, gtdwne prace z zakresu ste-
rowania maszyn elektrycznych.
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sysc=tf (num, den) ;
bode (sysc, {0.01 100.0}) ;

— dla uktadu dyskretnego (przyjeto 7; = 0,1 s):

T=0.1;

num=[0.05204 0.004957 -0.04709];
den=[1 1.985 0.9802];

sysd=tf (num,den,T) ;

bode (sysd, {0.01 100.0}) ;

Wykresy charakterystyk czestotliwosciowych amplitudy i fazy obu uktadéw sa pokazane na
rys. 6.27. Charakterystyki uktadu dyskretnego sa ograniczone do czg¢stotliwosci Nyquista.

|
8 o
T T

amplituda (dB)
I
(=]
T

|
[N
S

|
o
S

R0 i il
102 107! 10°

02

T/ Te 1
czestotliwose @, 1/s
Rys. 6.27. Charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu ciggtego i dyskretnego

Wida¢, ze obie charakterystyki maja zblizony przebieg tylko w obszarze niskich czgstotliwo-
sci. Efekt ten jest zwigzany z zastosowaniem przyblizonego sposobu transformacji.

Stopien deformacji charakterystyki uktadu dyskretnego mozna oceni¢ przez okresle-
nie wzajemnych relacji czestotliwosci w obu rozpatrywanych uktadach. Podstawiajac

s=jw oraz z=e'"""  gdzie ay jest czestotliwoscig w uktadzie dyskretnym, do (6.72):
.2l

W =——————, Otrzymamy:
YOS gar Yy

1

2 ol
w, T arctg( 5 j (6.74)
Na rys. 6.28 jest pokazana zalezno$¢ obu czgstotliwosci. Widaé, ze wzajemna rowno-
wazno$¢ ma miejsce jedynie dla czestotliwosci: @z = @w=0.

Niekiedy istnieje potrzeba wyrownania deformacji charakterystyki uktadu dyskret-
nego w stosunku do ciaglego oryginatu w jakims$ obszarze czestotliwosci. Zatozmy, ze
dla czestotliwosci @ = @, charakterystyki obu uktadow: ciaglego i dyskretnego po-
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winny by¢ jednakowe: G(jw,) = G(e/™). W przypadku transformacji wedtug metody
trapezow, problem ten mozna sprowadzi¢ do okreslenia wspotczynnika ¢, ktory za-
pewni rownos¢:

i@ —a—ejwaTi mLE P
jo,=a 5 =jetg =t

\

3T, 20T, T, 0w, 2mI, 3w, 2

_TE 4

Rys. 6.28. Zalezno$¢ czestotliwosci wy w uktadzie dyskretnym
od czgstotliwosci w w uktadzie ciagtym

Otrzymujemy stad nastepujace zmodyfikowane przeksztalcenie trapezow:

z—1 ,

s=0—, 0=—F7—"—=

z+1 tg(w,T, /2)
Mozna zauwazy¢, ze dla @, — 0 otrzymujemy: o = 2/T;, co odpowiada klasycznej
formule trapezow.
Operacja skalowania czgstotliwosci (ang. prewarping) pozwala modyfikowac trans-
formacje 1 jest zazwyczaj stosowana w odniesieniu do metody trapezow.

(6.75)

Przyklad 6.22. Zmodyfikowa¢ przeksztatcenie trapezow w odniesieniu do uktadu z przy-
ktadu 6.21, aby charakterystyki uktadu dyskretnego byty uzgodnione z
charakterystykami ciaglego oryginatu dla pulsacji @, = 1,0 1/s.

Zgodnie z (6.75) obliczamy wspoétczynnik skalujacy:
w 1

*= e =19,9833, co prowadzi do nastgpujacej formuly transformacji:
te(w,T;/2)  tg(0,05) p gpujace; ty i
5=199833 1
z+1

Poshugujac si¢ programem MATLAB mozna bezposrednio uzyskaé wykres charakterystyk
logarytmicznych za pomocg nast¢pujacej procedury:

T=0.1; oma=1;

num=[1 1];

den=[1 0.2 -0.5];

sysc=tf (num, den) ;
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sysd=c2d(sysc, T, 'prewarp',oma) ;
bode (sysd, {0.01 100.0}) ;grid;

Czgstotliwosciowe charakterystyki amplitudy i fazy obu uktadéw sa pokazane na rys. 6.29.
Porownujac charakterystyki z rys. 6.27 z uzyskanymi powyzej charakterystykami (rys. 6.29),
wida¢, ze odpowiednia korekcja czgstotliwosci moze znacznie rozszerzy¢ przedziat, w ktoérym
charakterystyki obu uktadow: ciagtego i dyskretnego sa sobie rownowazne.

i i
i HEE |

kretn}%

180 RS Ui SO A SR RO A O R R T N R H
10° 1ot Wi 102
czestotliwos$¢ w, 1/s

Rys. 6.29. Charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu ciggtego i dyskretnego

Ostatnie dwa przyktady pokazuja, ze odpowiednia modyfikacja transformacji ukta-
du ciggltego do uktadu dyskretnego wedlug metody trapezéw zapewnia zgodnosé cha-
rakterystyk czestotliwo$ciowych obu uktadéw w szerokim zakresie zmian czestotli-
wosci. Ten sposdb transformacji jest szeroko stosowany przy projektowaniu filtrow
cyfrowych oraz uktadow automatyki [18].

6.9. Probkowanie sygnalow ciaglych

Zamiana sygnatu cigglego na sygnat dyskretny w wyniku operacji impulsowania rodzi
pytanie o cz¢stotliwos¢ impulsowania (probkowania). Przy regularnym probkowaniu z
okresem 7; otrzymamy: fr = 1/7;. Oszacowanie tej wielkosci mozna uzyska¢ na pod-
stawie analizy Fouriera. Jesli ograniczy¢ rozwazania do funkcji okresowych, spetnia-
jacych warunki Dirichleta (p. 3.1), to dowolng taka funkcje mozna roztozy¢ w nie-
skonczony szereg zgodnie z (3.1). W przypadku, gdy mamy do czynienia z sygnatem
rzeczywistym, sktadniki tego szeregu maja postaé, jak w (3.4):

x, () = b, sin(kawyt) + ¢, cos(kayt) = A, sin(kaw,t + ¢,), (6.76)

gdzie parametry tej reprezentacji sg okreslone w (3.4).
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Kazdy sktadnik w postaci (6.76) przedstawia sktadowa harmoniczna analizowane-
go sygnatu o pulsacji kwo, amplitudzie Ax oraz fazie gr. Funkcja xo(¢) jest sktadowa
statg. Nieskonczona suma sktadowych harmonicznych szeregu Fouriera przedstawia
dyskretne, ale nieskonczone widmo sygnatu cigglego. Jest oczywiste, ze nieskonczony
szereg sktadnikow w formie sktadowych (6.76) nie moze by¢ reprezentowany za po-
moca skonczonej liczby dyskretnych probek funkcji. Zatem warunkiem podstawowym
reprezentacji sygnalu ciaglego w formie sygnatu dyskretnego jest ograniczono$¢ jego
widma. Tylko sygnat ciagly o ograniczonym widmie moze by¢ jednoznacznie repre-
zentowany w postaci dyskretnej. Waznym zagadnieniem jest okreslenie wzajemnej
relacji tych parametrow: szerokosci widma sygnatu ciggltego i wymaganej czestotli-
wosci jego dyskretyzacji.

Zatozmy, ze okres sygnatu ciaglego x(f) wynosi 7o, natomiast pasmo czestotliwosci
tego sygnatu jest ograniczone do warto$ci fir : @y = 2ntfy (rys. 6.30). Jesli zwiazemy te
wielkosci tak, ze: f,, =M /T, , to rozktad funkcji x(¥) w szereg Fouriera (3.1) bedzie

ograniczony do 2M + 1 wyrazow:
M .
x(t)= D ae ™, (6.77)
k=M

gdzie w, =2xn/T,, przy czym 0 < ¢ < To.

Zauwazmy, ze M jest liczbg podziatéw pasma o czgstotliwosci podstawowej 1/7 na
jednakowe przedzialy (harmoniczne): M = 5 oznacza, ze: fir = fs =5/To, a wigc czesto-
tliwo$¢ graniczna pokrywa si¢ z pigta harmoniczng analizowanego przebiegu.

X(t) a)

)

Ty

X(jo) b)

0 anM 0]

Rys. 6.30. Sygnat ciagly (a) oraz jego ograniczone widmo (b)

Jesli zadany okres 7y sygnatu podzielimy na N jednakowych przedzialow o dtugo-
sci T=Tyo/N , to dla kazdej wartosci dyskretnego czasu ¢, = nT, n =20, 1, ..., N zalez-
nos$¢ (6.77) begdzie prawdziwa dla otrzymanych punktéw czasowych:



194 6. LINIOWE SYSTEMY DYSKRETNE

., kn

M . M o
M) =x(nT)= Y ae ™ =Y ae N n=0,1,..,N, (6.78)
k=—M k=—M

Powyzsze rownanie dla kolejnych wartosci indeksu n tworzy uktad N + 1 réwnan,
w ktorych 2M + 1 wspotczynnikéw ay szeregu Fouriera wigze N + 1 probek sygnatu
x(#). Ten uktad rownan jest pelny i jednoznaczny tylko wtedy, gdy N = 2M, co ozna-
cza, ze do okreslenia M harmonicznych sygnatu x(¢) o okresie Ty i czestotliwosci gra-
nicznej fir nalezy zgromadzi¢ 2M jego réwnoodleglych w czasie probek. Wiaza si¢ z
tym dwa pojecia stosowane w odniesieniu do dyskretnej reprezentacji okresowego
sygnatu cigglego o ograniczonym widmie:
— graniczna czg¢stotliwos¢ probkowania (czgstotliwo$¢ Nyquista):

2

fNTO

=27, (6.79)

— okres probkowania, zapewniajacy odtworzenie w postaci dyskretnej M harmonicz-
nych sygnatu (probkowanie Nyquista):
— T; 0 1

Jak wida¢, aby zapewni¢ pelne odwzorowanie sygnatu ciggltego o widmie ograni-
czonym do czestotliwosci fir za pomoca sygnalu dyskretnego, czestotliwos¢ probko-
wania powinna by¢ dwa razy wigksza od tej granicznej cz¢stotliwosci. Innymi stowy,
pelna informacja o rozwazanym sygnale cigglym jest zawarta w skonczonej liczbie
probek tego sygnatu, jesli okres probkowania spetnia warunek (6.80).

Powyzsza zasada jest znana jako twierdzenie o probkowaniu (ang. sampling theor-
em) [46]. Z jego odkryciem taczy si¢ wiele nazwisk uczonych i inzynierow. Matema-
tyk J.M. Whittaker®™ odkryt to prawo w kontekscie interpolacji funkcji (1935), C.
Shannon® zajmowat sie nim z punktu widzenia teorii informacji (1949), natomiast w
zakresie teorii sygnatow i ukladow dyskretnych sformutowal i rozpowszechnit je H.
Nyquist (1928). W Rosji twierdzenie o probkowaniu taczy si¢ z nazwiskiem V.A.
Kotielnikova® (1933).

Zaleznosci (6.79), (6.80) definiujg warunki teoretyczne naktadane na czgstotliwos¢
probkowania lub jego okres, co oznacza, ze w sygnale cigglym nie wystgpujg zadne
sktadowe o czestotliwosci przekraczajacej granice fir (lub szum), a procedura probko-
wania (impulsowania) jest idealna. W rzeczywistych rozwigzaniach sygnaty zawieraja
réznego rodzaju szumy, a pomiary sg obarczone nieuniknionymi btedami, co sprawia,

28 John M. Whittaker (1905 — 1984), matematyk angielski.

2 Claude Shannon (1916 — 2001), amerykanski matematyk i inzynier, ‘ojciec’ teorii informacji.

30 Bragumup Anexcanaposuy Korensaukos (1908 — 2005), rosyjski matematyk oraz inzy-
nier w zakresie radiotechniki i telekomunikacji.
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ze przytoczone warunki sa formulowane w postaci nierownosci. Na przyklad w odnie-
sieniu do czgstotliwosci probkowania f; sygnatu analogowego o szerokosci pasma fy,
zada sig, aby byta dwukrotnie wigksza:

fi>2f, ub: £ > f, (6.81)

W skroconej formie mowi si¢, ze najwyzsza harmoniczna wystepujaca w sygnale po-
winna by¢ probkowana nie rzadziej niz dwa razy w okresie.

Jakie sg konsekwencje niespelnienia warunku (6.81)? Pokazuja to widma sygnatu
dyskretnego otrzymanego przez probkowanie sygnatu cigglego o widmie ograniczo-
nym do pulsacji @y = 27fis (rys. 6.31). Widmo sygnatu dyskretnego ma charakter cy-
kliczny z okresem, ktory zalezy od czestotliwosci probkowania i wynosi @. Na rys.
6.31c) pokazany jest obraz widma w przypadku, gdy @ < 2w (fi < 2fu). Widaé, ze w
takim przypadku sasiednie widma nachodza na siebie. Nachodzenie widm (ang. alia-
sing) powoduje, ze w strefie nachodzenia obraz charakterystyki czgstotliwosciowej nie
jest jednoznaczny: informacja zawarta w sygnale cigglym (analogowym) nie jest w
peli przenoszona do jego postaci dyskretnej i odwrotnie: widmo dyskretne, zdefor-
mowane przez sasiednie ‘listki’, nieusuwalnie zmienia informacje o oryginalnym sy-
gnale. Problem ten nie wystepuje w przypadku widm prezentowanych na rys. 6.31a)
b), co potwierdza warunek (6.81).

Jesli jednak chcemy na podstawie widma z rys. 6.31a, b odtworzy¢ sygnat ciagly z
rys. 6.30a, to nalezy pozby¢ si¢ okresowych powtdrzen widma sygnatu dyskretnego.
Procedura ta jest ilustrowana na rys. 6.32.

X(o)

o o,

—2 7

“on 0
X(o)

_o @, b

P /"\7

—Wy 0 Wy 2
X(o)

_e @ c)

B /\/} 5 ‘\/\/‘

— Wy 0 2 @

Rys. 6.31. Widmo sygnatu dyskretnego przy réznej czestotliwosci probkowania: @; =2 @ (a),
@, > 2w (b) oraz @, < 2wy (c)

W celu uzyskania cigglego sygnatu na podstawie widma sygnatu dyskretnego za-
stosowano idealny filtr dolnoprzepustowy. Wida¢, ze widmo sygnatu odtworzonego
pokrywa si¢ z widmem sygnatu cigglego. Czestotliwos¢ odcigcia filtru dolnoprzepu-
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stowego przyjmuje si¢ zwykle rowng potowie czgstotliwosci probkowania: @, = wy/2.
Warto zauwazy¢, ze zastosowanie filtru o podanej idealnej charakterystyce czestotli-
wosciowe] jest w praktyce niemozliwe. Zastosowanie ekstrapolatora w charakterze
tego filtru w duzej mierze spetnia oczekiwania (rys. 6.20).

X
(jo) 2
—Wy WOy 2
Xjo)
ANV
*&Z 0y 0 oy w: @
H(jw) 0
— @ @
X(jo)
/ \ ¢
—Wy Wy @

Rys. 6.32. Doktadne odtworzenie sygnatu ciggtego na podstawie sygnatu dyskretnego: a) wid-
mo sygnalu ciaglego; b) widmo sygnatu dyskretnego; ¢) widmo filtru dolnoprzepustowego; d)
widmo sygnatlu odtworzonego

Powyzsza analiza pokazuje, ze zapewnienie odtwarzalno$ci sygnatow poddanych
proébkowaniu wymaga duzej ostroznosci. W celu spetlienia warunkow narzuconych
przez twierdzenie o probkowaniu, powszechnie stosuje si¢ ograniczenie widma sygna-
hu cigglego za pomocg analogowego filtru odcinajacego, co takze zapewnia racjonalny
wybor czgstotliwosci probkowania, ktorg mozna oszacowac zgodnie z zaleznoscia:

1, =2mf,,, (6.82)
gdzie przyjmuje si¢: m =2 + 5.

W rezultacie tor gtéwny uktadu sterowania dyskretnego (z udzialem komputera cy-
frowego — rys. 6.1) begdzie miat strukture jak na rys. 6.33. Uktad odtwarzajacy sygnat
ciagly znajduje si¢ w przetworniku C/A.
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e(?) Filtr | edn)_
a9, b

AJC e*(t)‘ Sterownik m*(t)‘
odcinajacy " komputerowy

] 1|

Rys. 6.33. Struktura dyskretnego uktadu sterowania

m(?) y()
> Proces >

C/A

Zadania

6.1.

6.2.

6.3.

6.4.

6.5.

6.6.

Okresli¢ transmitancje ukladéw dyskretnych, ktdrych funkcje przetwarzania we/wy dane
sa w postaci nastepujacych rownan roznicowych, gdzie 7; = 0,2s. Wyznaczy¢ ich czesto-
tliwosciowe charakterystyki amplitudy i fazy.
Y(KT) = u(kT,) + 2u((k - 2)T;)- 0.5y((k - DT;),
Y(kT}) = u(kT;) +2u((k = 2)T; )= 2u((k = HT; ) - u((k - 6)T; ).
Okresli¢ odpowiedz uktadu o podanej transmitancji na skok jednostkowy. Przyjac okres
impulsowania 7; = 0,1s.
-1
1_72_1 , G(z) = 2; )
1+0,5z z°+0,3z+2
Stosujac metodg rozktadu transformaty Z na utamki proste oraz metode residudéw, okre-

G(2) =

sli¢ postac dyskretng przebiegéw o podanych transformatach.
2 -1 2
: z ’ Y(2)= 1-z . Y(z)zzZ 3+222+1.
z°—z4+0,5 1+0,5z z +z
Uwaga: w przypadku metody residuéw skorzysta¢ z przyktadu 6.12 (str. 167).
Na podstawie podanych transformat sygnatow dyskretnych okresli¢ ich posta¢ czasowa.
Poréwna¢ wyniki uzyskane metoda rozktadu transformaty na utamki proste z metoda sze-

regu potegowego.

Y(z)=

_ z _ 1
Te)= 22-3z+2" ()= (z=0,1)(z=0,5)(z+0,2)
¥(z)= 22(322 +17) , Y(z)= z ’
(z—1)(z> —62+25) (z+0,1)(z+0,2)(z +0,3)
I __ z-= 1
&= 22(z=05) O=

Okresli¢ warto$ci poczatkowe i koncowe (ustalone) sygnatow, ktorych transformaty sa
podane w zadaniu 6.4.

Okresli¢ posta¢ czasowa odpowiedzi na skok jednostkowy uktadéw o podanych transmi-
tancjach. Przyja¢ zerowe warunki poczatkowe.

1 z
G(z)= , G(z)=
z2-0,75z+0,125 z2-0,75z+0,125
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z z
G@)=—5—"—7, G@)=—5—F——.
22 4+03z+2 22 -12z+0,2
6.7. Dla uktadéw z zadania 6.6 okresli¢ stan ustalony na wyjsciu, przy zalozeniu, ze na wejécie

6.8.

6.9.

6.10.

podane jest dyskretne wymuszenie w postaci sygnatu: u(k7;) = 0,5sin(k7;), T; = 0,4s.

Uktady dyskretne sg okreslone za pomoca podanych rownan réznicowych z zadanymi
warunkami poczatkowymi. Okresli¢ ich odpowiedzi na skok jednostkowy.
(k) + (k=1 =2p(k =2) =u(k) + 3ulk = 2) . y-1) =2, 3(-2) = I1
y(k)+ y(k=1)=2y(k —2) = u(k = 1)+ 3u(k —2), p(-1) = 0, »(-2) = 1.
Dobra¢ czestotliwos¢ probkowania w uktadzie dyskretnym, ktory steruje obiektem cia-
glym o podanej transmitanc;ji:
G(s)=zs$, G(s):%.

s*+2s+5 s”+4s”+5s+3
Na wyjsciu uktadu dyskretnego zarejestrowano nastepujacy cigg impulsow po podaniu
skoku jednostkowego na jego wejscie: y(k) =0, 2/3, 1, 1, ..., k=0, 1, 2, ... . Badany
uktad ma struktur¢ jak na ponizszym schemacie. Okresli¢ transmitancj¢ zastepcza G(z)
tego uktadu oraz transmitancj¢ G(z).

U(z) iT—> Gi(2)

Y(z)




7. STABILNOSC LINIOWYCH SYSTEMOW
DYSKRETNYCH

7.1. Wprowadzenie

Ogélne wymagania odnoszace si¢ do stabilnosci liniowych systemow dyskretnych sa
podobne, jak w przypadku systemow ciaglych, ktdre zostaty omdéwione w p. 5.1. Mozna
wiec powtdrzy¢, ze system jest stabilny, jesli przy ograniczonym wymuszeniu uzyskuje
si¢ ograniczong odpowiedz (warunek stabilnosci BIBO). Odpowiedz impulsowa (przy
wymuszeniu impulsowym) stabilnego systemu, przy zerowych warunkach poczatko-
wych, z czasem dazy do zera:

lim g(k7,)=0 (7.1)

Jesli warunek (7.1) jest spelniony, to system jest stabilny asymptotycznie, co takze jest
definiowane nastepujaco:

Z|g(kT,.)|sM<oo (7.2)
k=0

dla pewnej warto$ci M.

Wychodzac z tych ogélnych definicji, stabilno$¢ liniowego, przyczynowego sys-
temu dyskretnego mozna bada¢ wedtug zasad odnoszacych si¢ do systemu ciaggtego.
W przypadku systemow opisanych za pomocg transmitancji mozna w tym celu stoso-
waé podstawowe kryterium matematyczne: bieguny transmitancji systemu muszg
mie¢ ujemne czesci rzeczywiste. Odnosi si¢ to do transmitancji Laplace’a systemow
ciggtych.

W przypadku systeméw dyskretnych dysponujemy transmitancjg Z, ktora jest po-
wigzana z transmitancjg Laplace’a zalezno$cig (6.8):

T:s T, iT: iT. T.
z=e¢ ' = i0TINY = pelli® 4 =l (7.3)

Warunek: o< 0 sprowadza si¢ wigc do wymogu 7 < 1. Jest to podstawowy waru-
nek stabilnosci systemu dyskretnego sformutowany w odniesieniu do jego transmitan-
cji Z. Staje si¢ to jasne po analizie transformacji pomiedzy plaszczyznami pierwiast-
kow transmitancji systemu s — z zgodnie z przeksztatceniem (7.3) (rys. 7.1). Wida¢, ze
pierwiastki uktadu ciaglego o ujemnej czesci rzeczywistej na ptaszczyznie s przecho-
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dza do wngtrza okrggu jednostkowego na ptaszczyznie z. O$ jwna plaszczyznie s (0=
0) staje si¢ okregiem o promieniu 1 ze srodkiem umieszczonym w poczatku uktadu
wspotrzednych plaszczyzny z. Prawa cze$¢ ptaszezyzny s (o> 0) w wyniku transfor-
macji (7.3) zostaje umieszczona na zewnatrz okregu jednostkowego ptaszczyzny z.
jo joT
faszczyzna s 1
7 p y plaszczyzna z

T
/%

c % o

‘\_/’/"

Rys. 7.1. Transformacja ptaszczyzny s do plaszczyzny z

s
(s+0,2)(s+0,5)
znajduje si¢ impulsator o okresie probkowania 7; = 1s oraz ekstrapolator
zerowego rzedu (patrz przyktad 6.13). Okresli¢ stabilno$¢ tego uktadu.

Przyklad 7.1. Na wejsciu uktadu ciaglego o transmitancji: G(s) =

Zastgpeza transformata Z tego uktadu zostata okreslona w przyktadzie 6.13:

10 z—1 z—1
G,(2)= ?(Z B A E 7 ] .
Bieguny transmitancji sg wigc nastepujace (7; = 1s):

7, =e¢ " =08187, z, =¢ 1 = 0,6065.

Obie wartosci leza w okrggu jednostkowym, wigc uktad jest stabilny, co takze potwierdza
przebieg jego odpowiedzi na skok jednostkowy (rys. 6.19).

Przyklad 7.2. Na wejsciu ukladu ciagtego o transmitancji: G(s) = znajduje si¢

K
s(s+2)
impulsator o okresie probkowania 7; = 1s oraz ekstrapolator zerowego
rzedu (patrz przyktad 7.1). Okresli¢ stabilnos¢ tego uktadu.

Zastepcza transformate Z tego uktadu mozna okresli¢ wedtug znanego sposobu:
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==z @ =1-z L =\-z z
e e e e e o)

Pierwiastki réwnania charakterystycznego transmitancji uktadu ciaglego sg nastgpujace: s; = -2,
52 =53= 0 (podwojny).
Zatem:

Ga(z>:z{L}:z{fl{AsjB+ ¢ } }=Z{g1(kT,->+g2(kT,->+g3<kT,-)}.

s*(s+2) s s+2)

Sktadniki prawej strony mozna obliczy¢ nastepujaco (patrz przyktad 6.5):

g (kT) = L {zﬁ} = AT, ()= L {5} = 1T),
S (=KT,

AT, S

g3<kz)=£‘{ s } S
4s+2)),_, 4

Ostatecznie otrzymamy:

Ga(z)=§(2Z{kTi1(kTi)}—Z{1(kTi)}+Z{e‘2"Tf}):5((ZTI'Z -z 4z J

4l -2 z-1 _¢

K z(z(le. +e —1)—21;.e‘”' —e +1)
4

(z— 1)2(2 —e 2T )
Zatem transmitancja zastgpcza catego uktadu jest nastgpujaca:

K z(z(zr,. —1+eh )— 2T el 4 1) K z(zr,. —1+e " )— e Q2T + 1) +1
(z-12[z—e7") 4 -Dz-e?)
Zauwazmy, ze transmitancja uktadu zalezy od okresu probkowania T;, co sugeruje, ze w ogol-

nym przypadku warto$¢ 7; moze wplywac na stabilno$¢ uktadu.
Dla podanej wartosci 7; = 1s otrzymamy:

K z(l + e_z)— 3e2+1 K 1,1353z+0,5940
G,(2)= " =

G, (2)=(1-27)

(Z—l)(z—e_z) 4 72 -1,13532+0,1353

Bieguny transmitancji sg nastgpujace: z1 = 1, z» = 0,1353. Uklad jest wiec stabilny, ale niea-
symptotycznie. Fakt ten mozna potwierdzi¢, analizujac funkcj¢ wagi uktadu zastepczego, ktora
przyjmuje nastgpujaca postac:

2 —
g,k =2"6,}=2"{1I-")6, )= ga(k2>—ga((k—1>n)=§(l—£62—l)e2"J1((k—1>)

Przebieg tej funkcji dla K =1 jest pokazany na rys. 7.2.

Mozna zauwazy¢, ze nie sg spelnione warunki (7.1), (7.2) stabilnosci asymptotycznej uktadu
dyskretnego, poniewaz kolejne wartosci funkcji wagi daza do statej wartosci 0,5. Suma nie-
skonczonej liczby probek tej funkcji zmierza do nieskonczonosci.
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or——— 1 T T T T

19 SUUN SO S SO
0,4 ............................................................................................ _

0’3_ ......... ............................................................................................ -

0’2_ .................................................................................................... -

0’1_ .................................................................................................... -

Rys. 7.2. Funkcja wagi rozwazanego uktadu

Z dotychczasowych analiz wida¢, ze badanie stabilnosci systemow dyskretnych —
podobnie jak w przypadku uktadéw ciaglych - sprowadza si¢ do okreslenia potozenia
biegundéw ich transmitancji. Uktady stabilne asymptotycznie muszg mie¢ wszystkie
bieguny potozone wewnatrz okregu jednostkowego. Jesli ponadto pojedyncze bieguny
(ale jednokrotne) leza na okrggu jednostkowym, to uktad jest stabilny nieasympto-
tycznie. W innych przypadkach uktad jest niestabilny.

Potozenie biegundéw mozna wyznaczy¢ przez ich bezposrednie obliczenie, jak to
pokazano w przykladach 7.1 oraz 7.2. W przypadku, gdy wielomian mianownika
transmitancji ma stopien wigkszy od dwoch, metoda ta nie jest juz prosta. Podobnie
jak w systemach liniowych, mozna wowczas korzysta¢ z kryteriow stabilnosci, ktore
ulatwiajg t¢ procedure.

7.2.  Kryteria stabilnosci ukladow dyskretnych

Kryteria stabilno$ci stosowane w odniesieniu do liniowych ukladéw dyskretnych

mozna podzieli¢ na dwie kategorie:

— kryteria, w ktorych bezposrednio analizowana jest transmitancja Z uktadu;

— kryteria, w ktorych transmitancja Z lub tylko jej funkcja charakterystyczna, jest
przeksztatcana do innego uktadu wspotrzednych, w ktorym oceniana jest stabilnosc¢
uktadu wedlug kryteriow stosowanych do uktadow ciagtych.

Ponizej przedstawione sg podstawowe kryteria stosowane do oceny stabilnosci sys-
temow dyskretnych.
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7.2.1. Kryterium Jury’ego

To kryterium nalezy do pierwszej z wymienionych grup. Zatézmy, ze transmitancja
rozwazanego liniowego uktadu dyskretnego jest funkcjg wymierng o postaci:
L(z)
M(z)

G(z)= (7.4)

Do oceny stabilno$ci rozpatrywane jest rownanie charakterystyczne (mianownik
transmitancji):

M(z)=a,2"+a, 2" ++az+4,=0, a,>0, (7.5)

na podstawie ktorej, jest budowana tablica Jury’ego. Tablica ta zawiera (2n—3) wier-
sze. Pierwsze dwa wiersze tablicy sg utworzone ze wspotczynnikow wielomianu M(z),
natomiast wspolczynniki pozostatych wierszy sa wyznacznikami macierzy utworzo-
nych w sposob zblizony do procedury stosowanej w kryterium Routha-Hurwitza dla
uktadow cigglych [16]:

wiersz | z° z! z .. 2k .. 2! z"

1 ao ai az Ank Qp-1 an
2 an Ap-1 an) ak ai ao
3 bO bl b2 bnfk bnfl
4 bu1 bna bns bno bo
5 Co cl I Cna
6 Cn=2 Cn-3 Cn-4 ... ... Co

2n-5 | so S1 $2 83

2n—4 | s3 S2 S1 S0

2n-3 | ro ri "

Wspotczynniki stojace w wierszach poczynajac od trzeciego, sg obliczane nastgpu-
jaco:

a, a
0 n—k _
b, = ,k=0,1,2,...n—1,
an ak
b, b
o k-1
¢ = L k=0,1,2,....n—2,
bn—l bk
_ 150 3 So 52 So S
= > h = > I =
S3 So S3 8 S35
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Stabilno$¢ uktadu jest zalezna od spetnienia nastepujacych (n+1) warunkow:

(1) M(1)>0,

(2) =D"'M(-1)>0,
3) aj|<a,,

4) bo| >, »

Q) ‘Co‘ >Chal s

(nt1) ‘ro‘ >‘r2‘.

Przyklad 7.3. Sprawdzi¢ stabilno$¢ uktadu dyskretnego, ktorego funkcja charaktery-
styczna jest nastepujaca: M (z) =2z° +3z° +4z+1=0. Zastosowa¢ kry-
terium Jury’ego.

Mianownik transmitancji ma posta¢ wielomianu 3-go stopnia (n = 3), wigc tablica Jury’ego ma
2n — 3 =3 wiersze (wspotczynnik az = 2 >0):

ZO Z1 22 Z3
1 1 4 3
2 3 4
3 bo b by
gdzie:
1 2 13 1 4
b, = =1-4=-3, b = =4-6=-2,b, = =3-8=-5.
1 2 4 2 3

Sprawdzamy kolejne (n + 1) = 4 warunki stabilnosci:
M1)=2+3+4+1=10>0,

(~1)’M(=1)=—(-2+3-4+1)=2>0,
‘a0‘=l<a3 =2,
‘bo‘ =3> ‘bz‘ =5 — ten warunek nie jest spelniony, wiec uktad jest niestabilny.

Rezultat ten potwierdza analiza numeryczna, gdyz pierwiastki wielomianu M(z) sg nast¢puja-
ce: z12 =-0,5971 £j1,1306, z3 = —0,3059. Widaé, ze pierwiastki zespolone lezg poza okregiem
jednostkowym.

Kryterium Jury’ego w pojedynczym zastosowaniu jest dosy¢ ucigzliwe. Ma ono
jednak prostg algorytmicznie postac, co pozwala stosowac go do automatycznej oceny
stabilnosci uktadow dyskretnych.
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7.2.2. Kryterium Routha-Hurwitza na plaszczyznie ‘W’

Algebraiczne kryterium Routha-Hurwitza, stosowane w odniesieniu do systemow
ciaglych, bazuje na zasadzie weryfikacji potozenia biegunéw transmitancji wzglgdem
osi jw. Kryterium to nie moze by¢ zatem bezposrednio stosowane do transmitancji
systemu dyskretnego. Odwrocenie transformacji pomig¢dzy przestrzenig systemu cia-
glego s i1 dyskretnego z (6.8): s = In(z)/T; nie jest uzyteczne, gdyz prowadzi do zalez-
no$ci niealgebraicznych w przestrzeni s. Wady tej nie ma przeksztalcenie biliniowe
(6.72), w ktorym zmienna zespolona s jest zazwyczaj oznaczana jako w:
__2T+w 2:z-1

lub: w=—
2/T,—w T, z+1

1

(7.6)

Podstawienie (6.8) w wersji widmowej: z = &% = cosaT; + jsinwl; do (7.6) po-
zwala okresli¢ relacje migdzy czgstotliwosciami w obu plaszczyznach:
NORSEE TR
= _]_tg_ = Ja)w 5
T o

1

W—'itw_Ti
JT. & 2

l

(7.7)

gdzie: w, jest pulsacjg na plaszczyznie w, @ jest pulsacjg probkowania.
Na podstawie (7.6), (7.7) mozna wywies¢ nastepujace zaleznosci:

— okrag jednostkowy na plaszczyznie z przetransformowany zostaje w o j@, na
plaszczyznie w, przy czym, trajektorie na obu plaszczyznach zmierzaja do tych
samych wartosci, gdy pulsacja zmierza do 0 oraz +w.

— punkty lezace wewnatrz okregu jednostkowego na plaszczyznie z zostaja przetrans-
formowane do punktow lezacych w lewej potptaszczyznie wspotrzednych w.
Dzieki tym wiasciwosciom wielomian charakterystyczny M(z) zostaje przeksztat-

cony w wielomian M(w), w stosunku do ktérego mozna stosowac kryterium Routha-

Hurwitza w celu oceny miejsca potozenia biegundéw transmitancji uktadu dyskretnego.

Kryterium jest stosowane w nastgpujacych krokach.

W transformacie uktadu dyskretnego (7.4) wydzieli¢ wielomian charakterystyczny:

M(z)=az" +a, 2"+ +az+a,=0, (7.8)

ktory nalezy przeksztalci¢ za pomocg podstawienia (7.6) do ptaszczyzny w:

n n—1
“ 2/T, +w ra, 2/T, +w fotay 2/ +w +ay=0 (7.9)
2/, —w 2/T,—w 2T —w

W kolejnych krokach otrzymamy:
a,2/T,+w)" +..+a;2/ T, + w)2/T, —w)" " +ay(2/T, —w)" =0,
oraz: MWw)=cw' +c, W+ +cwtc, =0, (7.10)

W odniesieniu do wielomianu M(w) mozna stosowaé kryterium Routha-Hurwitza.
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Przyklad 7.4. Funkcja charakterystyczna transmitancji uktadu dyskretnego jest nastepu-
jaca: M(z) =2z +3z> +2z+ K = 0. Okresli¢ warto$¢ wspolczynnika K,
dla ktérego uktad jest stabilny. Okres probkowania 7; = 0,1s.

Przeksztalcamy funkcje M(z) do ptaszczyzny w:

3 2
M(w)=2 2/T, +w +3 2/T, +w +9 2/T, +w tK=0
2/T, —w 2/T, —w 2/T, —w

M(w)=2Q2/T, +w)* +32/T, +w)2(2/T —wW)+2Q2/ T, + w2/ T, —w)* + K2/ T, —w)?

=(1-K)w’ +7(1+3K)W + (7 3K)w+—(7+K) 0
Warunek konieczny kryterium Routha-Hurwitza: wspotczynniki wielomianu musza mie¢ jed-
nakowy znak. Stad otrzymujemy: K <1, K >-1/3, K<7/3, K>-7.
Wynika stad dopuszczalny przedziat wartosci wspotczynnika K, przy ktorym wspotczynniki
wielomianu M(w) maja jednakowy znak: —1/3< K <1.
Jest to niepusty przedzial, wigc budujemy tablicg Routha (patrz p. 5.2), aby sprawdzié¢ wystar-
czajace warunki stabilnosci:

w 1-K %(7—310
W2 2 (143K) 8 74K
T; 7’
1 8 K(K-3)
w —GK+1) 0
WO %(7+K)

Wspotczynniki w pierwszej kolumnie powinny mie¢ taki sam znak, skad otrzymamy nastepu-

jace warunki (7; > 0):

1. 1-K>0 =K <1,

2. 1+43K>0 -K>-1/3,

3 K(K-3)
- -3K-1

skad: 0<K <3 lub K <-1/3,
4. 7T+K>0 -K>-7.
Lacznie, wszystkie te warunki sg spelnione dla przedziatu: 0 < K <1.

>0 >(0<K<3 oraz K>-1/3) lub ((K<0 lub K>3) oraz K<-1/3

W migejsce (7.6) moze by¢ takze stosowane nieco uproszczone przeksztatcenie:
I e =271 (7.11)
-7 z+1’
w ktorym zaktada si¢: 7; = 2. To uproszczenie nie zakloca podstawowych relacji pomie-
dzy ptaszczyzng r i ptaszczyzna s, natomiast jest prostsze w obliczeniach.
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Przyklad 7.5. Dana jest transmitancja uktadu dyskretnego, ktorej rownanie charaktery-
styczne jest nastepujace: M (z) = 22 +240,25=0 Okresli¢ stabilno$¢ te-
go uktadu za pomoca kryterium Routha-Hurwitza z zastosowaniem prze-
ksztalcenia (7.11).

Podstawiajac zalezno$¢ (7.11) do rownania charakterystycznego, otrzymamy:

2
Moy =[] [ Lops 0.
1-r 1-r

W kolejnych etapach przeksztatcenia otrzymamy:

(147 +0+r)i-r)+0250-7F =0,

(2 +2r 1) (1= 2+ 02502 = 2 +1)=0,

0,25r% +1,57 +2,25=0.

Wida¢, ze warunek konieczny kryterium Routha-Hurwitza jest spetniony: wspotczynniki wie-

lomianu majg jednakowy znak.
Tablica Routha ma nastgpujaca postac:

7 0,25 2,25
! 1,5 0
P 2,25

Warto$¢ w ostatnim wierszu tabeli zostata okre$lona nastepujaco:

0,25 2,25
o | LS 0
r=—=225.

-15
Uktad jest stabilny, poniewaz wszystkie wspotczynniki pierwszej kolumny tabeli majg ten sam
znak. W tym przypadku, wynik ten moze by¢ tatwo potwierdzony przez okreslenie pierwiast-

kow rownania charakterystycznego M (z) = 22 +240,25=0. Latwo sprawdzi¢, ze oba pier-

wiastki sg jednakowe: z; = z, = —1/2, a wiec leza wewnatrz okregu jednostkowego, co zapew-
nia stabilno$¢ uktadu.

Jesli zastosujemy przeksztalcenie (7.6), to rownanie charakterystyczne przyjmie nastepujaca
postac:

M(w)z(

2T +w 2+ 2T +w
2/T,—w 2/T,—w
co prowadzi do nastepujacego réwnania w plaszczyznie w:

2
0,25w> 2wt 2] o,
T. T

i

]+0,25:O,

1

Latwo sprawdzi¢, ze rowniez w tym przypadku uzyskuje si¢ potwierdzenie stabilno$ci uktadu.
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7.2.3. Kryterium Nyquista

Kryterium Nyquista stosowane w odniesieniu do transmitancji systemoéw ciggtych
bazuje na wlasciwosciach funkcji zespolonych (patrz str. 131). Takie same wlasciwo-
$ci maja transmitancje systemow dyskretnych, jedynie inaczej sg definiowane obszary
potozenia biegunoéw i zer tych transmitancji. Pamigtajgc o tym, kryterium Nyquista
mozna z powodzeniem stosowac do badania stabilnosci systemow dyskretnych.

Przypomnijmy podstawowe zalozenia zwigzane ze stosowaniem tego kryterium. W
tym celu rozpatrzmy uktad ze sprz¢zeniem zwrotnym (rys. 7.3).

Uz) + Xz)_

Gi(2)

H(z)

Rys. 7.3. Uklad dyskretny z ujemnym sprzgzeniem zwrotnym

Transmitancja zastepcza uktadu jest nastgpujaca:
G(Z)= GI(Z) — L(Z)
1+ H(z)G,(z) M(z)
Zalézmy, ze poszczegodlne bloki majg nastepujace transmitancje:

Gi)= 0 HE) =

przy czym, stopien licznika w tych transmitancjach nie jest wigkszy od stopnia mia-
nownika (uktad przyczynowy). Zatem:

M(z)=1+G, (z)=

(7.12)

M, ()M, (2) + L, (2)L,, (2)
M, (2)M ,(2)

: (7.13)

gdzie G, (z) = H(z)G\(z) = L@y (2) = M (z)—1 jest transmitancjg uktadu otwartego.
M, (2)M ,;(2)

Warto zauwazy¢, ze bieguny uktadu otwartego i funkcji charakterystycznej M(z) ukta-
du zamknigtego sg takie same, natomiast zera funkcji M(z) sg biegunami uktadu za-
mknigtego o transmitancji G(z). Ponadto stopien wielomianu licznika (7.13) jest taki
sam, jak stopien wielomianu jego mianownika. Wynika stad, ze liczba zer QO; funkcji
M(z) jest rowna liczbie jej biegundw QOu: Or = Ou = 0, niezaleznie od ich potozenia
na plaszczyznie z.

Podobnie jak w transmitancji uktadu cigglego zaktadamy, ze transmitancja uktadu
otwartego G,(z) ma P biegunéw poza okregiem jednostkowym (dla P > 0, uktad otwarty
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jest niestabilny). W celu okre$lenia, czy uklad zamknigty jest stabilny, nalezy wyzna-
czy¢ liczbg biegunow jego transmitancji G(z), ktore lezg poza okrggiem jednostkowym.
Oznaczmy te liczbg przez Z, jako ze jest ona rowna liczbie zer funkcji charakterystycz-
nej M(z) uktadu zamknigtego, ktore leza poza okrggiem jednostkowym na plaszczyznie
z. Zauwazmy, ze uktad zamkniety jest stabilny tylko wtedy, gdy Z = 0.

W celu okreslenia nieznanej liczby zer Z funkcji M(z) poza okregiem jednostko-
wym mozna si¢ postuzy¢ zabiegiem podobnym do tego, ktory dla uktadow ciagtych
jest pokazany na rys. 5.8, z tym, ze teraz kontur C,; powinien obejmowac caty obszar
lezacy poza okregiem jednostkowym. Obszar ten jest rozcicty szczeling o szeroko$ci
p—0 tak, aby nie zostawi¢ poza konturem zadnego punktu osobliwego funkcji charak-
terystycznej (rys. 7.4). Kontur ten jest obiegany w tym samym kierunku (co jest za-
znaczone linig przerywang) jak na rys. 5.8 (w odniesieniu do uktadéw ciagtych). W
samym konturze mozna wyrozni¢ cztery czesci: okrag jednostkowy (obiegany w kie-
runku rosngcych katow) — na ptaszczyznie uktadéw ciagltych odpowiada mu o$ urojo-
na 0 + jaw; dwie rownolegle polproste rozciggajace si¢ od punktu 1+j0 do nieskonczo-
nosci (obiegane w przeciwnych kierunkach, wigc ich catkowity efekt si¢ znosi) oraz
kontur w nieskonczonosci, obiegany w kierunku ujemnych katéw (jego efekt jest ze-
rowy lub réwny stalej, na tej samej zasadzie, jak dla uktadu ciagtego (5.18)). Pozosta-
je, zatem, analiza funkcji M(z) na okregu jednostkowym, gdzie z = " przy zmianie
kata -t < @T; < 1t (co na plaszczyznie liniowych uktadow s odpowiada osi urojonej o
warto$ciach —0 < j@ < o). Argument funkcji M(e'®") jest rowny sumie wszystkich N
punktéw charakterystycznych (zer i biegunow) lezacych wewnatrz konturu jednost-
kowego, pomnozonych przez kat 2w, przy czym, liczb¢ biegunéw nalezy wziaé ze
znakiem minus (pierwiastki licznika w (7.13) daja dodatni przyrost argumentu, a
pierwiastki mianownika (bieguny) — przyrost ujemny). Przyrost argumentu mozna
zapisa¢ nastgpujacym zwiazkiem:

Plaszczyzna z

Rys. 7.4. Tworzenie konturu obejmujacego niestabilne bieguny transmitancji
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Ag=Arg(M("))=2nN, (7.14)

gdzie, dla uscislenia, N jest liczbg okrazen poczatku uktadu wspotrzednych przez tra-
jektorig M(e'“™") w strone ujemnych katéw (zgodnie z kierunkiem trajektorii obiegaja-
cej okrag jednostkowy). Ujemna wartos¢ N jest konsekwencjg przyrostu kata w prze-
ciwng strong.

Mozna teraz przystapi¢ do koncowego wywodu. Wida¢, ze do oceny stabilnosci
dyskretnego ukladu zamknigtego wystarczy okresli¢ liczbg biegundéw i zer funkcji
M(z) lezacych wewnatrz okregu jednostkowego oraz poréwnac ja z liczba okrazen
trajektorii funkcji M(e/“") wokét poczatku uktadu. Na podstawie przeprowadzone;
analizy mozna napisa¢ (Q — liczba wszystkich biegunow funkcji G,(z) lub M(z)):

O — P - liczba biegundéw transmitancji G,(z) w okregu jednostkowym,;

O — Z - liczba zer funkcji M(z) (rowna liczbie biegunéw G(z)) w okrggu jednost-
kowym.

Na podstawie (7.14) wida¢, ze prawdziwa jest zaleznosc:

N=(Q-P)-(Q-2Z)=Z-P, (7.15)
gdyz N odnosi si¢ tylko do obszaru objetego okrggiem jednostkowym.

W praktycznych zadaniach, w (7.14), w miejsce M(z) wygodniej jest operowac charak-
terystyka transmitancji ukladu otwartego G,(z) (gdyz jest ona bezposrednio dostgpna).
Ponadto, ze wzgledu na symetrie funkcji G,(e”") wzgledem osi rzeczywistej, mozna
ograniczy¢ zakres zmian kata do przedziatu: 0 < @i < ® (przyrost kata w (7.14) o pot
okregu). W konsekwencji, zmiang argumentu funkcji Go(e/®"): Ap = mN, nalezy liczy¢
wzgledem punktu (—1+j0), a nie wzgledem poczatku uktadu wspoétrzgdnych. Kryterium
Nyquista dla systeméw dyskretnych sprowadza si¢ wiec do wykonania nastepujacych
krokdéw.

1. Obliczy¢ liczbe P biegundw transmitancji G,(z) uktadu otwartego (na przyktad, za
pomoca kryterium Routha-Hurwitza), ktore lezg poza okregiem jednostkowym.

2. Okresli¢ przebieg funkcji G,(e/“") w przedziale 0 < wT; < 7 i wyznaczyé liczbe N
poltkolistych obejsé przez te funkcje punktu (—1+4j0) w kierunku ujemnej zmiany
kata (N ma znak ujemny dla przeciwnego kierunku).

3. Kryterium: na podstawie (7.15) wida¢, ze uktad zamkniety jest stabilny, jesli Z = 0
(liczba zer funkcji charakterystycznej M(z) lezacych poza okregiem jednostko-
wym), a wigc:

N=-P (7.16)

Oznacza to, ze trajektoria funkcji G,(¢/“"") dla 0 < T} < m, musi obej$é punkt —1 +j0 w
kierunku dodatnim P razy.

Specjalny przypadek wystepuje wowczas, gdy uklad otwarty ma bieguny jedno-
krotne lezace na okrggu jednostkowym. Wowczas powstaje niejednoznacznosé, gdyz
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takie bieguny nie moga by¢ zakwalifikowane do Zzadnej z grup: stabilnych (lezacych
wewnatrz okregu jednostkowego), czy tez niestabilnych. Do rozwigzania tego pro-
blemu mozna zastosowac podobne podejscie, jak w przypadku uktadow ciggtych.

W charakterze przyktadu rozwazmy przypadek, gdy jednym z biegunéw transmitan-
cji uktadu otwartego jest warto$¢ zx = 1 + j0O, co oznacza, ze w mianowniku jego trans-
mitancji wystepuje czynnik (z — 1). Mozna wowczas wiaczy¢ ten biegun do grupy bie-
gunow stabilnych, otaczajac go konturem w postaci polokregu lezacego na zewnatrz
okregu jednostkowego, przy czym, jego promien przyjmuje dowolnie mala wartos¢ &
(rys. 7.5).

joT
Ptaszczyzna z

Zk

Rys. 7.5. Obejscie bieguna transmitancji, lezacego na okrggu jednostkowym

Kontur obchodzacy biegun z; = 1 mozna okre$li¢ zaleznoscig: z = z; +&'?, dla
zmian argumentu: —v/2 < @ < W/2, £ — 0, co oznacza, ze czynnik w mianowniku
transmitancji: (z — 1) = &%. W ten sposob biegun z; = 1 jest zaliczony do biegunoéw
lezacych wewnatrz okregu jednostkowego (stabilnych). Trajektorie G,(e/“’)) w poblizu
punktu z; nalezy obliczaé dla nowego argumentu: Go(zx +&'9).

Przyklad 7.6. W przedstawionym uktadzie (rys. 7.6) okres impulsowania wynosi: T; = 1s.
Okresli¢ zakres zmian wspotczynnika K, dla ktorego uktad jest stabilny.
Transmitancja uktadu zamknigtego jest nastgpujaca:

(1- z‘l)z{ K
G(z)= G,(2) s(s+1)

_1+Go(z):1+(1_2_1)z{ P }

sz(s+1)




212 7. STABILNOSC LINIOWYCH SYSTEMOW DYSKRETNYCH

Do badania stabilnos$ci uktadu zamknietego metoda Nyquista mozna si¢ ograniczy¢ do badania
transmitancji uktadu otwartego (patrz przyktad 7.2):

T;
L DA (69
UGs) + -] 1= el N K ! -
_ s s+1 Y(s)
1
S

Rys. 7.6. Schemat rozpatrywanego uktadu dyskretnego

SRR S0 WP G (O €4 I B
G,(z)=(1-z )Z{sz(s+1)} K-z (Z{SZ} Z{S}JrZ{(S_H)H

S NP
:K(l—zl( Tz z z J 2O =D rl-e (4

— + —
(z-1% z-1 z—¢T (z=D)(z—eT7)
Transmitancja ma dwa bieguny, przy czym jeden z nich: |¢7| < 1 dla T; > 0, natomiast drugi
biegun lezy na okrggu jednostkowym, co stwarza sygnalizowane problemy (rys. 7.5).
Charakterystyka czestotliwosciowa ukladu otwartego (Nyquista) moze by¢ zapisana nastepujaco:

Go(ejwr[)=K b12+b0

>

2
azz + alz + aO S0l

gdzie: b =T, +e " =1, by=1—e¢ (T} +1), a, =1, ay=—(1+e "), qy=¢ " .
Trajektorie tej funkcji dla zmian pulsacji w granicach: —t/(2 7)) < @ < /(2 7;) dla dwdch réznych
warto$ci wspolczynnika wzmocnienia K sa pokazane na rys. 7.7. Dla wartosci kata oT; = —m/2,
charakterystyka wyznacza punkt w poczatku uktadu wspétrzednych. Wraz ze wzrostem kata w7
trajektoria porusza si¢ po linii przerywanej, dazac do nieskonczonosci. Jest to rezultat napotkania
bieguna (z = 1) dla @T; = 0. Dla dodatnich wartosci kata w przedziale 0< @7; < n/2 wykres jest
symetrycznym odbiciem krzywej z przedzialu ujemnych katéw wzgledem osi rzeczywiste;.
W przypadku, gdy obliczenia trajektorii funkcji G,(e/“"") zblizaja sie do bieguna lezgcego na
okregu jednostkowym (z = 1, @wT; = 0), analiz¢ przebiegu tej trajektorii wygodnie jest prowa-
dzi¢ na bazie iloczynowej postaci transmitancji, gdzie, zgodnie z rys. 7.5, nalezy zastosowac
podstawienie: z = 1 +&e/?, dzieki czemu biegun z = 1 zostat zaliczony do biegunéw stabilnych.
W ten sposob uktad otwarty jest stabilny, gdyz oba jego bieguny lezg wewnatrz okregu jed-
nostkowego (P = 0). Obraz trajektorii uktadu otwartego w poblizu bieguna z = 1 mozna otrzy-
macé, analizujac jego transmitancj¢ ze wspomnianym podstawieniem:
G, () =k — Dt _x A&l e

(z—D(z—eT) al?(1+e&'? -

z=1+&i?
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gdzie: D —eo, —m/2 < ¢ < w/2. Trajektoria zatacza wigc potokrag w kierunku ujemnym o $red-
nicy zmierzajacej do nieskonczono$ci w prawej potowie ptaszczyzny zespolonej wyznaczonej

przez funkcje G,(e“") (rys. 7.7).
Im(G,(e"")

a)

! ' S0 |
3t Lo
Vo

2 \
C()T*|

1+ \:
I\

)

(=)
-+

/
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Rys. 7.7. Trajektorie funkcji Go(e/*) dla K = 1 (a) oraz K = 2,5 (b) przy zmianach kata:
—n/2 < ol; <7/2

Uktad zamknigty pozostaje stabilny, dopoki trajektoria transmitancji uktadu otwartego nie
obejmie punktu (—1 + j0). Tylko wtedy N = 0, co, zgodnie z (7.16), wyznacza liczb¢ biegundéw
uktadu zamknictego Z = 0 (ktora jest rowna liczbie zer funkcji charakterystycznej) i uktad

zamkniety jest stabilny.
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W celu okre$lenia granicznej warto$ci wspolczynnika K nalezy obliczy¢ punkty przecigcia
trajektorii G,(e/“™) z 0sig rzeczywistg, ktore mozna wyznaczy¢ z rownania:

Im(Go (!l ))= 0, a wiec:
jo, |
=im K
i ae” i +ae’ ’+a0|

:Im(K by + by cos @I + jby sin &T; |J:0

(G, (/7)) =1m] K —2Z+P0
az° +az +a,

ag +a; cos WT; + a, cos 2aT; + j(a, sin T} + a, sin Za)Tl-)|

w przedziale 0< w7< m/2 w punkcie (—1+j0).
Obliczong w ten sposob pulsacje @ = an nalezy nastepnie podstawi¢ do réwnania:

Re & by + by cos T +.jb1 si.na)OT,- . | —1,
ay +a,cos@,T; + a, cos2a,T; + j(a; sinw,T; +a, sm2a)0Ti)|

skad wyznacza si¢ warto$¢ graniczng wzmocnienia K.

Rozwigzanie tego zadania nie jest proste bez zastosowania odpowiednich narz¢dzi numerycz-
nych. Uzyskano nastgpujacg graniczng warto§¢ wzmocnienia K dla uktadu zamknigtego: K =
2,392 przy pulsacji w= 1,324 1/s.

Zauwazmy, ze znajac charakterystyke amplitudowo-fazowag uktadu otwartego
G.(e/“)) (charakterystyka Nyquista), mozna w pehni stosowaé znane z systemow cia-
glych narzedzia do oceny zapasu fazy i zapasu wzmocnienia uktadu. Nastepny przy-
ktad pokazuje sposob okreslania tych charakterystyk.

Przyklad 7.7. W przedstawionym uktadzie (rys. 7.8) okres impulsowania wynosi: 7; =
0,25s. Okresli¢ zakres zmian wspotczynnika K, dla ktorego uktad jest sta-
bilny. Opdznienie czasowe 7=mT;, m = 2.

Transmitancja uktadu zamknigtego jest nastgpujaca:

1=z )Z{ Ke™ }
G(z) = G, (z) _ s(s+1)
1+6,(2) 1+(1—ZI)Z{ I(QH)}
s(s

G,(2)=G(2)=K(1-z")Z { T } =K(1-2)Z {e_mzs < } ’

s(s+1) s s+1

, przy czym:

gdzie m = 7/T; — liczba calkowita (liczba krokow opodznienia).
Dalej, korzystajac z twierdzenia o przesuni¢ciu w dziedzinie czasu w odniesieniu do prze-
ksztalcenia Laplace’a, otrzymamy:

: T
Ga(z)=K(1—z*‘)zﬁ*(z—mT,.)—e*””Tf) }:K(z—l)zm( 1 j: Kd=e )

z=1 z—e¢li) z"(z-eTh)

Po podstawieniu zadanych wielkosci otrzymamy nastepujaca posta¢ widmowa:
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o ZZ(Z _ e—0,25) Z:Cjwri e_]z(l)T[ (CJ[UT[ _ 670’25)
e
7-} —sT . -S i_
U(s) + = 1-—e " o Ke >
L 2 »
B s 4s” +4s+1 Y(s)

Rys. 7.8. Schemat uktadu dyskretnego

Wykres tej funkcji w przedziale zmian kata 0 < @7 < dla K = 2,5 jest pokazany na rys. 7.9.
Dla ujemnych wartosci kata w7:: —n < wT: < 0, charakterystyka bedzie zwierciadlanym odbi-
ciem wykresu z rys. 7.9 wzgledem osi rzeczywistej.

| Im(GeT)
S i
0’5 L / ..... ]
[/ or=x "\
\[ ¥ | Re(G,(¢")
_0’5-...4. O i
B | 4
CLSE N _
_2 i i I i i i i
-1 -0,5 0 0,5 1 1,5 2 2,5

Rys. 7.9. Charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu z opdznieniem

Widaé, ze analizowany uktad dla wybranego wzmocnienia jest stabilny, gdyz:

— uktad otwarty jest stabilny (dwa zerowe bieguny lezace w poczatku uktadu wspotrzednych
oraz trzeci biegun: z = ¢ %%);

— trajektoria transmitancji uktadu otwartego nie obejmuje punktu (—1+j0).

Na rys. 7.9 sa takze pokazane wielkosci zwigzane z zapasem fazy: kat ¢, oraz z zapasem
wzmocnienia, ktory jest okreslany za pomoca relacji 1/d. Ich znaczenie i sposob obliczania sa
identyczne, jak w przypadku uktadéw ciagtych.

Sposdb okreslania wartosci granicznej wzmocnienia K jest podobny, jak w przyktadzie 7.6:
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-0,25
1m(G, (7)) = Ra—e") -0
(cos2aT; + jsin2wT;)(coswl; —e ™ + jsinwl;)

co mozna upro$cic¢ do postaci:

Im(Gn (e!Ti ))= sin @T; (4 cos® T} —2¢™"% cos T} — 1)= 0.
Uzyskuje si¢ stad cztery rozwigzania w przedziale 0 < w7 < m:
— oT; =0 oraz wl; = nt z warunku sin @w7; =0 oraz:

{e—o,zs V4400 ]
— wT; = arccos .

4

. . L 0B _ 4+
Wiasciwym rozwigzaniem jest: @7; = arccos 4 =0,7506.
Po podstawieniu do rownania:

, 025
Re(G, (e17))= Kd-e ™) —1

(cos2aT; + jsin2aT; )(cos T, — e 0 4 jsinaf}) -

otrzymamy graniczng warto$¢ wzmocnienia: K = 3,0911.

W przypadku stabilnosci uktadu otwartego kryterium Nyquista moze by¢ takze sto-
sowane z wykorzystaniem charakterystyk logarytmicznych amplitudy i fazy ukladu
otwartego (charakterystyk Bodego). Kolejny przyktad ilustruje zastosowanie tej tech-
niki do oceny stabilnosci uktadu rozwazanego w przyktadzie 7.7.

Przyklad 7.8. Okresli¢ stabilnos¢ uktadu zamknietego z przyktadu 7.7 za pomoca kryte-
rium logarytmicznego. Zachowa¢ wszystkie podane tam parametry uktadu.

Podobnie jak w przypadku ukltadéw ciagtych, kryterium logarytmiczne moze by¢ stosowane do

oceny stabilnosci uktadow zamknietych, w ktorych uktad otwarty jest stabilny (kryterium lewe;j

strony). Tak wlasnie jest w rozwazanym przypadku, gdyz transmitancja uktadu otwartego:
K(1-e)

z"(z - el ) ’

ma m = 2 bieguny zerowe oraz jeden biegun z = ¢ %% < 1.

Charakterystyke logarytmiczna amplitudy i fazy otrzymuje si¢ na podstawie transmitancji

widmowej uktadu otwartego:

K(1-¢%)

Gy(2)=

G, (@)= R, (T, g0 przedziale 0 < wl; <, przy czym:
e i (e -
20log|G, (&% )‘ =20 10g| Kd-e>7) | , Arg(Go(eJ”’Tf )): _Arg(eJZwT, (el _efo,zs)).

|ej2wT,. (eja)T,- _ e—0,25)|

Przebieg tych funkcji w logarytmicznej skali pulsacji dla K = 1 jest pokazany na rys. 7.10.
Wida¢, ze charakterystyka fazy nie zalezy od K. Pokazane sg charakterystyczne wartosci pul-
sacji:
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o = @ — gdy amplituda charakterystyki ma warto$¢ 1 (na rys. 7.9 trajektoria przecina okrag
jednostkowy);

w = @, — gdy charakterystyka przyjmuje warto$¢ —180° (na rys. 7.9 trajektoria pierwszy raz
przecina o$ rzeczywista po ujemnej stronie ptaszczyzny).

~ 10 T — a)
as) :
< |
[é:z Lo R N R R R SRR AR e SURERRPRRRTS I B R IREE .
% :
S0 d

< .

3 :

2

=

g

<

.b)

faza, Arg(Gn(ej “Ty) (°)

pulsacja, @ (rad/s)
Rys. 7.10. Charakterystyka logarytmiczna amplitudy (a) i fazy (b) uktadu

W ten sposob wyznaczone zostaja: zapas fazy ¢ oraz zapas wzmocnienia, wyznaczony przez
wielkos¢ 1/d. Widaé, ze uktad zamkniety jest stabilny, gdyz ma dostateczny zapas fazy i zapas
wzmocnienia.

7.3.  Zastosowanie transformacji ukladow

Pokazany w p. 7.2.2 sposob zastosowania przeksztalcenia biliniowego do badania
stabilnosci uktadéw dyskretnych za pomocg kryterium Routha-Hurwitza moze by¢
rozszerzony takze na inne kryteria odnoszace si¢ do ukladéw cigglych. Do badania
wlasciwosci uktadow dynamicznych mozna réwniez stosowac inne sposoby transfor-
macji, ktore byly przedstawione w p. 6.8. W kolejnych przyktadach pokazane sg moz-
liwosci zastosowania tych transformacji do badania wtasciwosci dynamicznych i sta-
bilnosci uktadow.

Przyklad 7.9. Zbada¢ wpltyw okresu impulsowania 7; na stabilno$¢ uktadu rozpatrywa-
nego w przyktadzie 6.19.

Analizowany uktad jest pokazany na rys. 6.25. Transmitancja uktadu otwartego, okreslona
wedtug metody ekwiwalentu ekstrapolacji zerowego rzedu, jest nastgpujaca:
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bz+b, . o b . b
Zzizaﬁagdzw: b, =(a7;—(l—e T'))?, b, =(l—e T,(1+a];))a_2

a=—(1+e"), ag =", b=65000, a = 360.

Latwo obliczy¢, Ze transmitancja uktadu otwartego ma nast¢pujgce bieguny: z; =1,z =¢
Jest to zatem uktad stabilny nieasymptotycznie (niestabilny w sensie B/BO).

Stabilno$¢ uktadu zamknigtego okreslimy wedhug kryterium Nyquista. W takim przypadku
mozna stosowac procedurg, ktora jest ilustrowana na rys. 7.5. Przyjmuje si¢ tam, ze krytyczny
biegun z; = 1 lezy wewnatrz okregu jednostkowego, co prowadzi do stabilnego uktadu otwar-
tego. W takim przypadku badanie stabilnosci uktadu zamknigtego sprowadza si¢ do sprawdze-
nia, czy trajektoria transmitancji widmowej G,(e/“’") na ptaszczyznie Nyquista obejmuje punkt
—1+j0?

Przebiegi charakterystyk Nyquista dla dwoch roznych okresow probkowania: 7; = 0,01 oraz T;
= 0,017 sa pokazane na rys. 7.11. Transmitancje uktadu otwartego dla tych wartosci sa naste-

pujace:

G,(2)=

>

—aTi

G, (2) = . 1,318z +0,4385 _dla Ti= 0,01,
z©—=1,027z+0,02732
G, () = 2,569z +0,4937 _dla T, = 0,017,

2% =1,002z 4+ 0,02198

Dla 7; = 0,017 uktad zamknigty jest niestabilny, gdyz charakterystyka uktadu otwartego obej-
muje punkt —1 +jO (rys. 7.11).

Im(Go(")

Re(G,(e!“T

-2 -1,5

Rys. 7.11. Charakterystyki Nyquista dla dwdch wartosci okresow probkowania
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Analize t¢ mozna potwierdzi¢ przez badanie w obu przypadkach biegundéw transmitancji ukta-
du zamknietego (przyktad 6.19):

G(z)=— bz +by , przy czym:
z°+(a,+b)z+ay+b,

-dla7;=10,01:

G(z)=— 1182 + 0,385 , 212 = —0,1452 £ j0,6669 — uklad stabilny,
22 40,2904 7+ 0,4658

-dla7;=0,017:

G(z) = 2,569z 40,4937 z1=-1,127, zo = 0,440 — ukfad niestabilny.

22 +1,5672+0,4959

Innym sposobem poréwnania zachowania si¢ badanego uktadu dla wybranych okreséw impul-
sowania jest analiza funkcji wagi (odpowiedzi impulsowej). Odpowiedz czasowa uktadu za-
mknigtego o podanej transmitancji zostata okreslona w przyktadzie 6.19:

Y(k) = bu(k =1) + bou(k = 2) = (ay + by) y(k =1) = (ag +by) y(k = 2),

co przyjmuje nategpujaca postac¢ funkcji wagi (g(k) = y(k)):

-dla 7;=0,01:

g1(k) =1318u(k —1)+ 0,4385u(k —2)—0,2904g, (k —1) — 0,4658g,(k —2) ,

-dlaT;=0,017:

g, (k) =2,56%u(k —1)+0,4937u(k —2) - 1,567 g, (k —1) — 0,4959g, (k - 2) .

W charakterze warunkow poczatkowych w obu przypadkach nalezy przyjac¢: g(0) = g(-1) =0,

natomiast funkcja wymuszajaca u(k) ma wartosci zerowe, za wyjatkiem u(0) = 1/7; (dyskretny
impuls Diraca). Uzyskane przebiegi sa pokazane na rys. 7.11.
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Rys. 7.12. Przebiegi funkcji wagi badanego uktadu
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Mozna zauwazy¢, ze dla 7; = 0,017 amplituda funkcji wagi uktadu narasta z kazdym impulsem,
co jest charakterystyczne dla uktadu niestabilnego (nie sg spetnione warunki (7.1), (7.2)).

Transformacja uktadu ciaglego do dyskretnego moze by¢ obliczona za pomoca programu MA-
TLAB (patrz przyktad 7.11).

Przy ocenie stabilno$ci uktadow dyskretnych, utworzonych na drodze transforma-
cji uktadow ciagltych, czesto korzysta si¢ z twierdzenia o stabilnosci uktadu dyskret-
nego, utworzonego ze stabilnego systemu cigglego za pomoca transformacji metoda
trapezow (rowniez zmodyfikowang): jesli system ciagly jest stabilny, to takze stabilny
pozostaje utworzony z niego system dyskretny. Nalezy zauwazy¢, ze zasada ta bezpo-
srednio nie obejmuje uktadow zamknietych: jesli dyskretny system otwarty o transmi-
tancji Go(z) = G1(z) H(z) jest utworzony na bazie stabilnego systemu ciaglego o trans-
mitancji Go(s), to zamknigty system dyskretny:

G( Z) — G I(Z )
1+ H(2)G (2)
niekoniecznie jest stabilny. Ilustruje to kolejny przyktad.

Przykiad 7.10. Dany jest uktad ciagly o transmitancji:

1 1
(s+0,5)(s+0,1=j0,5)(s +0,1+0,5) 53 +0,75>+0,365+0,13

G,(s)=

Zbadac¢ stabilno$¢ dyskretnego uktadu zamknietego z jednostkowym
sprzezeniem zwrotnym, ktory powstat przez transformacj¢ uktadu ciagte-
go za pomocg metody trapezow. Przyjac, ze w torze gtdownym uktad cia-
gly jest impulsowany z okresem 7; = 0,1s.

Transmitancja uktadu dyskretnego jest obliczana na podstawie podanej transmitancji uktadu
ciaglego za pomoca transformacji (6.72):

1 | _ 0,0001207z> +0,000362z2 +0,000362z + 0,0001207

Go(2) = 2 3 2
s7+0,7s° +0,365 + 0,13|S:gz;1 z7—=2.929z° +2,861z-0.9324
T z+1
Zauwazmy, ze uklad ciagly jest stabilny, gdyz bieguny transmitancji G,(s) maja ujemne czgsci
rzeczywiste: s; = 0,5, 523 =—0,1 £ j0,5.
Podobnie bieguny transmitancji Go(z) leza wewnatrz okregu jednostkowego:
z12 = 0,9888 £j0,0495, z3 = 0,9512.
Transmitancja uktadu zamknigtego:
G- G _ NG
1+G,(z) M(2)

ma funkcje charakterystyczng: M(z) =z’ —2.928z" +2.862z —0.9323, ktérej pierwiastki sa

nastgpujace: zi» = 1,0203 +j0,0963, z3 = 0,8875.
Uktad zamknigty jest wigc niestabilny, gdyz dwa bieguny transmitancji leza poza okregiem
jednostkowym na plaszczyznie z. Potwierdzaja to charakterystyki czgstotliwosciowe Bodego
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(rys. 7.13). Wida¢, ze modul transmitancji uktadu otwartego jest wigkszy od 1, gdy jej faza
przekracza kat —180°.

Powyzsze obliczenia mozna tatwo wykona¢ w pakiecie MATLAB za pomoca nastepujacego
programu.

T=0.1;
% system ciagly otwarty
num=[1] ;

den=[1 0.7 0.36 0.13];
sysc=tf (num, den) ;

bode (sysc, {0.01 100.0}) ;grid;

o°

% system dyskretny otwarty

figure;

sysd=c2d(sysc, T, 'tustin') ;

bode (sysd, {0.01 100.0}) ;grid;

[nud, ded] =tfdata (sysd, 'v') ;

rr=roots (ded) , % bieguny ukladu otwartego
figure

step (sysd, 25) ;grid; % odpowiedZ na skok jednostkowy

o°

% system dyskretny zamkniety

sysz=feedback (sysd, 1) ;

[nuz,dez]=tfdata(sysd, 'v');

rz=roots (dez) , % bieguny ukladu zamknietego
figure

step(sysz,25) ;grid; % odpowiedz na skok jednostkowy

50

0

SRR RS N - ukfad ciagly |
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2701 : Lo II...i_ Lol Ll oLl
10 : 10 ! 100 101 czgstotliwo$¢ w, 1/s 102

Rys. 7.13. Charakterystyki czgstotliwosciowe dyskretnego uktadu otwartego

Odpowiedzi na skok jednostkowy dyskretnego uktadu otwartego i zamknigtego sg pokazane na
rys. 7.14. Réwniez tu widaé, ze uktad zamkniety jest niestabilny.
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a) b)
ni(kTy) : : : : Yi(kTy) .
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Rys. 7.14. Odpowiedzi skokowe badanego dyskretnego uktadu otwartego (a) i zamknietego (b)

7.4. Wlasciwosci dynamiczne systemow dyskretnych

Podobnie jak w systemach ciaggtych, charakter stanow dynamicznych w systemach dys-
kretnych bezposrednio zalezy od ich transmitancji. Roéznica wynika z wystgpowania
impulsatora w systemie dyskretnym, co moze utrudnia¢ analizg stanéw przejsciowych w
przypadku takich charakterystyk, jak przeregulowanie, czas narastania i innych.

Przyklad 7.11. Zbada¢ odpowiedz na skok jednostkowy uktadu rozpatrywanego w przy-
ktadach 6.19 (rys. 6.25) oraz 7.9, przy réznych okresach probkowania 7.

Okres$lona w przyktadzie 7.9 transmitancja uktadu otwartego jest nastgpujaca:
bz +b,

Go(2) = Z2raz+a,’

gdzie:

h=Lam (). = Lfimeiara),
a, =—(1+e’“T"), aoze_aTi-

Transmitancja ta zostala wyznaczona przez zastosowanie ekwiwalentu ekstrapolacji zerowego
rzgdu (6.63). W programie MATLAB jest to wykonywane za pomocg procedury c2d z para-
metrem 'zoh'. Pelny program obliczen i wykreslania poszczegdlnych charakterystyk jest

nastepujacy.

T=0.01;
b=65000.0;
a=360;

% uklad ciagly otwarty
num= [b] ;

den=[1 a 0];

syc=tf (num, den) ;
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% uklad dyskretny otwarty
figure
syd=c2d(syc,T, 'zoh') ;
nyquist (syd) ;grid;

% uklad dyskretny zamkniety
syz=feedback (syd, 1) ;

figure

rippleO (num,den,1,1,T,9,[0 0.05 0 1.6]);

Procedura ripple0 jest utworzona na bazie programu MATLAB z [18, 70]. Umozliwia ona
odtworzenie odpowiedzi ciaglej uktadu dyskretnego o znanej transmitancji num/den. Odpo-
wiedzi dyskretnej towarzyszy ciagly przebieg, ktory jest miejscem potozenia dyskretnych od-
powiedzi przy réznych warunkach poczatkowych wystapienia pobudzajacego skoku jednost-
kowego (rys. 7.15). Wida¢, ze poza punktami probkowania wystepuje roznica w przebiegach:
ciaglym i dyskretnym. Wystepujace oscylacje (ang. ringing (bryt.), ripple (USA)) moga by¢
zrodtem niekorzystnych efektow w pracy uktadu dyskretnego.

¥
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Rys. 7.15. Odpowiedzi uktadu na skok jednostkowy przy réznych okresach probkowania

Z przebiegu odpowiedzi na skok jednostkowy na rys. 7.15 widaé, ze w miarg wzrostu okresu
probkowania uktad zbliza si¢ do granicy stabilno$ci. Potwierdza to takze analiza prowadzona
w przyktadzie 7.9.

Charakter przebiegu odpowiadajacego odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu
dyskretnego jest Scisle zwigzany z miejscem potozenia biegundéw jego transmitancji na
ptaszczyznie z. Pokazuje to rys. 7.16.
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Analizujac przedstawione zaleznosci, mozna sformutowac nastepujace uwagi:

— uktady o transmitancji z biegunami o ujemnych czgéciach rzeczywistych charakte-
ryzujg si¢ duzymi oscylacjami w stanie przejSciowym; rzeczywiste bieguny o war-
tosciach ujemnych (ujemna o$ rzeczywista) prowadza do oscylacji o zmieniajacym
si¢ kierunku w kolejnych probkach, ktore si¢ nasilajg w miarg zblizania biegunow
do wartosci —1 (efekt ‘dzwonienia’, ang. ringing); oscylacje wystepuja nawet w
przypadku uktadow 1-go rzedu, co nie ma miejsca w uktadach ciaglych;

— pary biegunow zespolonych o dodatnich czgéciach rzeczywistych prowadza do
odpowiedzi oscylacyjnych (podobnie jak w uktadach ciagtych);

— stan przej$ciowy odpowiedzi uktadu wydtuza si¢, gdy bieguny transmitancji zbliza-
ja si¢ do okregu jednostkowego;

— jesli wszystkie bieguny transmitancji leza w poczatku uktadu wspoétrzednych, to
odpowiedz przejSciowa ma skonczony czas trwania (ang. deadbeat) .

Ta ostatnia cecha jest charakterystyczna dla uktadéw o skonczonej odpowiedzi im-
pulsowej (SOI): odpowiedz zalezy tylko od biezacej 1 poprzednich probek wielkosci
wejsciowej (a nie od poprzednich probek odpowiedzi (6.41)). Takie whasciwosci ukta-
du s3 zazwyczaj pozadane, gdyz odpowiedz ustalona jest osiggana w najkrotszym
czasie.

A
Im{z}

Re {z= }

Rys. 7.16. Charakter odpowiedzi uktadu dyskretnego w zaleznosci od potozenia biegunow
transmitancji na plaszczyznie z
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Zadania

7.1. W przedstawionym uktadzie okres impulsowania 7; = 0,02s. Okresli¢ przedziat zmian

wspotczynnika wzmocnienia K, dla ktorego uktad jest stabilny. Zastosowaé nastgpujace

kryteria:

- kryterium Jury’ego po wprowadzeniu na wejscie ukladu cigglego ekstrapolatora zero-

wego rzedu;

- kryterium Routha-Hurwitza po wykonaniu transformacji biliniowej transmitancji dys-

kretnej do plaszczyzny w.
T

Uls) + ¥(s) \T" Y(2)
> Gi(s) — >

K
G(s)=——
() s+3

7.2. W ukladzie z zadania 7.1 na wejsciu obiektu reprezentowanego ciggla transmitancja
umieszczony zostat ekstrapolator zerowego rzedu. Korzystajac z warunku potozenia
pierwiastkow funkcji charakterystycznej zastepczej transmitancji uktadu, okresli¢ prze-
dzial zmian warto$ci wspotczynnika K, ktory zapewnia jego stabilnosc.

7.3. Powtorzy¢ obliczenia z zadania 7.2 dla nastgpujacych parametréw uktadu:

K
G (s)=———, T;:=0,05s.
s(s+10)

7.4. W podanym uktadzie okres impulsowania 7; = 0,2s. Postugujac si¢ kryterium Nyquista
okresli¢ zakres zmian wspotczynnika wzmocnienia K, przy ktorym uktad zamknigty jest

stabilny.
T;
v )
Twi — =0 o—— )
U@ + B 1-e T R Ke™ ! -
R s g 45 +45+1 Y(s)

7.5. Zbadac stabilno$¢ uktadéw o podanych transmitancjach. Zatosowa¢ metode algebraiczng
(obliczanie biegunéw) oraz Routha-Hurwitza.

2
G =#’ G(z)= z°(2z-1,5) ’ G =¥’
@ 22 —3z+42 : (z+0,4)(z-0,5)* (@) 22—z +1
G(z) = 5(z—-2) 6(2) = 10(z+0,1) 6(z) = z-1

T (z-0,1)(z-0,8) C(z-0,7)(z-0,9) Z—z+2
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7.6.

7.7.

7.8.

7.9.

Okresli¢ stabilno$¢ uktadow okre§lonych za pomoca nastgpujacych rownan réznicowych:
y(k+2)-0,8y(k+1)+0,07y(k) =2u(k+1)+0,2u(k),

y(k)+0,1y(k=1)+0,9y(k—2) =3u(k-2).

Zastosowac warunek BIBO oraz kryterium algebraiczne (potozenie biegunéw transmitan-
cji).

W podanym uktadzie okresli¢ warto§¢ wzmocnienia K, dla ktoérego zapas wzmocnienia
wynosi 1,2. Narysowac trajektori¢ uktadu na ptaszczyznie Nyquista.

GI(Z)z%o Gl(z)=2K7_Z, Gl(z)=20’li
z©-0,1z+0,8 z5—z+15 z°+z+0,5
Ue) & G(2) @)

Obserwowany proces dyskretny jest okreslony za pomoca nastgpujacej transmitancji:
2,7z 48,127

1-0,527" +0,06272

a) Okres$li¢ rownanie r6znicowe odpowiadajace tej transmitancji.

b) Okresli¢ odpowiedz uktadu na skok jednostkowy z zastosowaniem réwnania réznico-

G(z)=

wego.
¢) Okresli¢ odpowiedZ na skok jednostkowy z zastosowaniem odwrotnego przeksztatce-
nia Z.

d) Obliczy¢ warto$¢ ustalong odpowiedzi na skok jednostkowy.

Uktad dyskretny jest opisany za pomoca nastepujacegp rownania réznicowego:
y(k)—y(k-1)+021y(k—-2)—u(k—-2)=0

a) Okresli¢ odpowiedz y(k) dla nastepujgcych warunkow poczatkowych: y(0) = y(1) = 0,
u(0)=1,u(k)=0dlak=>1.

b) Jaka jest warto$¢ ustalona odpowiedzi y na skok jednostkowy?



8. OPIS LINIOWYCH SYSTEMOW W PRZESTRZENI
STANOW

8.1. Wprowadzenie

W klasycznym podejsciu do opisu systemdéw dynamicznych stosowany jest jezyk anali-
zy matematycznej w postaci rownan rézniczkowych, ktére wigzg wielkosci wejsciowe i
wyjsciowe stosownie do konfiguracji i elementow opisywanego uktadu. Rzad utworzo-
nego rownania rozniczkowego wskazuje na rzad samego systemu. Omawiane w rozdz.
2 techniki (w odniesieniu do systeméw liniowych) pozwalajg okresli¢ rozwigzanie ta-
kich rownan przy dowolnym wymuszeniu. Zastosowanie rachunku operatorowego do
tych rownan daje mozliwos¢ postugiwania si¢ transmitancja (funkcja przejsécia), co pro-
wadzi do tatwej analizy wlasciwosci czasowych i czgstotliwosciowych opisywanych
systeméw (rozdz. 3), a takze ich projektowania. Rzad transmitancji jest bezposrednio
zwigzany z rzedem pierwotnego réwnania roézniczkowego opisujacego ten system.

Takie podejscie jest w zasadzie ograniczone do ukladow z jednym wejsciem i jed-
nym wyjsciem (SISO). Jest to istotne ograniczenie, ktore mozna w prosty sposob usu-
na¢ przez wprowadzenie opisu dynamiki systemu za pomocg zmiennych stanu. Pod-
stawowg zasadg w takim opisie dynamiki jest stosowanie roéwnan rézniczkowych
pierwszego rzedu. Jest oczywiste, ze uktady rzedu n, wyzszego niz pierwszy, beda
zapisywane w postaci odpowiedniego uktadu n roéwnan rozniczkowych rzedu pierw-
szego. Na przyktad, jesli uktad jest opisany rownaniem:

Y (6)+5y (t)+ y(t) = u(t) , gdzie u(f) — wymuszenie,

to stosujac podstawienie:

y(0)=p@),

mozna tatwo wyjsciowe rownanie drugiego rzedu przeksztatcic do dwoch rownan
pierwszego rzgdu:

y ()= p(t)

p () ==5p(6) = y(t) +u(t)
Uzyskane rownanie mozna zapisa¢ w postaci macierzowej:

djy@o|_| 0 ly(f)+ 0
dt| py| |-1 =5{ p@®)| |u@®]|
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gdzie wielkosci tworzace wektor: x” =[y(r) p(t)] przyjeto nazywaé zmiennymi

stanu, ktore definiujg przestrzen zmiennych stanu, a zdefiniowane macierzowe rowna-
nie rézniczkowe jest rownaniem stanu.

Przyjeta nazwa: zmienne stanu ma swoje uzasadnienie w tym, ze wektor stanu x,
utworzony z tych wlasnie zmiennych, okresla stan uktadu w dowolnym czasie ¢. Jest
on okreslany w wyniku rozwigzania rdwnania stanu dla zadanych warunkow poczat-
kowych i warto$ci zmiennej niezaleznej z. Opis dynamiki systemu moze by¢ trakto-
wany jako sledzenie jego trajektorii w n-wymiarowej przestrzeni stanow. Jesli zmien-
ne stanu zostang tak wybrane, ze kazda zmienna jest pochodng innej zmiennej stanu,
to taka przestrzen stanowg nazywa si¢ przestrzenig fazowa.

Powyzsze podejscie mozna stosowac do uktadéow o wielu wejsciach i wyjsciach
(MIMO), w odniesieniu do systemow ciagtych i dyskretnych, a takze w zapisie opera-
torowym. Zapis dynamiki w postaci rownan stanu mozna rowniez skutecznie stoso-
wac w odniesieniu do systemow nieliniowych [26, 43].

Z metodg zmiennych stanu zwigzana jest bardzo efektywna teoria analizy i projek-
towania uktadow dynamicznych (teoria sterowania), majgca bardzo szerokie zastoso-
wanie. W niniejszym rozdziale przedstawione jest krotkie wprowadzenie do tej teorii.

8.2.  Opis dynamiki systemu za pomoca réwnan stanu
8.2.1. Struktura rownan zmiennych stanu

W rozwazaniach prowadzonych w rozdz. 2 zakladalismy, Zze sygnal wyjsciowy dla
danego systemu SISO o funkcji wagi g(f) moze by¢ okreslony za pomocg zalezno$ci
splotowej (2.35). W tym wyrazeniu, zgubiona jest informacja o strukturze wewnetrz-
nej systemu, ktorg mozna wykorzysta¢ przy bardziej szczegdétowej jego analizie. Po-
nadto, zapis splotowy relacji wejscie — wyjscie komplikuje si¢ dla systemoéw o wigk-
szej liczbie wejs¢ 1 wyjs¢. W takim przypadku korzystnie jest stosowa¢ model syste-
mu w postaci rownan stanu. Jego ide¢ mozna przesledzi¢ na przyktadzie obwodu elek-
trycznego RLC z rys. 8.1. Jest to klasyczny przyktad z elektrotechniki, chociaz z
punktu widzenia dynamiki jest on réwnowazny uktadowi mechanicznemu, jaki byt
rozwazany na poczatku rozdz. 2 (rys. 2.1).

iy R L
o— {1 Y Y Y
up(t) ur(7)
u(l‘) uc(f)I = C

Rys. 8.1. Obwdd elektryczny RLC
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Napigcie zasilajace obwod u(f) rozktada si¢ na trzy sktadniki:

u(t) =up () +u, (1) +uc(t) (8.1)
gdzie: u,(¢)=Ri(?), uL(t):Ld;(tt), uc(z‘):éji(t)dt.

Rézniczkujac ostatni sktadnik otrzymamy rownanie dynamiki kondensatora:
du-(r) 1.

=—i(t 8.2
& - C Q) (8.2)

Podobnie rownanie dynamiki indukcyjno$ci L mozna przedstawi¢ w nastepujacej
postaci:

O I S B |
= 0= 0= e+ ul) (83)

Dynamika rozwazanego uktadu jest przedstawiona za pomoca dwoch powyzszych
réwnan rézniczkowych, ktére mozna zapisa¢ w formie macierzowej:

dug (1) T Jo
d _ C uc t

it ‘4-%{MJ+1“” ®4
dr L L L

W tym systemie wymuszeniem jest napiecie u(f), natomiast odpowiedzia - prad:
y(f) = i(f). Rozwiazanie rownania (8.4) dla dowolnego czasu wymaga znajomosci wa-
runkow poczatkowych: uc(¢), i(f) oraz wartosci wielkosci wymuszajacej w catym ana-
lizowanym czasie. Rozniczkowane wielkosci wystepujace po lewej stronie powyzsze-
go rownania: uc(?), i(f), s3 nazywane zmiennymi stanu (wspotrzednymi stanu). Ogolna
postaé tego rownania jest nastepujaca’’:

x = Ax + Bu (8.5)

y =Cx+ Du (8.6)

Pierwsze z tych réwnan jest nazywane rownaniem stanu, a drugie — rOwnaniem
wyj$¢*. Przy zalozeniu, ze system ma b zmiennych wejéciowych (wymuszen), n

zmiennych stanu oraz m wyj$¢, macierze parametrow przyjmujg nastgpujaca ogolng
postac:

31 Nie zajmujemy sie tutaj uogélnionymi uktadami liniowymi [28].
32 Niektorzy autorzy zapisuja rownanie wyj$¢ z transponowang macierzg C: y = C'x + Du .
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ay Gy 4y, by by - by h G2 Gy
a a a b b - b c c c
21 92 2 21 O 26 21 2 2
A= . -n 5 B= . . . . 5 C= ‘n ,
_anl anZ ann bnl an e bnb _le cm2 cmn
dy dp dy, X N U
_ dy dy dy, | * W )
D=| o x= , ¥ = , U=
_dml dmZ e dmb xn ym ub _

W rozpatrywanym przyktadzie mamy:
1
X:|:x1(t):|:|:u_6‘(t)i|, AA=|:a11 a12:|: 01 E ) B=|:b”:|: (1) ) u=l/t(t)7
x,(1) i(?) ay dyp -1 -r by, il
L L L

y=y()=i(t), C=c=[¢, ¢ ]|=[0 1], D=0.

Jest to wiec uktad z jednym wejsciem (b = 1), jednym wyjsciem (m = 1) oraz dwiema
zmiennymi stanu (n = 2). Macierz A jest nazywana macierzg stanu lub macierzg przej-
sciowg. Determinuje ona dynamiczne wtasciwosci systemu.

Mozna zauwazy¢, ze w ukladach z jednym wejSciem i jednym wyjsciem, liczba
zmiennych stanu jest wyznaczona przez 1zad systemu. Réwnanie rézniczkowe n-go rzedu
jest reprezentowane za pomocg 7 rownan I rzedu. Dynamika systemu jest reprezentowana
za pomocg rownania stanu. Znajomos¢ aktualnych wartosci zmiennych stanu wraz z funk-
cjami okreslajacymi wejscia pozwala jednoznacznie okresli¢ przyszte stany systemu.

Przej$cie pomigdzy opisem systemu za pomocg rownania rézniczkowego, a row-
naniem stanu nie jest jednoznaczne. Ten sam system moze by¢ opisany réoznymi roéw-
naniami stanu. Zalezy to od sposobu definicji zmiennych stanu, co mozna uzyska¢ na
drodze odpowiednich przeksztalcen poczatkowego rownania rézniczkowego lub przy-
porzadkowaniem odpowiedniej wielkosci fizycznej do zmiennej stanu. Na przyktad, w
analizowanym powyzej obwodzie elektrycznym zmienne stanu reprezentujg: napiccie
na kondensatorze uc(f) oraz prad i(f). Ten wybor mozna zmieni¢, jesli zatozy¢, ze w
miejsce pradu i(f) chcemy $ledzi¢ zmiang fadunku ¢(¢) zgromadzonego w pojemnosci
C. Wybrane zmienne pozostaja w nastepujacej relacji:

dg(?)

T =i(t), przy czym: q(t) = Cuc(?).

Podstawiajgc ten zwigzek do sktadnikow (8.1) otrzymamy nastgpujace rownania rdz-
niczkowe:
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duy ) _ R, y_ Ry R
PP L”R(I) IC q(1)+ Lu(f) (8.7)
dg(t) _.. . 1
e —l(t)—RMR(f) (8.8)

Wyrazenia (8.7), (8.8) tworzag uktad rownan rézniczkowych pierwszego rzedu, ktore
mozna zapisa¢ w nastgpujacej postaci macierzowe;j:

du, (1) R R R

dt || L rc|w=W|, |L

g0 |7 1 . {q(t)}_ . u(t) (8.9)
de R

z rownaniem wyj$¢: y = ¢g(f). Tym razem zmiennymi stanu sg: napigcie na oporniku
up(t) oraz tadunek kondensatora g(?):

- [xl (r)} _ {u (r)}
x, (1) q(?)
Struktura zmiennych stanu dla systemu z jednym wej$ciem i jednym wyjsciem (S7-

SO) jest pokazana na rys. 8.2. Blok catkowania odwzorowuje proces rozwigzywania
uktadu réwnan rézniczkowych opisujacych dynamike systemu.

w |, |0 xof |0

Rys. 8.2. Struktura systemu zmiennych stanu

W przypadku uktadu z jednym wejsciem i jednym wyjsciem schemat o strukturze
jak na rys. 8.2 jest ekwiwalentny schematowi z rys. 2.3, gdzie dynamika systemu jest
okreslona za pomocg réwnania rézniczkowego n-tego rzedu. Rozmiar wektora stanu
x(f) oraz kwadratowej macierzy stanu A zalezy od rzedu ekwiwalentnego rdwnania
roézniczkowego.

8.2.2. Rozwiagzywanie rownan stanu

Rozpatrzmy jednorodne rownanie stanu (8.5), w ktorym u(¢) = 0:

X = Ax (8.10)
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Dla przypadku jednowymiarowego (n = 1) otrzymujemy réwnanie: x = ax, ktorego
rozwiazanie dla warunku poczatkowego x(0) ma nastgpujaca postac:

x(t)=¢e"x(0) (8.11)

Jesli warunek poczatkowy odnosi si¢ do czasu #o: x(%), to otrzymamy:
x(t) =" x(t,) (8.12)

Rozwigzanie to mozna rozszerzy¢ na przypadek wielowymiarowy:
x(t) =e*x(z,) (8.13)

Funkcja wyktadnicza o wyktadniku w postaci kwadratowej macierzy Ar ma wymiar
macierzy A i moze by¢ przedstawiona w postaci szeregu potegowego:

2 3 k
Ar QA Ay AY (8.14)
T !

e =1+

Macierz ta jest nazywana macierza przenoszenia stanu™ systemu (8.5) i dla wygody,
jest oznaczana nastgpujaco:
®(1) =e™ =exp(Ar) (8.15)

Nazwa tej macierzy ma swoje uzasadnienie w zaleznos$ci (8.13), z ktorej widac, ze
znajomo$¢ macierzy przenoszenia pozwala okreslic wartosci wektora stanu dla do-
wolnego czasu na podstawie jego wartosci poczatkowej. Latwo mozna sprawdzi¢, ze
macierz przenoszenia ma nastepujace wiasciwosci [12]:

- ®0)=1;

- ®(¢) jest macierza nieosobliwa dla dowolnej ograniczonej wartosci £;
- Q7 (1) = D(~1);

- DI(t) = D()D(1)D(?)..D(t) = P(gt) , ¢ — dodatnia liczba catkowita;
- D(t, —1,)P(t, —t,) = D(t, —t,) dla dowolnych wartosci t, 1, t2.

Rozwigzanie rownania niejednorodnego (8.5) wymaga uwzglednienia wymuszenia
w postaci wektora u(?). Aby uzyskaé¢ odpowiednie zaleznosci mozna rozpatrze¢ po-
chodng iloczynu nastgpujacych dwoch funkeji [12]:

%(e"“'x(t)) = Mx()—eMAX(r) =V (X(1) - Ax(?)) (8.16)
Na podstawie (8.5): x(¢) — Ax(¢) = Bu(z) . Zatem:
i(e""x(t)) =eBu(r) (8.17)

33 Stosowane sg takze inne nazwy, jak macierz podstawowa (tranzycyjna) [26, 29]
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Calkujac obustronnie powyzsze rownanie w granicach od #, do ¢ otrzymamy:
/ t
(e_A’x(t)]l = [e*"Bu(r)dr, (8.18)
0 o
co prowadzi do nastepujacej zaleznosci:
t
e Mx(f) — e Mx(t,) = J-e’ATBu(f)dr (8.19)
)

Po wymnozeniu obu stron przez e*’ ostatecznie otrzymamy:

t
X(£) = e*x (1) + j A OBu(r)dr (8.20)

lub, uwzgledniajac (8.15):

t
X(1) =@t —t,)x(ty) + J.CI)(I —-7)Bu(r)dr (8.21)
fy
Obliczanie macierzy przenoszenia w powyzszym rownaniu zgodnie z (8.14) jest
niezwykle ucigzliwe 1 dlatego stosuje si¢ tu bardziej efektywne metody [14, 28]. Jedna
z nich polega na stosowaniu wzoru Lagrange’a**-Sylvestera® [12, 27]. Sprowadza si¢
ona do nastgpujacych krokow.
Rozwiazujgc réwnanie charakterystyczne macierzy A:

detfA-14]=a, X" +a, A" +..+ad+a,=0 (8.22)

okreSlamy n jej warto$ci wlasnych (ang. eigenvalues) A1, Az, ..., A, (ograniczymy roz-
wazania do przypadku, gdy macierz A ma jednokrotne warto$ci wtasne).
Okreslamy macierz przenoszenia ze wzoru Sylvestera:

o) =e™ =) Z.e*, (8.23)
k=1

przy czym:

T A-14
Z, = L. 8.24
G &9
i#k
Wzor (8.23) mozna stosowaé do macierzy, ktéore maja pojedyncze warto$ci wlasne.
Istnieje takze jego rozszerzenie na przypadek ogdlny, gdy macierz A ma wielokrotne

wartosci wilasne [19, 28].

34 Joseph Louis Lagrange (1736 — 1813), wybitny matematyk francuski, wioskiego pocho-
dzenia.
35 James Joseph Sylvester (1814 — 1897), matematyk brytyjski.
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Przyklad 8.1. Okresli¢ odpowiedz uktadu rozwazanego na str. 229, opisanego rowna-
niem (8.4), przy zatozeniu nastgpujacych parametrow systemu: C =
0,25 F, R=0,5Q, L =1 H. W charakterze wymuszenia wystepuje skok
jednostkowy: u(f) = 1(f). Przyja¢ zerowe warunki poczatkowe: x(0) = 0.
Po uwzglednieniu podanych parametréw i podstawieniu zmiennych: x; = fs oraz x; = i(f), rOW-
nanie (8.4) przyjmuje nastgpujaca postac:
dx, ()

a || 0 4xo] [o] .
dx, (1) {—1 —O,S}LZ(O}{J 1(1) = Ax(1) + Bu(?)
dt

Rownanie charakterystyczne (8.22) macierzy A jest nastepujace:

0-4 4
det =2 +0,51+4=0,
-1 -05-4

Otrzymujemy stad dwa pierwiastki: 4, =-0,25 £j1,9843.
Macierze Z, i Z, nalezy obliczy¢ zgodnie z (8.24):

~0,25+1,9843 4
z _A-14 =[ -1 ~0,5+0,25 —j1,9843}
A -4 (=0,25 + j1,9843) — (0,25 — 1,9843)
[0,5-j0,06299  —j1,0079
B { 025198 0,5+ j0,06299}

~0,25-j1,9843 4
, _A-14 j 1 —0,5+0,25+j1,9843}
T4 -A (=0,25-1,9843)— (0,25 + j1,9843)
[0,5+j0,06299  j1,0079
- { ~j0,25198  0,5- j0,06299}

Macierz przenoszenia jest zatem rowna:
()= Zle'i" I Zze'i“' =025 (Zleﬂ,9x431 I Zze—11,9843x)

coswt+0’25sinwt jsinwt |63
— o0t ! , 0 w, 0 , Wy = 16 =~1,9843 .

>

—sin @yt cos )t —
0 0

sin a,t

Odpowiedz uktadu na zadane wymuszenie mozna okres$li¢ zgodnie z (8.21), przy czym:
0

B:[J,C=[O 1,D=0.

Przebieg odpowiedzi: y(f) = xi(¢) jest pokazany na rys. 8.3.
Przy danych parametrach uktadu i warunku poczatkowym, przebieg ten mozna tatwo otrzymac
w programie MATLAB piszac dwie zaledwie instrukcje:
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sys = ss(A,B,C,D);
lsim(sys,u,t);

gdzie u przedstawia wektor probek sygnalu wymuszajacego okreslony na wektorze probek
czasu t.

Zauwazmy, ze przebieg z rys. 8.3 przedstawia prad i(f) w analizowanym obwodzie po wymu-
szeniu w postaci skoku jednostkowego (wlaczenie napigcia u(t)).

x1(7)

0.4
0,2/\
/\ /\ SN _

\/ 10 T2 14 16 18 s

O

Rys. 8.3. Odpowiedz uktadu na skok jednostkowy

Macierz przenoszenia mozna takze okresli¢ korzystajac z twierdzenia Cayleya®®-
Hamiltona®’, ktére mowi, ze jezeli znane sa wspdlczynniki wielomianu charaktery-
stycznego macierzy A (8.22), to prawdziwe jest rownanie:

a,A"+a, A" +.+aA+al=0 (8.25)

co oznacza, ze macierz A spelnia swoje rownanie charakterystyczne.

Wiasciwo$¢ (8.25) mozna zastosowac do redukcji wielomiandw wzgledem macie-
rzy A (wielomianéw macierzowych). Oznaczmy wielomian charakterystyczny macie-
rzy A (8.22), jako:

A(A)=det[A —1A]=a A" +a, A" +..+ad+a,=0 (8.26)

Formujac analogiczny wielomian dla macierzy A, na podstawie twierdzenia Cayleya-
Hamiltona otrzymamy:

A(A)=a,A" +a, A" +. . +aA+a]=0 (8.27)

36 Artur Cayley (1821 — 1895), prawnik i matematyk brytyjski.
37 William Rowan Hamilton (1805 - 1865), irlandzki fizyk, astronom i matematyk.
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Naszym celem jest okreslenie prostej zalezno$ci na obliczanie funkcji f{A), gdy
znany jest inny wielomian, definiujacy te funkcje. Jesli funkcja f{A) jest analityczna w
przestrzeni zespolonej, to mozna ja zawsze przedstawi¢ w postaci wielomianu:

£(a)=> gA* (8.28)

Przyktadem takiego wielomianu jest reprezentacja macierzowej funkcji e* w postaci
sumy nieskonczonego szeregu potegowego (8.14), chociaz moze to by¢ takze wielo-
mian o skonczonej liczbie wyrazow.

Wynik dzielenia wielomianu f{p) przez wielomian A(p) moze by¢ przedstawiony w
nastepujacej postaci:

J(p)=S(P)A(p) +R(p) (8.29)

gdzie: S(p) jest wielomianem, ktory jest wynikiem dzielenia wielomianu f{p) przez
A(p) — bez reszty. Zatézmy, ze f(p) ma postac, jak w (8.28), natomiast A(p) — jak w
(8.26). Wowczas S(p) mozna wyznaczy¢ przez dzielenie tych wielomianow:

Z Bp ¢
S — k=0 ,
(») A
natomiast R(p) jest reszta 7(.) z dzielenia tych wielomianéw pomnozong przez A(p):
R(p)= r{(Z@p"}/ApJA@) :
k=0

Jest to wigc wielomian stopnia nie wigkszego niz (n—1). Latwo zauwazy¢, ze na pod-
stawie (8.26), zalezno$¢ (8.29) redukuje si¢ do nastepujacej postaci:

n—1
f(P)=R(p)=Y a(t)p' (8.30)
i=0

Jesli w powyzszych zalezno$ciach zamieni¢ zmienng p na obiekt w postaci macierzy
A, to otrzymamy sposob na okreslanie funkcji macierzowych:

F(A)=R(A) =Y a,(0A" (8.31)

Wspolczynniki wielomianu (8.31) mozna okresli¢ z nastgpujacego uktadu n réwnan z
n niewiadomymi:

fA)=a, A +.+ad+a,,i=1,2, .. n (8.32)
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Jesli warto$ci wlasne macierzy A sa wielokrotne, to powyzszy uktad rownan bedzie
liniowo zalezny. W takim przypadku nalezy powtarzajace si¢ roOwnania zamieni¢
przez ich odpowiednie pochodne wzgledem A,. Jezeli A, jest warto$cig wlasng powta-
rzajaca si¢ k-krotnie, to dodatkowe (k—1) rownan mozna otrzymaé przez (k—1)-krotne
roézniczkowanie m-tego rownania wzgledem A,,.

Zaleznosci (8.31), (8.32) pozwalajg w zadziwiajgco prosty sposob zredukowaé po-
sta¢ funkcji macierzowej, reprezentowanej w formie wielomianu. Ilustruje to kolejny
przyktad.

Przyklad 8.2. Uproscic¢ posta¢ podanej funkcji macierzowe;:
F(A)=A*+2A° +3A% + A+2I dla

Wielomian charakterystyczny macierzy A jest nastgpujacy:
2-1 1
1 -4
Upraszczamy zapis funkcji AA): A > A: f(A)=A* +22 +342 + 1+2
Wykonujemy dzielenie:
4 3 2
1 _ A +2/12 +34°+1+2 P ddtln+ 29/1+14
A(A) A =24-1 A =21-1
A2 4322 +0+2
=221

A(A) = det(A —11) = =12-21-1

= S(l)+r[

Ostatecznie:

S\ py=
fA)=y 5y AP =5DAD+ 7

Mozemy teraz wroci¢ do oznaczen odnoszacych sie do oryginalnej funkcji macierzowe;j:
f(A)=R(A)=29A +141

Dla podanej macierzy A zachodzi wigc zalezno$¢:

F(A)=A* +2A° +3A% + A+ 21 =29A +141

Uzyskana posta¢ funkcji powinna by¢ zgodna z zaleznoscia (8.31):

LJFMIA(A) —294+14=R(A)

n—1

f(A) = Zai (A" = a1+ a, (DA , gdyzn =2.
i=0
Wspotczynniki w tym réwnaniu obliczamy na podstawie (8.32):
ah +ay=R(4)
ady +ay=R(4,)

gdzie pierwiastki rownania charakterystycznego: A(1)= 4> —21—1=0 sa nastepujace:
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A=1+2, B =1-12.

Po podstawieniu otrzymamy nastepujacy uktad rownan:
ay(1++/2) +ay =29(1++/2) +14

ay(1-+/2) +ay =29(1--/2) +14
skad: ap = 14, a; = 29, co potwierdza uzyskang posta¢ funkcji f{A).

W przypadku, gdy obliczana jest macierzowa funkcja ekspotencjalna: f{A) = e*’, to
zaleznosci (8.31), (8.32) przyjma nastepujaca forme:

n—1
eM=>"a,()A’ (8.33)
i=0

eM=a, A+ . +aldta,,i=1,2,..,n (8.34)

Procedurg te ilustruje kolejny przyktad.

Przyklad 8.3. Obliczy¢ funkcje e’ dla macierzy:

2 01

A=/0 2 0].

01 1

Obliczamy warto$ci wlasne macierzy A:
2-4 0 1
det(A-AD=| 0 2-4 0 |=2-4)°(1-4)=0,
0 1 1-4

skad otrzymujemy: 4, = L =2, ;3= 1.
Piszemy uktad réwnan (8.34) do obliczenia wspotczynnikow w zalezno$ci (8.33). Poniewaz
dwie pierwsze wartoSci wlasne powtarzaja sie, wigc drugie rownanie:

e = a, ()2 +a,()A, +a, , rozniczkujemy wzgledem A»: e’ = 2a, (1), +a, (1) .
W ten sposéb otrzymujemy nastepujacy uktad roéwnan:
M =ay (VA +ay (DA +ag(0)
e =2a,(t)A, +a,(t)
M = a) (1) + ay (1) + g (1)
Po podstawieniu odpowiednich wartosci liczbowych otrzymamy:
ag(t) =4e' +e* (2t =3), a)(t)=—4e' —e* (3t -4), a,(1)=¢' +e*(t-1).
Ostatecznie, na podstawie (8.33), otrzymamy poszukiwang funkcje:
2 01 4 1 3
e =a,Ol+a,(HA +a,(HA* =a,(O)I+a,(t)|0 2 0|+a, ()0 4 0
011 0 31
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e¥ e +e¥(t-1) —e +e*

=0 e 0

0 —' +¢e* e

Mozna latwo sprawdzi¢, ze e =1 (dla ¢ = 0).

8.3. Operatorowy zapis réwnan zmiennych stanu
8.3.1. Rownania zmiennych stanu w postaci operatorowej

Gtowny problem obliczeniowy, ktory wystepuje w zapisie rownan stanu w dziedzinie
czasu, polega na obliczeniu macierzy przenoszenia ®(¢) (8.15). Zobaczmy, co mozna
uzyskac stosujac w odniesieniu do rownan stanu przeksztatcenie Laplace’a.

Poddajac rézniczkowe réwnanie stanu (8.5):

X = Ax + Bu

przeksztatceniu Laplace’a, otrzymamy:
sX(s)—x(0) = AX(s) + BU(s) ,

co po kolejnych przeksztatceniach przyjmuje nastgpujaca postac:
X(s)=(sT—A) " x(0)+(sI—A)" BU(s) (8.35)
Podstawiajac: ®(s)=(sI—A)", otrzymamy:
X(s)=D(s)x(0) + D(s)BU(s) (8.36)

Obliczenie odwrotnego przeksztatcenia Laplace’a z (8.36) prowadzi do nastepujacej
funkcji w dziedzinie czasu:

x(t) = L {®()x(0)} + L {@(5)BU(s)} = ®(1)x(0) + j@(t —7)Bu(r)dr, (8.37)

ktora jest identyczna z (8.21) dla # = 0.
Wynika stad nastepujaca rownosé:
®(1) = L)) = L {s1-A) "], (8.38)
a takze, na podstawie (8.15):
() =c = L{s1-A)"], (8.39)

co jest kolejnym sposobem obliczania funkcji e*’.

Analizujac prawg strone (8.37) widac, ze macierz przenoszenia ®d(f) odgrywa w
stanowej reprezentacji systemu zblizong role, jak funkcja wagi w systemie z jednym
wejsciem i jednym wyjSciem: jej splot z wektorem wejs$¢ u(¢), po uwzglednieniu wa-
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runkow poczatkowych, daje wynik w postaci wektora stanu x(¢). Podobne relacje za-

chodza takze w odniesieniu do transformaty Laplace’a (8.36), gdzie ®(s) jest swego

rodzaju wielowymiarowa transmitancjg pomi¢dzy wektorem wej$¢ i wektorem stanu.
Po uwzglednieniu w (8.37) rownania wy;j$¢ (8.6):

y(¢t) =Cx(¢) +Du(z),

otrzymamy:
t
y(t) =CP®(¢)x(0) + IC(I)(t —7)Bu(7)d7 +Du(?), (8.40)
0
lub w postaci transformaty s:
Y(s)=C(sT-A) " x(0)+ (C(SI ~A)'B +D)U(s) . (8.41)
Przyklad 8.4. Jednorodne réwnanie stanu badanego uktadu ma postaé: x(z) = Ax(?),
0 1
gdzie A = [ | 2} . Okresli¢ funkcje przenoszenia tego uktadu.
Zgodnie z (8.38) nalezy najpierw obliczy¢ macierz:
1 s+2 -1
-17 +2 -1 2 2
(I)(S)=(SI—A)71 = y = 1 s = (S+1) (S+1)
1 s+2 425 +1 1 s 1 s

(s+D)* (s+1)°

Latwo okresli¢ transformate odwrotng macierzy ®(s):

1+2)e™ —te”
o()= Lo} =ev =| 1T ° |
te” (1-t)e”
Przyklad 8.5. Postugujac si¢ przeksztatceniem Laplace’a, obliczy¢ macierz przenosze-

nia uktadu z przyktadu 8.1.

0 4
Macierz stanu w przykladzie 8.1 jest nastepujgca: A = { 1 -0 5} )

Postepujac jak w poprzednim przyktadzie, otrzymamy:

s+05 -4
-1
(T-A)" = s -4 1 s+05 -4 | (5+025° +a} (s+0,25° +w;
1 s+0,5 s 40,55 +4 1 s 1 s ’

(s+025)° +a; (s+0,25)° +
gdzie a)j =4-0,25=63/16=1,98432.

Transformaty odwrotne poszczegélnych elementéw otrzymanej macierzy prowadza do naste-
pujacej macierzy przenoszenia badanego uktadu:
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0,25 . -4 .
cos Wyt + ———sin wyt —sin @t
_ - 1) [0)
o) = L{s1-A)' = et =02 L " 0as
—sin @yt COS Wyt ————sin w)t
o @,

Widag¢, ze wynik ten jest zgodny z rezultatem uzyskanym w przyktadzie 8.1.
8.3.2. Zamiana transmitancji ukladu na ré6wnania zmiennych stanu

Opis dynamicznego modelu uktadu za pomocg transmitancji operatorowej zawiera

informacj¢ o strukturze zaleznosci r6zniczkowej, okreslajacej zwiazek pomigdzy wej-

$ciem i wyjsciem uktadu w dziedzinie czasu. Na przyktad, dla uktadu o transmitancji:
b,s* +bs +b, _L(s) _Y(s)

s’ +a,s’ +as+a, B M(s) B U(s)’

G(s) =

otrzymamy:
Y(s)(s3 +a,s’ +as+a, ): U(s)(b2s2 +bs+ bo), przy czym:
M(s)=s"+a,s" +as+a,, L(s)=b,s> +bs+b,.
Przechodzac do dziedziny czasu, otrzymujemy:
3 2 2
d ygt) ra, d ygt) N d ugt) ‘b du(t)
dt dt dt dt
W celu zapisu powyzszego rownania w formie réwnania zmiennych stanu nalezy
metoda podstawiania, zamieni¢ ostatnie rownanie 3-go rzedu na trzy réwnania roz-
niczkowe pierwszego rzedu. Procedur¢ t¢ mozna wykona¢ na kilka sposobow, co
oznacza, z€ zamiana transmitancji operatorowej uktadu na posta¢ okreslong za pomo-
cg rownan stanu nie jest jednoznaczna. Kazdy ze sposobow ma swoje specyficzne
cechy, ktore sg wygodniejsze do okreslonego zastosowania. Ponizej przedstawione sg
dwie procedury formowania uktadu rownan stanu na podstawie transmitancji uktadu.
Obie prezentowane procedury naleza do grupy metod bezposrednich [20, 26].

dy(t
a, J:i(t ) +a,y(t)=b, +byu(t)

a) Fazowa metoda wyboru zmiennych stanu

Zat6zmy, ze znana jest transmitancja uktadu SISO (z jednym wejsciem i jednym wyj-
sciem) w postaci (3.27). W omawianym tu pierwszym wariancie (wariant 1) wyboru
zmiennych stanu dzielimy licznik i mianownik transmitancji (3.27) przez s":
Y(s) _b,s" " +b, """+ b +bys ™"
U(s) I+a, s +..+as™" +a,s™" ’

m<n® (8.42)

38 Uklad jest nierealizowalny fizycznie dla m > n, natomiast, jeSli m = n, to podzielenie
licznika przez mianownik prowadzi do uktadu (8.42) z dodaniem statej, ktora jest jedynym
wspotczynnikiem macierzy D [29].
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Wprowadzajac nastepujace oznaczenie:

U(s)
1+ an_ls_1 +..tas

E(s)=

1-n n’

+ays”
otrzymujemy:
E(s)=-a, s"E(s)—..—a;s""E(s)—a,s "E(s)+U(s)
oraz:
Y(5)=(B,s" " +b, 5"+t b+ bys ™ JE(s)

Przyjmujemy nast¢pujgce oznaczenia zmiennych stanu:

Xi(s)=s"E(s)

X,(s)=s""E(s) = sX,(5)

X, (s)= sE(s)= X, ,(s)
X,(s)= sTE(s)= sX,_,(s)
Uwzgledniajac te oznaczenia w (8.44) oraz w (8.45), otrzymamy:
E(s)=—a, ,X,(s)—...—a,X,(s)—a,X,(s)+U(s)=sX,(s)
Y(s)=b,X,(s)+bX,(s)+--+b, X, (5)

Na podstawie (8.46), (8.47) otrzymujemy nastepujace rOwnanie stanu:

sX,(s) =X, (s)
sX,(s8) = X;5(s)

Sanl (S) = Xn(s)
5X,(8) = =y X, () = @y Xy (8) = o, X, (5) + U (5)

(8.43)

(8.44)

(8.45)

(8.46)

(8.47)
(8.48)

(8.49)

Struktura uktadu, odpowiadajgca tym réwnaniom, jest pokazana na rys. 8.4 (uklad z

wyroznionym wejsciem i wyjsciem).
Posta¢ macierzowa uzyskanych roéwnan jest nastepujaca:
sX(s)=AX(s)+BU(s)
Y(s)=CX(s)+DU(s)

(8.50)
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Y(s) | ()
+
th
bm bm—l bO
A
Us) + _E(s) . sE(s) Jdooa sCEs), | o s E(s)
u(t)  Mre(?) Xu(?) X1(7) x1(f)

—du-|

Rys. 8.4. Struktura uktadu opisanego réwnaniami zmiennych stanu wedtug metody
fazowej (wariant 1)

gdzie:
_Xl(s)—
X,(s)
X()=| = |, U®)=U(s), Y(s)=Y(s), D=[0],
Xn—l(s)
RAON
[0 1 o - 0 0 | _
0
0 0 1
0
A= ,B=|i|,C=[h, b b, 0 0]
0 0 o - 1 0 0
0 0 o - 0 1 |
=% —&4 —a - =4, , —a4,| -

Zera na koncu wektora C uzupelniajg jego rozmiar do 1xn.

Rownania (8.50) z macierzami o prezentowanej formie przedstawiaja kanoniczng
posta¢ fazowych zmiennych stanu lub postaé¢ regulatorowa (sterowalng, sterowalno-
$ci) [20, 28].
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Przyklad 8.6. Uktad liniowy okreslony jest za pomocg nastepujacej transmitancji:

st +1 _Y(s)
S +2s242255+1,25 U(s)

G(s)=

Okresli¢ rownania stanu tego uktadu wedlug metody fazowe;.

Stopien licznika transmitancji m = 2, natomiast mianownika: n = 3. Zgodnie z (8.42), dzielimy

licznik i mianownik transmitancji przez s*:
Y(s) shys™

U(s) 14257 +2,25572+1,2557
bo = 1, b1 = 0, bz = 1, ag = 1,25, ar = 2,25, ay = 2.

Zaleznosci (8.48) 1 (8.49) przyjmuja nastepujaca postac:
sX,(s) = X, (s)

sX(s) = X3(s)

sX5(s) =—125X,(s) —2,25X,(s) —2X;5(s) + U(s)
Y(s) =X (s)+ X3(s)

Wektory i macierze w (8.50) sa nastepujace:

a wiec:

X,(s) 0 10 0
X(s)=| X,(s) |, A=| 0 0 1/|,B=]0[,c=[1 0 1], D=0,
X5(s) ~125 -225 -2 1

u(s)=U(s), y(s)=Y(s).
Schemat uzyskanego uktadu jest pokazany na rys. 8.5.

Y(S)T 3L 0)
| TUT |
1 1
A
Us) + _E(s) N sTE(s) o SE(s) & §E(s)
ut) e [x0 x(f) xi(f)

-2

-2,25

-1,.25

Rys. 8.5. Schemat uktadu zmiennych stanu utworzonego wedtug metody fazowej (wariant 1)



8.3. Operatorowy zapis rownan zmiennych stanu 245

b) Zmodyfikowana fazowa metoda wyboru zmiennych stanu (wariant 2)

W drugim wariancie wyboru zmiennych stanu korzystamy bezposrednio z transmitan-
cji zapisanej w postaci (3.27), skad otrzymujemy:

Y(s)(s” +a, s"+. . tas+ ao)z U(s)(bms’" +b, 5" +..+bs+b, ) , (8.51)
co mozna przedstawi¢ w nastgpujacej formie (przy zalozeniu, ze m =n — 1):

Y(s)s" =s"(=a, Y(s)+b, U(s))+s"*(~a, ,Y(s)+b, U(s))+...

+S(_ 611Y(S)+blU(s))+(— aOY(S)+bOU(S)) (8.52)

Przyjmujgc n-ta zmienng stanu w postaci:
X,(s)=Y(s),

formujemy réwnania nastgpnych zmiennych, na podstawie kolejnych sktadnikow
prawej strony (8.52):

sX () =—a,Y (s)+bU(s) =—a, X, (s)+bU(s),
sX,(s)=X,(8)—a )Y (s)+bU(s) = X, (s) —a, X, (s) + b U (s),

(8.53)
sX, () =X, () —a,,Y () +b, ,U(s) =X, ,(s)—a,,X,(s)+b,,U(s),
sX,(s)=X, (s)—a, Y (s)+b,,U(s) =X, (s)—a,,X,(s)+b, ,U(s)

Latwo sprawdzi¢, ze dla rownan stanu w postaci (8.50), macierze modelu przyjma
nastepujaca postac:

- . [ b, |
0 0 0 - 0 -—ga ),
0 0 -+ 0 -g !

A= ,B=|b |,C=[0 O --- 0 1], D=[0 8.54
00 1 0 -a, " [ . D=[0] (854
0 0 0 0 -a,, .

0 0 0 - 1 —-a '
L = _O_

Wektor B ma wymiar nx1, wiec dla m < n — 1 nalezy wypetni¢ zerami miejsca po-
nizej wspotczynnika b,. Ogodlny schemat otrzymanego uktadu jest pokazany na rys.
8.6. Mozna zauwazy¢, ze schemat ten odpowiada przypadkowi, gdy m =n — 2.
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Rys. 8.6. Struktura uktadu opisanego réwnaniami zmiennych stanu wedtug zmodyfikowane;j
metody fazowej (wariant 2)

Przyklad 8.7. Uktad liniowy okres$lony jest za pomoca nastgpujacej transmitancji:
s+1 Y(s
G(s)=— 3 _ 1)
2 +2s°+s+1  U(s)
Okresli¢ rownania stanu tego uktadu wedlug zmodyfikowanej metody
fazowe;j.

Stopien licznika transmitancji m = 1, natomiast mianownika: n = 3. Post¢pujemy zgodnie z
roéwnaniami (8.51) i (8.52):

Y(s)(s3 +2s% +5+ l)z U(s)(s + l) ,

Y(s)s® =57 (=2Y(8))+s(- Y () + U () + (- Y (s) + U(s)).

Wspotczynniki transmitancji: ap=1, a1 =1, a2 =2,a3=1,bo=1, b1 = 1.

Przyjmujemy: X,(s)=Y(s) oraz:

sX,(s) ==Y (s) +U(s) = =X;(s) + U (),

5X5(5) =X () =Y () + U(s) = X, (s) = X5(5) + U (),

SX,(8) = X,(s)=2Y(s) = X,(5)—2X;(s)

Zauwazmy, ze W ostatnim rownaniu nie wystgpuje U(s). Rownanie wyjs¢ jest okreslone przez
podstawienie: X,(s)=Y(s).

Mozna zatem napisa¢ koncowe rownania:

X, ()] o 0o —-1Tx,)] [1 X,(s)
s| X, () [=[1 0 =1|X,0)|+|1|{U(s), Y(s)=[0 0 1] X,(s)]|.
X;5(5) 01 =2|X5(s) 0 X;5(s)

Schemat zmiennych stanu jest pokazany na rys. 8.7.
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Rys. 8.7. Schemat utworzonego uktadu zmiennych stanu

Poréwnujac wielomian charakterystyczny transmitancji rozpatrywanej w przykta-
dzie 8.7 z macierza stanu A, mozna zauwazy¢ wazny zwiazek: pierwiastki mianowni-
ka transmitancji (bieguny funkcji przej$cia) sa rowne wartoSciom wlasnym macierzy
A. W istocie, funkcja charakterystyczna macierzy A jest tozsama (z dokladnoscig do
znaku) z wielomianem charakterystycznym transmitancji. W rozpatrywanym przy-
padku otrzymamy (8.22):

-1 0 -1
detfA-IA]=| 1 -4 -1 |=—F-22-1-1=0
0 1 -2-1

Wida¢, ze wielomian charakterystyczny macierzy A rozni si¢ jedynie znakiem od
mianownika transmitancji, wigc bieguny macierzy A i bieguny transmitancji sg w
takim przypadku jednakowe.

Realizacja uktadu w postaci (8.54) jest nazywana kanoniczng postacig obserwato-
rowg (obserwowalng, obserwowalnos$ci) [28].

8.3.3. Transmitancja ukladéw opisanych réwnaniami stanu

Zalezno$¢ pomigdzy transformatami wejs¢ i wyjs¢ uktadow opisanych w postaci stano-
wej jest okreslona przez (8.41). Zaktadajac zerowe warunki poczatkowe, otrzymamy:

Y@y{C@an*B+Dﬁx@=G@uxn, (8.55)

gdzie
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G(s)=C(sI-A)'B+D (8.56)

jest transmitancja macierzowa uktadu (8.5), (8.6) (zwang macierza transmitancji ope-
ratorowych [28]).

Zauwazmy, ze w (8.55) nie ma ograniczen co do liczby wejs¢ 1 wyj$¢ uktadu, wigc
transmitancja (8.56) zawiera pojedyncze transmitancje pomi¢dzy m zmiennymi wyj-
sciowymi (odpowiedziami) i b zmiennymi wejsciowymi (wymuszeniami). Macierz
transmitancji ma wiec nastgpujaca strukture:

G, (s) Gu(s) - Gy(s)

Gy(s) Gyuls) - Gy(s)

G(s) = (8.57)

Gml (S) GmZ (S) o Gmb (S)

Poszczegodlne elementy macierzy transmitancji sg ilorazami transformat odpowiednich
wielko$ci wejsciowych i wyjsciowych:

_ L.
RO A P (8.58)
Uj(S) MU.(S)

G;(s)

przy zalozeniu, ze warunki poczatkowe 1 wszystkie wymuszenia, z wyjatkiem u(t), sa
réwne zero.

Na podstawie (8.58) widac¢, ze podobnie jak w przypadku uktadéw z jednym wej-
sciem i jednym wyjsciem (3.27), elementy macierzy transmitancji G(s) sg funkcjami
wymiernymi dwoch wielomianéw wzgledem zmiennej zespolonej s: Lii(s) oraz M(s).

Podobnie do transmitancji uktadow SISO, réwniez transmitancje macierzowe moz-
na przedstawi¢ w postaci widmowej zgodnie z zalezno$cig:

G(jo) = P(@) + jQ(@) = G(s)

—io (8.59)
Takze 1 w tym przypadku czg$¢ rzeczywista jest funkcja parzysta: P(—w) = P(w), a
czg$¢ urojona — funkcja nieparzysta: Q(—w) = -Q(w).

8.3.4. Sterowalnos$¢ i obserwowalno$¢ ukladéw dynamicznych

Terminy: sterowalnos¢ oraz obserwowalnosé, stosowane w odniesieniu do uktadu
opisanego za pomocg rownan zmiennych stanu, okreslaja mozliwos$¢ realizacji stero-
wania tym uktadem w celu uzyskania zadanych wtasciwosci dynamicznych.

W celu pobieznego wyjasnienia tych termindéw rozpatrzmy zamknieta petle stero-
wania analizowanego uktadu jak na rys. 8.8.
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M@L“v). sx(s) = Ax(s)+Bu(s)

ORI ¥6)

K - £(s) Obserwator

Rys. 8.8. Schemat sterowania uktadem opisanym za pomoca réwnan zmiennych stanu

Wektor r(s) okresla zewngtrzne wymuszenia, natomiast u(s) jest wektorem wymu-
szen samego uktadu zmiennych stanu. Dla uproszczenia zaklada si¢, ze macierz D = 0
(8.50). Zmienne stanu sg zazwyczaj niedostgpne pomiarowo, wigc obserwator petni
role estymatora wektora zmiennych stanu, tak, ze %(s)= x(s), na podstawie dostepne-

go wektora wyjs¢ y(s) oraz parametréw nadzorowanego systemu. Macierz K jest do-
bierana z punktu widzenia uzyskania zaktadanych wtasciwosci sterowania.
Wektor wymuszen samego uktadu zmiennych stanu jest nastepujacy:

u(s) =r(s) — Kx(s) (8.60)

wobec czego, przy zatozeniu, ze R(s) = X(s), roOwnanie stanu z (8.50) przyjmie naste-

pujacag postac:
sx(s) = (A = BK)x(s) + Br(s) (8.61)

O wlasciwosciach dynamicznych uktadu opisanego zaleznos$cig (8.61), decyduje
macierz (A — BK), ktéorg mozna modyfikowaé przez odpowiedni dobdr wspdtezynni-
kow macierzy K. Scisle biorac, te wlasciwosci sa okreslone przez wartosci wlasne
macierzy (A — BK), ktore, przez analogie do pierwiastkéw mianownika transmitancji,
sa nazywane biegunami uktadu (8.61). Mozliwos¢ kontroli sposobu zachowania si¢
uktadu okreslonego zalezno$ciami (8.50) przez odpowiedni dobor wspotczynnikow
macierzy K w (8.61), jest definiowana jako sterowalnosé. Jesli uktad jest sterowalny,
to okreslone dziatania na wejsSciu zapewnig oczekiwane jego zachowanie si¢ na wyj-
sciu. Mozna stad wyprowadzi¢ bardziej praktyczna definicje:

Uktad jest sterowalny ze wzgledu na stan, jesli mozna kazdg z jego zmiennych sta-
nu doprowadzi¢ od wartosci poczatkowej xx(0) do dowolnej skonczonej wartosci xy,
stosujac sygnaly wejsciowe o skonczonej wartosci w ciggu skonczonego czasu. Wow-
czas, dla uktadu n-tego rzedu, macierz:

H=[B AB A’B - A"'B| (8.62)

jest rzedu n (ma n niezaleznych kolumn). Dla uktadow jednowej$ciowych oznacza to,
ze H jest nieosobliwa: |H| # 0. W tych warunkach dowolny stan uktadu jest osiggalny,
stad w odniesieniu do sterowalnosci uzywa si¢ takze terminu: osiggalnos$¢ (sterowal-
no$¢ uktadu ciaglego jest rtOwnowazna jego osiagalnosci) [1, 28].
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Przyklad 8.8. Dana jest transmitancja operatorowa uktadu liniowego:

1 _Y(s)
s+55+4  U(s)

G(s)=

Okresli¢ rownania stanu tego uktadu wedtug metody fazowej i sprawdzic,
czy uklad jest sterowalny.

W celu okreslenia rownan stanu wedtug wariantu 1 stosujemy procedure (8.42) - (8.49):
Y(s) 57
U(s) 1+5s " +4s2°
Tworzymy zmienng pomocnicza:
U(s)
NPT
skad: E(s)=-5s"E(s)—4sE(s)+ U(s)

oraz: Y(s)=—-5sE(s)—4s *E(s)+s2U(s) .

a takZe rownanie wyj$é: Y(s) = s 2 E(s),

Przyjmujac: X,(s)=sE(s) , otrzymujemy druga zmienna stanu:
X,(s)=sX,(s)=s"'E(s) .
Ostatecznie otrzymujemy:
sX,(s) = X, (s)
sX,(s)=E(s)=—-4X,(s)=5X,(s)+U(s)
Macierze rownan (8.50) sa wiec nastepujace:
0 1 0

A:{ },B:H,C:h 0], p=Jo].

-4 -5 1
w ce[lu spravsjdzenia warunku sterowalno$ci uktadu, nalezy obliczy¢ macierz (8.62):
H=|B AB

. 0 1}|0 1 .
Macierz AB: AB = = , a wWigc:
-4 =51 -5

0 1

H= , skad: [H|=-1.
1 =5

Zatem uktad jest sterowalny.

Pojecie obserwowalno$ci uktadu taczy si¢ z mozliwos$cig odtworzenia (estymacji)
zmiennych stanu na podstawie obserwacji wektora wyjs¢ y(k) (rys. 8.8). System jest w
petni obserwowalny, jesli kazda ze zmiennych tworzacych wektor stanu oddzialuje na
ktore§ z wyjs¢ uktadu. Inaczej mowiac, uktad jest obserwowalny, jesli mozna okresli¢
jego stan x(#) (wartosci wszystkich zmiennych stanu) dla dowolnej chwili # na pod-
stawie obserwacji przebiegu jego wyj$¢ w skonczonym czasie. Odpowiada to warun-
kowi, ze macierz:
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C
CA
G=| CA® (8.63)

| CA™ |

jest rzedu n (ma n niezaleznych wierszy).
W systemie obserwowalnym o jednym wyj$ciu macierz G jest niecosobliwa: |G| # 0.

Przyklad 8.9. W przyktadzie 8.7 utworzona zostata obserwowalna (fazowa zmodyfiko-
wana) posta¢ zmiennych stanu dla wyj$ciowego uktadu okreslonego
przez transmitancj¢ 3-go stopnia. Sprawdzié, czy uktad zmiennych stanu
jest obserwowalny.

Rownania stanu uktadu rozpatrywanego w przyktadzie 8.7 maja nastgpujace macierze:

00 -1 1
A=|1 0 —1[,B=[1[,Cc=[0 0 1], D=]0].
01 -2 0

Uktad ma n = 3 zmienne stanu, wigc w celu sprawdzenia warunku obserwowalnosci uktadu
tworzymy macierz G (3x3) (8.63):

C
G=| CA |,
CA’
00 -1 00 -1
gdzie: CA=[0 0 1)1 0 —1|=[0 1 -2],cA’=[o 1 -2]1 0 —1|=[1 -2 3].
01 -2 01 -2
0 0 1
Zatem: G=|0 1 -2/, G‘=—1¢0,co oznacza, ze uktad jest obserwowalny.
1 -2 3

Warto jeszcze zauwazy¢, ze na podstawie powyzszych wlasciwosci mozna sformu-
lowa¢ wazny wniosek odnoszacy si¢ do jednoznacznosci roznych reprezentacji syste-
mu: w systemie, ktory jest sterowalny i obserwowalny istnieje jednoznaczny zwigzek
pomiedzy jego réwnaniem rézniczkowym, transmitancjg i réwnaniem stanu (w tym
ostatnim przypadku z doktadnoscia do relacji podobienstwa) [21]. Jesli natomiast sys-
tem nie jest obserwowalny oraz nie jest sterowalny (badz zachodzi jeden z tych przy-
padkow), to ta jednoznaczno$¢ nie jest zachowana [9].
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8.4.  Stabilnos¢ ukladéw liniowych ciaglych w przestrzeni stanow

Tak jak w przypadku uktadow opisanych transmitancja, rowniez w odniesieniu do
systemOw zmiennych stanu stosuje si¢ podobng definicje¢ stabilnosci (BIBO): system
opisany rownaniem zmiennych stanu jest stabilny, jesli przy dowolnym ograniczonym
wymuszeniu w postaci wektora u(¢), wektor zmiennych stanu x(#) pozostaje takze
ograniczony. Ten warunek mozna przenie$¢ na $cisla zalezno§¢ matematyczng: roz-
wazany uktad jest stabilny, jesli wszystkie wartosci wiasne jego macierzy stanu A
majg ujemne czesci rzeczywiste [26]. Uklad jest wtedy stabilny asymptotycznie.

Macierz transmitancji operatorowej jest okreslona zgodnie z (3.69). Korzystajac z
definicji macierzy odwrotnej, zalezno$¢ t¢ mozna zapisaé nastepujaco:

1 .
G(s)= mC[Adj(sI —A)B+D (8.64)

gdzie Adj oznacza macierz dotaczong.

Mozna pokazaé, ze z punktu widzenia stabilnosci wartosci wlasne macierzy A pet-
nig t¢ sama rolg, co bieguny transmitancji. Badanie stabilno$ci uktadu o macierzy
transmitancji G(s) sprowadza si¢ zatem do obliczenia warto$ci wlasnych macierzy A:

det(sI—A)zs" +a, s"+..+as+a,=0 (8.65)

Pierwiastki wielomianu (8.65) sa wartosciami wlasnymi macierzy A (patrz (2.65)).
Potozenie tych pierwiastkéw na plaszczyznie zespolonej — podobnie, jak biegunow
transmitancji — determinuje stabilno$¢ uktadu.

Przyklad 8.10. Zbada¢ stabilno$ci uktadu z przyktadu 3.16 okreslonego za pomoca
transmitancji oraz rownania stanu.

Transmitancja rozpatrywanego uktadu jest nastepujaca:

s?+1
o= 5° 4257 +2,255+1,25
Odpowiadaja jej nastgpujace rOwnania w przestrzeni zmiennych stanu:
X, (s) 0 1 0 | Xi(s) 0
s| X,(s)|=| O 0 I || X,(s)|+|0|U(s),
X;5(s) -1,25 =225 -2| X;(s) 1
Xi(s)
Ys)=[t 0 1] x,0).
X3(s)

Bieguny transmitancji mozna okre$li¢ z rownania charakterystycznego:
s> +25% +2,255+1,25=0, skad: s1 =—1, 523 =-0,5 +j1,0.
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Wida¢, ze bieguny leza na lewo od osi urojonej zespolonej plaszczyzny pierwiastkéw, zatem
uktad jest stabilny asymptotycznie.
Analizujac stabilno$¢ tego uktadu na podstawie rownan stanu, mozna postuzy¢ si¢ zalezno$cia
(8.65):
s -1 0
det(sT—A)=| 0 s —1|=s>(s+2)+1,25+2,255 =5 +25> +2,255+125=0
125 225 s+2

Jak wida¢, réwnanie charakterystyczne macierzy A jest takie samo, jak podobne réwnanie
transmitancji. W przypadku uktadu SISO, bieguny transmitancji sa rowne wartosciom wtasnym
macierzy stanu tego uktadu.

W przypadku ukladéw opisanych rownaniami stanu wyrdznia si¢ stabilnos¢ we-
wnetrzng i zewnetrzng. Stabilno$¢ zewngtrzna jest rozumiana klasycznie jako stabil-
no$¢ wyjsciowo-wejsciowa. Stabilno$¢ wewnetrzna jest rozumiana jako stabilnosé
poszczegdlnych relacji wyjscie-wejscie w uktadzie. Sa one okreslone przez elementy
macierzy transmitancji operatorowej (8.57). Macierz ta jest stabilna asymptotycznie,
jesli wszystkie mianowniki M;i(s) sktadowych transmitancji Gy(s) i=1,2, ..., m; j=1,
2, ..., b (8.58) maja pierwiastki o ujemnych czesciach rzeczywistych. Wowczas stabil-
no$¢ zewnetrzna jest takze zapewniona. Odnotujmy jeszcze, ze stabilno$¢ zewngtrzna
uktadu pokrywa si¢ z jego stabilno$cia wewnetrzng, gdy uktad jest sterowalny (osig-
galny) i obserwowalny [28]. Zatem te wlasciwos$ci jednoznacznie okreslaja stabilno$¢
uktadu.

Warto zauwazy¢, ze ilustrowana w przykladzie 8.10 rownowazno$¢ biegunow
transmitancji 1 warto$ci wlasnych macierzy stanu nie zalezy od sposobu utworzenia
modelu stanowego uktadu na podstawie jego transmitancji. Wynika to stad, ze warto-
$ci wlasne macierzy nie sg zalezne od liniowych przeksztatcen tej macierzy.

Przedstawiony sposdb oceny stabilnosci ukladu przez badanie wartosci wiasnych
macierzy stanu, moze by¢ takze stosowany w odniesieniu do uktadow o wielu wej-
$ciach i wielu wyjsciach (MIMO).

8.5. Zmienne stanu w ukladach dyskretnych
8.5.1. Opis ukladu dyskretnego w przestrzeni stanéw

Podobnie jak w przypadku uktadéw ciaglych (8.5), dynamika wielowej$ciowych i
wielowyjsciowych (MIMO) uktadoéw dyskretnych moze by¢ reprezentowana za pomo-
€3 rownan stanu:

x(k +1) = Ax(k) + Bu(k)

(8.66)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

gdzie indeks & odnosi si¢ do czasu dyskretnego, jak w (6.6).
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Zaktada si¢ przy tym, ze rozpatrywany jest uktad liniowy, inwariantny wzgledem czasu.

Zauwazmy, ze w rownaniu stanu (8.66) wystepuja roznice pierwszego rzedu, co
jest konsekwencja tego, ze w uktadach ciggtych, w rownaniu stanu wystepuja pochod-
ne pierwszego rzedu. Podobnie, jesli uktad dyskretny jest opisany za pomocag réwna-
nia réznicowego n-tego rz¢du, to przejscie do opisu za pomocg réwnan stanu wymaga
utworzenia n rGwnan stanu pierwszego rzedu.

Przyklad 8.11. Utworzy¢ model zmiennych stanu uktadu opisanego za pomoca nastgpu-
jacego rownania roznicowego: 4y(k)—2y(k—1)+2y(k —2) =5u(k).

Jak widag, jest to uktad drugiego rzedu, wigc w stan uktadu jest reprezentowany za pomoca
dwoch zmiennych. Zaldzmy nastepujace podstawienie:

%6 = y(k—1), %, (k) = y(k-2)

Mozna, zatem napisac:

5y (k1) = 906) =+ (k=1 =+ y(k =2)+ (k) = - x,(00) = - x, (k) + > (k)
2 2 4 2 2 4

Xy (k1) = y(k ~1) = %, (k)

Powyzsze rownania mozna przedstawi¢ w postaci macierzowej. Dodajac jeszcze rownanie
wyj$¢, otrzymamy:

1 1 5
[xl(kﬂ)}: 2 o {x,(m} 4w
1

x(k+1) NEXCIMN
k
k=l O{X‘( )} .
x, (k)
Macierze wspotczynnikow tego modelu sa nastgpujace:
1 El
A=|2 2|, b=[%],c=[l 0], d=0 (macierze B oraz C sa w tym przypadku wektorami).
1 0 0

x, (k)
Wektor stanu: x = .

x, (k)

Wazna cecha reprezentacji uktadu dyskretnego w formie réwnan stanu (8.66) jest
latwe sledzenie kolejnych jego stanow w czasie dyskretnym. Zat6zmy, ze znany jest
wektor wymuszen u(k), k£ = 0 oraz poczatkowa warto$¢ wektora stanu x(0). Kolejne

warto$ci wektora stanu sg obliczane nastepujaco:
x(1) = Ax(0) + Bu(0),

x(2) = Ax(1) + Bu(1) = A(Ax(0) + Bu(0))+ Bu(l) = A’x(0) + ABu(0) + Bu(1),
x(3) = Ax(2) + Bu(2) = A(A>x(0) + ABu(0) + Bu(1) )+ Bu(2)
= A’x(0) + A’Bu(0) + ABu(l) + Bu(2),
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skad:
x(k) = A*x(0) + ¥ A*'Bu(i) (8.67)

i=0
Pierwszy sktadnik w powyzszej zaleznosci jest funkcjg warunku poczatkowego, a
drugi — zalezy tylko od wymuszenia.
Poddajac rownania (8.66) transformacji Z mozna tatwo uzyska¢ postaé operatoro-
wa z zmiennych stanu uktadu dyskretnego:

z(X(z) - x(0)) = AX(z) + BU(2)

(8.68)
Y(z) =CX(z) +DU(z)
Réwnanie stanu w (8.68) mozna dalej przeksztatci¢ do postaci:
(z1 — A)X(z) = zx(0) + BU(z),
skad otrzymujemy:
X(z)=(z1-A) "' zx(0) + (zI - A} 'BU(2), (8.69)
przy zatozeniu, ze macierz (zI — A) jest nieosobliwa: ‘ZI - A‘ #0.
W podobny spos6b mozna okresli¢ transformatg wektora wyjsc:
Y(z)=C(z1 - A) ' zx(0) + (C(z1 - A) "B+ D)u(2) (8.70)
W przypadku zerowych warunkow poczatkowych, otrzymamy:
Y(2)=(C(z1- A)'B+D)U(z) = G()U(2), 8.71)

gdzie: G(z)= C(ZI - A)_lB +D jest transmitancja macierzowa wielowymiarowego
uktadu dyskretnego w relacji wyjscie/wejscie.

W przypadku uktadu z jednym wejsciem i jednym wyjéciem (SISO), transmitancja
macierzowa jest zwykla transmitancjg uktadu:
G(z)=c(zI-A)'b+d = Y@

U(2)

W takim przypadku bieguny transmitancji sg takie same, jak warto$ci wlasne macierzy
stanu A.

Przyklad 8.12. Okresli¢ transmitancje uktadu SISO, ktory jest okreslony za pomoca na-
stepujacego modelu zmiennych stanu:

x4 ]_[2 -025) 50 [-2]
nk+n|=lo =8 |||t of'®

_[ x1 (k)
y(k)=|-2 3{x2(k)}+5u(k).
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Parametry modelu zmiennych stanu sg nastepujace:

2 -025 -2]
A:{ },b:{ ,e=[-2 3],d=5.

0 -8 0
Do okreslenia transmitancji uktadu obliczamy macierz:
L [z-2 -025]" 1 z+8 0,25
(A-A) = R S
0 z+8 | (z=2)(z+8)| 0 z-2
Zatem:
4 1 z+8 0,25 -2
G()=c(zI-A)'b+d=——[-2 3 +5
(z=2)(z+38) 0 z=2| O
—2(z+8 -
2;[_2 3 (z )+5: Az+8) o 4 _52-6
(z-2)(z+8) 0 (z=2)(z+8) (z-2) z=2

Uktad ten jest niestabilny, gdyz biegun transmitancji lezy poza okr¢giem jednostkowym na
plaszczyznie z (z; = 2).

8.5.2. OKkreslenie zmiennych stanu ukladu o znanej transmitancji

Mozemy w tym przypadku postepowac podobnie jak w odniesieniu do uktadéw cia-
glych. Zatézmy, ze dana jest transmitancja uktadu dyskretnego:

m m—-1
by,z" +b,, 2" +--+bz+b,
Z"+a, 2"+ +az+a,

G(z)= n=m. (8.72)

W celu wyznaczenia macierzy A, B, C, i D uktadu zgodnie z wariantem 1, dzieli-
my licznik i mianownik transmitancji (8.72) przez z":

b,z"" +by 2" e+ b2+ bz Y(2)

G(z)="" = 8.73
@ l+a, z"'++az™" +a,z”" U(z) (8.73)
Nastepnie definiujemy nastepujaca wielkosé:
E(z)= L) R— (8.74)
l+a, z7 +-+az " +ayz"
dzigki czemu, zaleznos¢ (8.73) mozna zapisaé nastepujaco:
Y(z)=(b,z"" + by 2" e b2+ byz " E(2) (8.75)
Na podstawie (8.74) mozna napisac:
E)=U@=)—-\a,_z" ++a,z" " +a,z7" |JE(z
(2)=U(2)-la,., 2 JE) 576

=U(z)~a, z'E(z)—-—a,z "E(z)—a,z "E(z)
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Zaleznosci (8.75) 1 (8.76) definiuja model stanowy rozpatrywanego uktadu. Przyj-
mujac: X, (z) =z 'E(z), otrzymamy:
X, (z)=E(z)=-a, z 'E(z)——a,z "E(z)—a,z "E(z) + U(2)
==a,,X,(2) == a,X,(2) —a,X,(2) +U(2),
co mozna tatwo rozszerzy¢ na petne rownanie stanu:

2X,(2) = X,(2)

(8.77)
zX,,(2)= X, (2)
zX,(z2)=-a,X,(z2) —a,X,(2) = —a, X, (2)+U(2)
oraz rownanie wyjsc:
Y(2) = by 2" + by 2" 4t b2+ by E(2) .

=byX,(z2)+bX,(2)+---+b,X,.,(2)

Na podstawie rownan (8.77) i (8.78) mozna napisa¢ rownania w dziedzinie czasu,
jak w (8.66) z nastgpujacymi macierzami:

0 1 0o - 0 0
0 0 1 - 0 0
A= - . o ,B= ’C:[bO bl bM 0 - 0]1><n’
D =[0].
0 0 0o - 1 0
_—ao —a, —a, - _aN_l_nxn _1_,1><1

Struktura otrzymanego modelu zmiennych stanu jest pokazana na rys. 8.9.

Hz) | (k)
JF
T
[
bm bm—l b()
Uz) + E@) e 7 E(2) = B, J Z"E(s)
u(k)  e(k) x,(k) Xp1(k) x1(k)

Ay

—p2

—a

Rys. 8.9. Struktura modelu zmiennych stanu uktadu dyskretnego (wariant 1)
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Jak wida¢, struktura tego uktadu jest podobna do struktury uktadu ciaglego (rys. 8.4).
W odniesieniu do réwnan stanu uktadu dyskretnego obowiazuja takze podobne za-

sady okreslania sterowalnosci i obserwowalnosci uktadu.

Przyklad 8.13. Dany jest uktad dyskretny o nastgpujacej transmitancji:

G(z) = 2z+1
z%-0,75z+0,125

Okresli¢ rownania stanu tego uktadu wedlug wariantu 2 (posta¢ obser-
wowalna).

Postgpujemy wedtug metody przedstawionej w odniesieniu do uktadu ciaggtego (3.65), (3.66):
Y(2)(z? = 0,752 +0,125)= U(2)(2z +1),

Y(z)z? = 2(0,75Y (2) +2U(2))+ (= 0,125Y (2) + U(z2)).

Wspotczynniki transmitancji: ap = 0,125, a1 =-0,75, a2 =1, bo=1, b1 = 2.

Przyjmujemy: X,(z) =Y(z) oraz:

zX,(2) =-0,125Y(2) + U(z) =-0,125X,(z) + U(z),

zX,(z)=X,(2)+0,75Y(2) + 2U(z) = X,(2) + 0,75X,(2) + 2U (z)

W postaci macierzowej otrzymujemy:

{Xl(z)j| {0 —0,125}{){1@)} H
z = +| _|U(2)
X,2)| |1 075 || X,(2)| |2

oraz rownanie wyj$¢: Y(z) = X,(z)

w przestrzeni z lub w postaci czasowe;j:

x(k+1)| |0 —0,125] x,(k) 1
= +| |u(k)
x,(k+1) 1 075 ||xk)| |2
y(k) = x,(k) .
Macierze tych rownan sa nastepujace:

0 —0,125 1
A= ,b=| |, e=[0 1],d=0.
10,75 2

Sprawdzamy warunek obserwowalnosci uktadu:

[ C } !
G= , gdzie:
CA

0 -0,125
ca=[o 1]{ }:[1 0,75]
1075

0 1
Zatem: G = S
L 0,75}

G‘ =-1=0, co oznacza, ze uktad jest obserwowalny.
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8.6.  Stabilnos¢ stanowych ukladow dyskretnych

Zgodnie z (8.66), macierzowa transmitancja uktadu dyskretnego reprezentowana za
pomoca rdwnan stanu jest nastgpujaca:

G(z)=C(zI-A)'B+D, (8.79)

co mozna zapisa¢ w formie (5.27):

1 .
G(z)= detl1=A) cladizt-A)B+D (8.80)

Podobnie jak w przypadku uktadéw ciaggltych, o stabilnosci uktadow dyskretnych de-
cyduja wartosci wlasne macierzy stanu A, ktore mozna okresli¢ przez rozwigzanie jej
réwnania charakterystycznego:

det(ZI—A)=z"+a, 2" +..+az+a, =0 (8.81)

Jesli wszystkie pierwiastki (8.81) leza wewnatrz okrggu jednostkowego, to badany
uktad jest stabilny.

Nalezy zauwazy¢, ze w ogolnym przypadku problem okreslania stabilno$ci uktadow
sterowania opisanych za pomocg réwnan stanu jest znacznie bardziej ztozony, gdyz
moga one mie¢ bardzo zréznicowang strukture, zalezng od przyjetej strategii sterowania
(patrz rys. 8.8). Zagadnieniem tym zajmuje si¢ teoria sterowania [16], [26], [28].

Zadania

8.1 Obliczy¢ funkcje e*’ dla podanych macierzy A:

S RS RS A RS

Uwaga: w celu numerycznego sprawdzenia poprawnos$ci uzyskanego rozwigzania mozna
poshuzy¢ si¢ prostym programem w jezyku Matlab, gdzie wartosci funkcji macierzowe;j
e mozna okresli¢ za pomocg funkcji expm (A*t (k) ) dla dyskretnych warto$ci czasu,
na przyktad:
Xl=expm (A*t (k)) ;

8.2 Okresli¢c model zmiennych stanu uktadu, ktéorego dynamika jest opisana nastepujacym
réwnaniem:

3 2

d—{+5d—;}+2d—y+y:20%+10x
dr dt dt dr

8.3 Obliczy¢ funkcje e*’ dla macierzy stanu z przykladu 8.5, postugujgc sie metodg wywo-
dzaca si¢ z twierdzenia Cayleya-Hamiltona. Porowna¢ wyniki.
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8.4

8.5

8.6

8.7

8.8

W przyktadzie na poczatku rozdz. 2 (rys. 2.1b) jest analizowany uktad mechaniczny, w
ktoérym odpowiedzig jest predko$¢ przemieszczania si¢ masy v(f). Powtorzy¢ t¢ analize
dla modelu zmiennych stanu, gdzie wyjsciem jest potozeniem masy x(f). Skorzystac z za-
dx(?)

de
Okresli¢ réwnania stanu w kanonicznej postaci sterowalnej oraz w kanonicznej postaci
obserwowalnej uktadoéw, ktore sa podane za pomoca nastgpujacych transformat:

leznos$ci: v(t) =

1 1
a) G(s)=———, b) G(s)=———>——,
) G(s) s +35+2 ) G(s) s 557 +s5+2
s+2 s+1
©) G(s)=————, d G)=—7—5—,
s2+3s5+2 s3+4s% +3s
25 +s5+5 s+2
e) G(s) =5 —— G(s)=———.
) G(s) s +65°+11s+4 f 6(s) s +4s5+3

Sprawdzi¢, czy uktady otrzymane w zadaniu 8.5 s3 sterowalne i obserwowalne. Okresli¢
bieguny transmitancji oraz warto$ci wlasne uzyskanych macierzy stanu A.

Dane sag transmitancje uktadow dyskretnych, jak w zadaniu 6.6. Okresli¢ ich réwnania
zmiennych stanu w postaci sterowalnej i obserwowalnej. Narysowaé schematy struktu-
ralne tych uktadow, zgodne z uyskanymi réwnaniami.

Sprawdzi¢ warunki sterowalnosci i obserwowalno$ci uktadow zmiennych stanu otrzyma-
nych w zadaniu 8.7.



9. KOREKCJA LINIOWYCH CIAGLYCH UKEADOW
REGULACJI

9.1. Jakosé liniowych ciaglych ukladéw regulacji

Podstawowg konfiguracjg uktadu sterowania jest petla sprzgzenia zwrotnego, ktdra
zapewnia kontrole wielko$ci wyjsciowej systemu. Okreslenie takiej struktury systemu
jest pierwszym krokiem projektowania uktadu regulacji, jesli méwimy o uktadzie z
jednym wejsciem i jednym wyj$ciem. Zapewnienie sprz¢zenia zwrotnego zazwyczaj
jednak nie daje gwarancji spetienia oczekiwan zwigzanych z jakos$cig regulacji. Ja-
ko$¢ regulacji jest okreslana za pomocg zestawu oczekiwanych parametrow regulacji,
ktore sa definiowane w odniesieniu do charakterystyk czasowych i czestotliwo$cio-
wych uktadu zamknigtego.

Charakterystyki czestotliwosciowe sg okreslane za pomoca znanych narzedzi ana-
lizy uktadu, jak charakterystyka logarytmiczna amplitudy i fazy (wykres Bodego), czy
tez charakterystyka amplitudowo-fazowa (wykres Nyquista). Podstawowymi parame-
trami sg tu: - zapas fazy i zapas wzmocnienia uktadu zamknigtego.

Charakterystyki czasowe odwotuja si¢ do odpowiedzi uktadu zamknietego na skok
jednostkowy, gdzie badane sag takie parametry, jak: czas narastania, czas ustalenia,
przeregulowanie (warto$¢ maksymalna), czy opdznienie. Wielkosci te sa trudne do
prognozowania w odniesieniu do uktadow stopnia wigkszego niz drugi.

Stosunkowo prosto mozna okresli¢ wiasciwosci statyczne uktadu regulacji, ktore
odnoszg si¢ do stanu ustalonego odpowiedzi i bledu regulacji.

9.1.1. Wiasciwosci statyczne ukladow ze sprzezeniem zwrotnym

Sposrod ztozonych uktadow automatyki podstawowe znaczenie majg struktury ze sprze-
zeniem zwrotnym (rys. 4.31). Istnienie sprzezenia zwrotnego pozwala jednocze$nie
sledzi¢ wejscie i wyjscie uktadu, co w przypadku sprzezenia ujemnego umozliwia ocene
roznicy pomiedzy wielkoscig zadang (wejscie) i odpowiedzig (wyjsciem) - rys. 9.1.
Realizacja uktadu ze sprzezeniem zwrotnym jest zazwyczaj drozsza od otwartego
uktadu regulacji, jednak uzyskane dzicki temu wiasciwosci uktadu uzasadniajg takie
wlasnie wykonanie. Dzigki istnieniu sprzezenia zwrotnego mozna $ledzi¢ odstepstwo
wielko$ci wyjsciowej od wartosci zadanej, czego miara jest wartos¢ sygnatu bledu

(uchybu) e(?) (rys. 9.1): e(?) = u(t) — yu(?).
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wt) 4+ e(r) Gi(s) y(t)=
Uis) +4 E(s) Y(s)

yi) | Yi(s)

H(s) [«

Rys. 9.1. Uktad ze sprzgzeniem zwrotnym

Transformata tego bledu jest okreslona nastepujaco:

E(s) = UGs) _ U@
1+G,()H(s) 1+Gy(s)’

9.1)

gdzie G,(s)=G,(s)H (s) jest transmitancjg uktadu otwartego.

Jak wida¢, rozpatrywany blad zalezy od funkcji wymuszajacej oraz od transmitan-
cji uktadu otwartego. Przebieg tego btedu mozna uzyska¢ przez wykonanie odwrotne;j
transformaty zaleznosci (9.1). Wazng charakterystykg uktadéw automatyki z ujemnym
sprzezeniem zwrotnym jest wartos¢ btedu ustalonego przy okreslonych standardo-
wych wymuszeniach. W takim przypadku przyjmuje si¢, ze H(s) = 1, natomiast od-
powiedZ ustalong mozna otrzymaé na podstawie twierdzenia o wartoSci granicznej
(Tabela 3.3):

lime(r) = lim sE(5) = lim—U)_ (9.2)
=500 5=

=0 14+ G, (s)

Jak wida¢, przy zadanej transmitancji toru gtdéwnego, ustalona wartos¢ uchybu za-
lezy od rodzaju wymuszenia. Zaktadamy dalej, Ze rozpatrywany uktad (rys. 9.1) jest
stabilny. Najczg$ciej rozpatruje si¢ trzy standardowe rodzaje wymuszen: skok jed-
nostkowy (rys. 2.6), skok predkosci i skok przy$pieszenia (rys. 2.7). Odpowiednio do
tego okreslane sg bledy ustalone uktadu.

Blad polozenia jest ustalong wartoscia uchybu w przypadku, gdy na wejscie po-
dawany jest skok jednostkowy:

u(?) = 1(2), U(s) = /s,

e,= 1im—1 9.3)
=014+ G, (s)

Wida¢, ze warto$¢ ustalona uchybu potozenia zalezy od transmitancji Gi(s). Za-

16zmy, Ze transmitancja ta moze by¢ przedstawiona w nastgpujacej postaci:

L(s)
s"M(s)

Gl (S) = s (94)
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przy czym L(s) oraz M(s) reprezentuja wielomiany, ktére mozna zapisa¢ w nastepuja-
cej formie iloczynowej: L(s) = k(T},s +1)(T},s +1)---(T, s +1),

M(s)=(T, s +1)(T,,s +1)-+(T,, s +1)=a,s" +a, s ++as+1,p>n.

Wartos¢ wyktadnika m w (9.4) okresla klase rozpatrywanego uktadu: m = 0 — uktad

klasy zerowej (statyczny), m = 1 — uklad klasy pierwszej i tak dalej. Podstawiajac
(9.4) do (9.3), otrzymamy:

. 1
e, =lim————— 9.5)
50 1+ L(S)
s"M(s)

Warto$¢ ustalona uchybu potozenia zalezy wiec od klasy uktadu. Dla uktadu statycz-
nego (m = 0) jest on rowny:

o = 1 1
p - b
1+ LO  1+k
M (0)
gdzie: k = L) - wzmocnienie statyczne uktadu.

M(0)

Dla m > 0 warto$¢ granicy w (9.5) jest rowna zero: znika ustalony uchyb polozenia, a

wiec ustalona odpowiedz uktadu przyjmuje warto§¢ wymuszenia.

Uzyskane powyzej relacje okreslaja podstawowe wilasciwosci uktadow z ujemnym
sprzgzeniem zwrotnym, w ktorych wystepuja uktady statyczne lub astatyczne w torze
glownym:

— uklad statyczny (m = 0) charakteryzuje si¢ skonczong wartoscig odpowiedzi w
stanie ustalonym, co prowadzi do ustalonego uchybu potozenia e,;

— odpowiedz ukladu astatycznego (m > 0) na skok jednostkowy narasta nieograni-
czenie (efekt catkowania wymuszenia), jednak dzicki sprz¢zeniu zwrotnemu, na-
stepuje z czasem redukcja uchybu do zera: w stanie przejsciowym odpowiedz
uktadu dazy do wartosci okreslonej przez wymuszenie.

Ustalony blad predko$ciowy jest uchybem, jaki powstaje przy wymuszeniu w po-
staci jednostajnie narastajacego sygnatu:

u(t) = t1(¢), U(s) = 1/s%,

m—1
e =lim— "5 —jim_ 5 M)

: — (9.6)
=01+ Gi(s)  s=208"M(s)+ L(s)

Latwo zauwazy¢, ze uchyb ten ksztaltuje si¢ nastepujaco:

— m =0 (uklad statyczny) - e, = o;
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M@O) 1

— =1 (uklad astatyczny 1-gorzedu) - e, =——>=—;

m=1(u yczny 1-go rzgdu) - e, L0) &
- m>1-¢,=0.

Ustalony blad przyspieszeniowy jest uchybem, jaki powstaje przy wymuszeniu w
postaci sygnatu narastajgcego kwadratowo (parabolicznie):
u(t) = (1/2)21(1), U(s) = 1/s°,
1/s* . "M (s)

e, =lim =lim .7
=014+ Gi(s) 205" M(s)+ L(s)

Analiza podobna, jak w poprzednim przypadku, prowadzi do nastepujacych warto-
$ci bledu ustalonego przys$pieszenia:
— m =0 (ukfad statyczny) — e, = o
— m =1 (uklad astatyczny 1-go rzgdu) — e, = ;

_ _M©O) 1

m = 2 (uktad astatyczny 2-go rzedu) — e, Lo &

Dla uktadéw astatycznych rzedu wyzszego niz drugi ustalone bledy przys$piesze-
niowe sa rowne zero. Zestawienie uchybow ustalonych, odpowiadajacych rozpatry-
wanym uktadom, jest pokazane w Tabeli 9.1.

Tabela 9.1. Zestawienie uchybow ustalonych: potozenia, predkosciowego i przyspiesze-
niowego dla uktadow: statycznego oraz astatycznych pierwszego i drugiego stopnia.

Transmitancja Charakter wymuszenia/uchyb
uktadu otwartego u()=1(%) u(H=t1(7) u()=(*/2)1(%)
Gi(s) ep — uchyb polozenia | ey —uchyb predkosciowy | es— uchyb przyspieszeniowy
Gy(s) = —}5 ((S) 1
) 1+k
m=0
G, (s) = L&) 1
sM (s) 0 — oo
k
m=1
L(s
G (5) =) 1
s M(s) 0 0 %
m=2

W kazdym z rozpatrywanych przypadkéw wzmocnienie £ jest obliczane jako rela-
cja wynikajaca z transmitancji uktadu otwartego, z pominig¢ciem biegunéw zerowych:
k=L(0)/M(0). W zalezno$ci od charakteru wymuszenia, wspdlczynnik k nosi nazwe

wzmocnienia statycznego, predkosciowego lub przyspieszeniowego. Sposob osiagania
warto$ci ustalonych poszczegolnych rodzajow uchybow dla uktadow klasy 0, 11 2 jest
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ilustrowany na rys. 9.2. W przypadku ukladu statycznego (klasy 0, rys. 9.2a-c) tylko
uchyb potozenia e, przyjmuje skonczong warto$¢. Przy wymuszeniu narastajacym
liniowo (rys. 9.2b) lub parabolicznie (rys. 9.2¢) uchyb z czasem narasta nieogranicze-
nie.

u(®) = 1(f u(f) = t1() b ) =0,571(
| =1 a) 0 ) 50 u(?) ® ¢)
t 40
0,8 i e | 8 u(t) e upy )
06 4 S ——— 1 — 6 % “
g ) _T |20 = z
0,4 ,1 »(®) 4 _ A(t) 10 ,//X
_ V g
0.2}/ 2 7 - o _— W)
0 0L = 10
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 100 2 4 6 8 10
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Rys. 9.2. Przyktady odpowiedzi uktadow:

Roéwniez w przypadku uktadow 1-szej (rys. 9.2d-f) i 2-iej klasy (rys. 9.2g-1) uzy-
skujemy potwierdzenie danych z Tabeli 9.1. W ostatnim przypadku uchyb predko-
Sciowy ustala si¢ na niewielkiej wartosci (pokazana jest 10-krotna warto$¢ przebiegu
tego uchybu w czasie - rys. 9.2i).
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9.1.2. Badanie wlasciwo$ci dynamicznych ukladow ze sprzezeniem zwrotnym

Badanie wtasciwosci uktadow regulacji w czasie nie jest do konca zdefiniowane, jak
w przypadku badania stanéw ustalonych. Sposob przebiegu odpowiedzi uktadu zalezy
od wielu czynnikow, ktore sa zwigzane z charakterem wymuszenia i transmitancja
uktadu. Podstawowe wiasciwosci dynamiczne mozna okresli¢ na podstawie odpowie-
dzi uktadu na skok jednostkowy. Badanie takie jest zblizone do analizy uktadu oscyla-
cyjnego (p. 4.3.3).

(@)

y zalozony przedzial: 2%, 5% lub 10%
P

0,9j//:1 \/ - _}_ ——— ST -

Oalyust tn

I ty t

Rys. 9.3. Parametry odpowiedzi uktadu oscylacyjnego

Odpowiedz uktadu na skok jednostkowy daje mozliwo$¢ okreslenia podstawowych
dynamicznych charakterystyk uktadu (rys. 9.3):
- t, — czas narastania;
- t, — czas do pierwszego maksimum;
- t, — czas ustalenia (czas, po ktorym odpowiedz uktadu nie wykracza poza zdefinio-
wany przedziat);
- przeregulowanie y:

y,= Ymax ~ Vust .100 [%] (98)

yltSf
Czas narastania ¢ jest zazwyczaj definiowany w odniesieniu do okreslonego prze-
dziatu zmiany odpowiedzi na skok jednostkowy, na przyktad jako czas narastania od
10% do 90% warto$ci ustalonej yusi. Przy znanej transmitancji uktadu, wielkosci te

mozna tatwo okresli¢, postugujac sie jednym ze znanych programéw obliczeniowych,
na przyktad, MATLAB [45].



9.1. Jakos¢ liniowych uktadow regulacji 267

9.1.3. Wskazniki jakos$ci regulacji

Bardziej ogdlne wskazniki jakosci regulacji sg definiowane w odniesieniu do przebie-
gow btedu regulacji (uchybu) w czasie. Wskazniki te oceniajg catkowy blad regulacji
W czasie trwania stanu przejSciowego po wymuszeniu w postaci skoku jednostkowe-
go. Wartos¢ wskaznika jest w takim przypadku odwrotnie proporcjonalna do jakosci
regulacji. Jesli uchyb regulacji nie zmienia znaku, to najprostszy wskaznik jest defi-
niowany nastepujaco:

I, = Tep (t)dt (9.9)
0

Gdy odpowiedz uktadu jest oscylacyjna, to zmodyfikowana postaé tego kryterium ma
nastgpujacg forme:

I, = \ep (z)\dz (9.10)

S8

Powszechnie jest takze stosowane kryterium kwadratowe:
I, = jef, (t)dt 9.11)
0

Wielkosci te mozna takze obliczaé w przestrzeni Laplace’a. Na przyktad, na pod-
stawie twierdzenia Parsevala, w ktorym korzysta si¢ z rownosci mocy sygnatu repre-
zentowanego w dziedzinie czasu i czgstotliwosci, indeks kwadratowy mozna okresli¢
nastgpujaco [47]:

T E(s)E(=s)ds (9.12)

*j"o

T 17 > 1
L=|et)dt=— | |E(s)| ds=—
: !"() 27sz| ) 2mj
oo
Zauwazmy, ze calka po prawej stronie rownosci (9.12) odnosi si¢ do funkcji zespolo-
nej i mozna jg oblicza¢ na podstawie residudw. Jesli transformate uchybu mozna

przedstawi¢ w postaci funkcji wymierne;j:

_by+bhs+etb, "

n
ay+as+--+a,s

to wynik operacji (9.12) prowadzi do kryterium kwadratowego /,. Wartosci tych wskaz-
nikow dla trzech pierwszych rzedéw » transformaty (9.13), sa zebrane w Tabeli 9.2 [31].

Przyklad 9.1. W torze gtéwnym zamknietego uktadu regulacji o jednostkowym sprze-
zeniu zwrotnym znajduje si¢ uktad II-rz¢du o transmitancji (4.62):

(02

n

G(s)=— P
1(5) s+ 20+ o)
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Tabela 9.2. Wartosci kwadratowego wskaznika jakosci /.

n b

by
1

2a,a,
2 blzllo + bgaz
2a0a1a2
2 2 2
b2 apgay + [bl + 2b0b2 ja0a3 + bo aas

3

2aga; (- agas + ajay)

Okresli¢ warto$¢ wspotczynnika thumienia £ przy ktorym indeks kwadra-
towy I, przyjmuje najmniejszg wartosc.

Transformata uchybu polozenia (wymuszenie w postaci skoku jednostkowego) jest nastgpujaca:

a),f ]_ s+2fw,

2428+ | st +2lw,s+of

Ep(s)=i[1—

oraz: E,(—s)= #;w”z
s*=20w,s+ w,
Na podstawie Tabeli 9.2 (n = 2), otrzymujemy:
L= 1+4¢2
4o,
Minimalizacja wskaznika I, wzgledem wspotczynnika tlumienia prowadzi do nastgpujacych
zaleznosci:
d[z_d[1+4§2J_ -1
4w, 4w,

a¢  d¢ ’

skad: {=0,5.

Odpowiedzi uktadu na skok jednostkowy przy réznych warto$ciach wspotczynnika 0 < < 1 sg
pokazane na rys. 9.4. Przyjeto @, = 1,5. Linig pogrubiong jest zaznaczona odpowiedz zwigzana
z minimalng warto$cig kwadratowego wskaznika jakos$ci /,. Kwadrat pola pomi¢dzy przebie-
giem tej odpowiedzi i warto$cig ustalong (y = 1) jest najmniejszy.

Na podstawie (4.69) mozna okre$li¢ warto$¢ maksymalng odpowiedzi dla {'= 0,5:

g

Ymax =1+6Xp -
Nie

W zadaniach optymalizacji ukladow regulacji dazy si¢ do uzyskania minimalnych
warto$ci wskaznikow regulacji (najczesciej stosuje si¢ catkowe wskazniki kwadrato-
we). Zagadnienia te dotyczg zaawansowanych metod syntezy uktadow regulacji i ste-
rowania [20, 45].

n |= 1,163, co daje przeregulowanie y, = 16,3%.
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Rys. 9.4. Przebiegi odpowiedzi uktadu na skok jednostkowy dla roznych wartosci
wspolczynnika thumienia ¢

9.2. Zasady korekcji ukladow regulacji

Uzyskanie postulowanych charakterystyk uktadéw regulacji jest mozliwe przez mody-
fikacje ich transmitancji. Zazwyczaj niemozliwa jest modyfikacja transmitancji obiek-
tu regulacji, wobec czego modyfikacja odbywa si¢ przez dodanie uktadu o znanej
transmitancji w odpowiednie miejsce uktadu sterowania. Proces ten nazywa si¢ korek-
cja uktadu regulacji. W praktyce stosowane sg nastgpujgce sposoby korekcji:

- korekcja szeregowa, gdy korektor jest wlgczony w torze gtownym szeregowo z
obiektem regulacji;

- korekcja w torze sprzezenia zwrotnego: korektor znajduje si¢ w dodatkowej petli
sprzezenia zwrotnego z obiektem regulacji lub z klasycznym korektorem szeregowym.
Stosowane sg takze kombinacje obu tych metod. Niektore przyktady sa pokazane na
rys. 9.5 [20].

Proces projektowania uktadu regulacji obejmuje wybor jego struktury, transmitan-
cji korektora oraz parametrow tej transmitancji. Wyjsciowym etapem jest jednak iden-
tyfikacja obiektu, ktéra ma na celu okreslenie jego transmitancji oraz charakterystyk
czasowych i czestotliwosciowych. Na tym etapie nalezy takze zdefiniowac oczekiwa-
nia w stosunku do projektowanego uktadu.
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a) b)
korektor obiekt obiekt
LOPRCC1 P LLOK s PR Wy o)y o) o0,
korektor h
Gh(S) [
obickt c) korektor f d)
102X Gy e M0 G |2 " G4 ke
korektor h &J: e(r) Gals) _Ji (?) Gi(s) J’(l)=
Gh(S) [
e) korektor obiekt
korektor f korektor obiekt u(t) + + r(?) (1)
> > Gk(S) > Gl(S) >
M 6100 |2 6o [ 6400 [ 2 E J
T Gh(S)
korektor h

Rys. 9.5. Struktury niektorych sposobow korekcji uktadow regulacji: korekcja szeregowa a);
korekcja w sprzgzeniu zwrotnym b); korekcja szeregowa i w sprzgzeniu zwrotnym c); korekcja
addytywna d); korekcja szeregowa z korekcja otwarta e); korekcja predykcyjna f)

W dalszej czgsci rozdziatu omowione sa wlasciwosci niektdrych szerzej stosowa-
nych metod korekcji oraz zasady ich projektowania.

9.3. Korekcja szeregowa

Korekcja szeregowa charakteryzuje si¢ tym, ze korektor o transmitancji Gi(s) jest
umieszczany w torze gldwnym zamknigtej petli regulacji (rys. 9.6). Transmitancja
korektora ma zazwyczaj posta¢ funkcji wymiernej, co jest uzasadnione zaréwno pro-
stota jej analizy, jak i fatwoscia fizycznej realizacji.

Elementarny korektor ma nastgpujaca funkcje przejscia:

sT +1

G, (s)=4 (9.14)

s—+1
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obiekt

korektor

t
) Gi(s) ), Gi(s) N,

u(t) +

Rys. 9.6. Uktad regulacji z korektorem szeregowym

Czton o transmitancji (9.14) mozna tatwo wykonaé za pomocg dwoch wzmacnia-

czy operacyjnych (rys. 9.7).

G
IL
L]
CI R2
i —1+—
R,
— 31 R;
Tuw(’ +
<+ —
L

Rys. 9.7. Realizacja transmitancji (9.14)

Funkcja przejscia uktadu z rys. 9.7 jest nastepujaca:
ReRy sRG+1_ Uy () 9.15)
RR sR,C,+1 U_(s)

G (s) =

Jesli przyjac, ze C1 = C, = C, to transmitancje (9.15) mozna zapisa¢ w formie (9.14),
gdzie:

R R
A=—12 T=RC, ﬁzg.

M 2
Wiasciwosci korektora o transmitancji (9.14) zaleza przede wszystkim od wartos$ci

wspotczynnika £
B >1 korektor przys$pieszajacy faze (ang. phase—lead)
<1 korektor opdzniajacy faze (ang. phase—lag)
Dalej beda analizowane wlasciwosci obu tych korektorow szeregowych. Projekto-

wanie korektorow moze si¢ odbywac na bazie analizy potozenia biegundéw transmi-
tancji lub analizy charakterystyki czestotliwosciowej uktadu otwartego (charaktery-

styki Bodego lub Nyquista). Dalej stosowana jest ta druga metoda.
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9.3.1. Korektor przyspieszajacy

Ten typ korektora jest wybierany w przypadku, gdy btedy statyczne (statyczny uchyb
ustalony) uktadu przed korekcja sa satysfakcjonujace, natomiast wystepuja problemy
ze zbyt matym zapasem stabilnosci, co objawia si¢ w postaci duzych oscylacji, znacz-
nego przeregulowania i dlugiego czasu ustalania si¢ odpowiedzi na skok jednostkowy.
Korektor przys$pieszajacy (ang. phase lead corrector) ma nastgpujaca transmitancje:

sT+1

Gk(s)=AT7,ﬂ>1 (9.16)
s—+1
B
Logarytmiczne charakterystyki fazy takiego uktady sa pokazane na rys. 9.8.
|G(jo), dB a)
20
|
l
0 / :
0,01 @ | 0,1 W2 | 1,0 10 @
—20
Arg(Gjw) b)
/2
5 _________ L — —
0 A
0,01 W 0,1 @ W |1,0 10 @
—/2

Rys. 9.8. Logarytmiczna charakterystyka czestotliwosciowa korektora przys$pieszajacego:
amplitudy (a) oraz fazy (b)

Mozna zauwazy¢, ze korektor ten ma wlasciwosci zblizone do rzeczywistego ukta-
du rézniczkujgcego: faza na wyjsciu korektora ulega przyspieszeniu o niemal ©/4 bez
istotnej zmiany amplitudy. Jesli to przys$pieszenie przypadnie na przedzial w poblizu
przejscia charakterystyki amplitudowej uktadu otwartego przez warto$¢ 1, to uzyskuje
si¢ przesuni¢cie zapasu fazy uktadu o wartos¢ m/4. Negatywna strong tego efektu jest
wzmocnienie szumow w zakresie wysokich czestotliwosci.

Wielkosci charakterystyczne zaznaczone na rys. 9.8 sg zwigzane z parametrami ko-
rektora:
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1 B 1B - i

Wy, = T O =", O = T o= arctgz—\/ﬁ1 = arcsinﬂ—_’_i, =4JB (9.17)

Dobér parametrow korektora prowadzi si¢ w oparciu o charakterystyke amplitu-
dowo-fazowa uktadu otwartego (charakterystyka Nyquista), positkujac si¢ jednocze-
$nie odpowiedzig uktadu zamknigtego na skok jednostkowy w celu weryfikacji uzy-
skanego rezultatu w dziedzinie czasu. Procedure¢ te¢ czesto realizuje si¢ w kilku kro-
kach na zasadzie ‘prob i bigdow’.

Gi(@)

Przyklad 9.2. Dany jest uktad regulacji ze sztywnym sprzgzeniem zwrotnym, w ktorym
transmitancja cztonu w torze gtdéwnym jest nastgpujaca:

I
S T

Zbada¢ wlasciwosci tego uktadu i zaproponowac korektor w celu ich
poprawy.
Widaé, ze uktad jest klasy pierwszej (pojedynczy zerowy biegun), wigc statyczny uchyb poto-
Zenia jest rowny zero: e, = 0, natomiast uchyb predkosciowy: e, = 1/k = 1, co jest duza warto-
$cig. Charakterystyka Nyquista jest pokazana na rys. 9.9 (linia ciagta). Uktad zamknigty ma
bardzo maty zapas stabilnosci: zapas fazy wynosi Ap = 1,7°, zapas wzmocnienia g = 1,1 dla
pulsacji @y =0,316s".

Im{G,(jw)}
0,4
@ =07316s"  =1,305s" 024

05 7 0 Re{Gi(jo)}
/ —0,2

~0,4

7

Rys. 9.9. Charakterystyka amplitudowo-fazowa uktadu otwartego: linia przerywana — uktad
po korekcji

Niekorzystne wlasciwosci uktadu zamknigtego widac takze na podstawie odpowiedzi na skok
jednostkowy (rys. 9.10 — linia ciggla): uktad znajduje si¢ blisko granicy stabilnoéci, gdyz wy-
stepuje mate thumienie oscylacji o duzej amplitudzie.
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Rys. 9.10. Odpowiedz na skok jednostkowy: linia przerywana — uktad po korekcji

Przy projektowaniu korektora przys$pieszajacego wygodnie jest takze postuzy¢ sie charaktery-
styka logarytmiczng uktadu i korektora (rys. 9.11). W tym przypadku widaé, ze maty zapas
stabilno$ci jest zwigzany z duzym nachyleniem logarytmicznej charakterystyki amplitudowe;j
uktadu w obszarze przecinania z osig pulsacji (w tym przypadku: —40 dB/dek). Korektor powi-
nien ztagodzi¢ to nachylenie w rozpatrywanym obszarze.

40 - B Doolon N N oDl N N Dol a)
2 T - A
0 ==

A -1

|G1(jw)| (dB)

|Gi(j)| (dB)

”10-1 o o ...ld) SRR ”1'01‘”’5
Rys. 9.11. Charakterystyki logarytmiczne amplitudy uktadu (a) i korektora (b)

Zaproponowany korektor jest zdefiniowany przez dwie charakterystyczne pulsacje: @ 1 @,
ktorym odpowiadajg stale czasowe w transmitancji korektora (9.16): 1/T= @y oraz fT = .
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W danym przypadku (rys. 9.11) przyjeto nastepujace wartosci: @y = 0,2 s7! oraz ap = 2,0 s,
skad otrzymujemy: 7= 1/0,2 =5 s oraz = 2,07 = 10. Prowadzi to do nastepujacej transmitan-
cji korektora:

S5s+1
Gi() 0,55 +1 A=l
Skorygowana logarytmiczna charakterystyka amplitudowa uktadu otwartego jest pokazana na
rys. 9.11a, natomiast jego charakterystyka amplitudowo-fazowa — na rys. 9.9 (linia przerywa-
na). Mozna zauwazy¢, ze skorygowany uktad ma tym razem duzy zapas fazy i wzmocnienia.
Odbija si¢ to takze na obrazie dynamiki uktadu zamknigtego - rys. 9.10 (linia przerywana).

Procedura przedstawiona w przyktadzie 9.2 pokazuje zasade postepowania przy
doborze korektora przyspieszajacego. Przyblizenie si¢ do pozadanej charakterystyki
skorygowanego uktadu niekiedy wymaga wykonania kilku krokow tej procedury.
Nalezy takze pamigta¢, ze logarytmiczna charakterystyka amplitudy moze by¢ po-
mocna tylko w przypadku uktadéow bez opoznien.

Analize¢ wptywu korektora przys$pieszajacego na uktad regulacji mozna takze pro-
wadzi¢ z pomocg badania polozenia zer i biegundéw jego transmitancji. Mozna zauwa-
zy¢, ze zwigkszenie wartosci f w transmitancji (9.16) powoduje odsunigcie bieguna
transmitancji korektora (s = —f/T) od osi urojonej, przy niezmienionym potozeniu
zera: (s =—1/T).

9.3.2. Korektor opézniajacy

Transmitancja korektora opozniajacego (ang. phase lag corrector) rdzni si¢ od funkcji
przejscia korektora przy$pieszajacego jedynie zakresem zmian wspotczynnika £

G, (s)= A sT +1

,0<fB<1 (9.18)
s—+1

Logarytmiczne charakterystyki fazy takiego uktady sa pokazane na rys. 9.12. Wi-
da¢, ze uktad ten ma cechy rzeczywistego uktadu catkujacego: w poblizu czestotliwo-
sci odpowiadajacej wzmocnieniu rownemu 1, faza uktadu zostaje op6ézniona niemal o
warto$¢ —m/4. Na zespolonej plaszczyznie pierwiastkow transmitancji, zmniejszenie
wspodtczynnika £ powoduje zblizenie bieguna transmitancji korektora (s = —4/T) do osi
urojonej przy niezmiennym potozeniu zera (s = —1/7).

Wielkosci charakterystyczne zaznaczone na rysunku sg zwigzane z parametrami
korektora w tych samych relacjach, jak dla korektora przys$pieszajacego (9.17):

= arcsin

1 _ _
Oy =—, a)“:ﬁ, a)s=ﬁ, 5=arctgﬂ ! E, =A\/ﬁ.
T T T 2B B+1
Korektor op6zniajacy stosuje si¢ w przypadku dobrych wlasciwosci dynamicznych
uktadu, ktére sa zwigzane z zapasem stabilno$ci, czasem narastania, czy tez czasem

G (w,)
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ustalania si¢ odpowiedzi, natomiast przy niepoprawnych wiasciwosciach statycznych
(w zakresie niskich czgstotliwo$ci). Sytuacja taka zachodzi w przypadku uktadow
klasy zerowej (brak zerowego bieguna w transmitancji obiektu), gdzie uchyb statycz-
ny ustalony zalezy od wzmocnienia uktadu otwartego (patrz p. 4.6).

Korektor opozniajacy moze by¢ takze stosowany w celu poprawy stabilno$ci ukta-
du zamknigtego przez zlagodzenie nachylenia charakterystyki amplitudowej na wy-
kresie Bodego w przedziale przejscia tej charakterystyki przez warto$¢ wzmocnienia
rownego 1. Wykorzystuje si¢ tu spadek wzmocnienia korektora w zakresie wysokich
czestotliwosci.

) A
|Gjo), d1230 a)
|
|
\
|
0 | N .
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20
Arg(Gyim) | b)
/2
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Rys. 9.12. Logarytmiczna charakterystyka czestotliwosciowa korektora op6zniajacego:
amplitudy (a) oraz fazy (b)

Zauwazmy, ze w zakresie wysokich czgstotliwo$ci zanika oddziatywanie korektora
na uktad regulacji (rys. 9.12). Z tej charakterystyki wynika, ze rozpatrywany korektor
ma cechy filtru dolnoprzepustowego.

Reguty postepowania zalezg od transmitancji obiektu, jednak ogdlne zasady przy
stosowaniu charakterystyki logarytmicznej staja si¢ jasne po konfrontacji z wykresem
z 1ys. 9.11, gdzie pokazany jest sposdb kompensacji za pomocg korektora przy$piesza-
jacego. Tym razem korektor bedzie przesuwat charakterystyke amplitudowa w kie-
runku mniejszych czgstotliwosci, co wymaga odpowiedniego ksztaltowania charakte-
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rystyki w obszarze, gdzie amplituda przyjmuje warto$¢ zblizona do 1. Sposéb doboru
korektora opozniajacego wyjasnia kolejny przyktad.

Przyklad 9.3. Dany jest uktad regulacji ze sztywnym sprzgzeniem zwrotnym, w ktorym
transmitancja obiektu jest nastepujaca:

0,5

OO

Dobra¢ korektor, ktory zapewni uchyb statyczny potozenia e, = 2% i
zapas fazy Ap=35°.

Wida¢, ze rozwazany obiekt ma charakter oscylacyjny (para biegunéw zespolonych). Zapisz-
my jego transmitancj¢ w postaci (4.62):

ka?

G(s)=—"——,gdzic: k=0,5, m,=1, {=0,5.
1(s) S +2s0. + @) g ¢

Kolejne kroki postgpowania mozna ujaé w nastgpujace punkty.

1. Wida¢, ze uktad jest klasy zerowej, wigc statyczny uchyb potozenia uktadu z korektorem
jest rowny (9.5):

1

R T
gdzie: k= 0,5 (wzmocnienie obiektu), 4 — wymagane wzmocnienie korektora.
Zadany uchyb potozenia:

e = ! =0,02 , skad A=ﬂ=
7 1+0,54 0,5-0,02

40 ! ! ! ! ! ! ! ! !
| S S S S S SO S -
b S e S s S S
1 AR AT | . T S S T T SR -
VLV A A A Ao
osfl VYT
o6l 1V . . e S S ] -
oal Voo T
o2f ] R S S S T T T
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czas, s

Rys. 9.13. Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu regulacji z korektorem proporcjonalnym
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Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu zamknietego z korektorem w postaci tylko
wzmacniacza o warto$ci wzmocnienia 4, jest pokazany na rys. 9.13.

Wida¢, ze wprawdzie uchyb statyczny jest poprawny, jednak przeregulowanie jest niedo-
puszczalnie duze.

Dobieramy stata czasowa T korektora na podstawie charakterystyki logarytmicznej uktadu
otwartego o transmitancji: AGi1(jw) (rys. 9.14). Na charakterystyce fazowej zaznaczamy
punkt, odpowiadajacy wymaganemu zapasowi fazy:

o =-180°+ dp+ ¢,

gdzie o= 5° + 12° (w celu kompensacji zwigzanej ze sprzgzeniem zwrotnym).

Przyjmujac o = 10°, otrzymamy: ¢, = —135°. Punktowi temu odpowiada pulsacja @, =
1,62 = 1/T. Zakladamy, ze przy tej pulsacji amplituda uktadu skorygowanego powinna
przyja¢ wartos¢ 1 (zero na charakterystyce Bodego). Jednak, w celu ograniczenia zbyt ra-
dykalnego dzialania korektora opdzniajacego, nalezy te czestotliwo$¢é pomniejszy¢ o okoto
jedna dekade [45]. Do dalszych rozwazan przyjmujemy: @, = 0,7 oraz: T=1/@, = 1,43 s.

amplituda, dB

..4<;.i4....4..4..‘.ﬂ,J.J»‘.ii PP S S TR PR I S
—1 0 1
10 ! pulsacja, 1/s 0

180k i
10” 1072

Rys. 9.14. Charakterystyka logarytmiczna uktadu otwartego: uktad przed korekcja
(linie ciagte) oraz po korekcji (linie przerywane)

Warto$¢ wspoétczynnika S nalezy wyznaczy¢é za pomoca kolejnych symulacji tak, aby
uzyskac poprawne charakterystyki czasowe uktadu zamknigtego. W charakterze pierwsze-
go przyblizenia mozna przyja¢ wartos¢  wychodzac z zatozenia, ze wzmocnienie uktadu
otwartego powinno by¢ zredukowane do wartosci 1 dla pulsacji @, = 0,7. Wida¢ z rys.
9.14, ze redukcja wzmocnienia powinna wynosi¢ 36 dB. Zatem:

20log

/4 =20log f =-36, skad otrzymujemy: = 0,016, dla ktérego Ap= 50°.
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Przebieg odpowiedzi na skok jednostkowy uzyskanego uktadu zamknigtego jest pokazany
na rys. 9.15. Odpowiedz charakteryzuje si¢ niewielkim przeregulowaniem i dosy¢ krotkim
czasem ustalenia.

I A

08N
06 1|
0.4 Lo

02 b [

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
czas, S

Rys. 9.15. Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu zamknigtego z korektorem

Transmitancja poszukiwanego korektora jest wigc nastepujaca:
G, (s) = 4 sT+1 140,145 +98 ’

sT/p+1 89,3755 +1

natomiast transmitancja skorygowanego uktadu otwartego:

70,075 +49
G,(5)=G,(5)G\(5) = :
o ($) ()G, (s) 89,38S3 +90,3852 +90,38s+1

Na podstawie rezultatow z przyktadu 9.3 wida¢, ze niekiedy redukcja uchybu sta-
tycznego polozenia wymaga zastosowania duzego wzmocnienia w transmitancji ko-
rektora, co istotnie zmniejsza zapas wzmocnienia. Dobor podstawowej czesci transmi-
tancji korektora powinien odwroci¢ t¢ tendencje¢, zapewniajac maly uchyb ustalony
i dobre wtasciwos$ci dynamiczne uktadu.

9.3.3. Korektor przyspieszajaco-op6zniajacy
W przypadku, gdy uktad regulacji ma zte wtasciwosci w zakresie niskich czgstotliwo-

sci (duze statyczne btedy ustalone) oraz maty zapas stabilnosci (co objawia si¢ duzym
przeregulowaniem i dlugim czasem ustalenia), stosowne jest potaczenie korektora
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opozniajacego z korektorem przyspieszajacym faze. Transmitancja korektora przy-
$pieszajaco-opozniajgcego ma nastepujaca postac:

T +1 sT,+1
G (s)=A1T2 S0 (9.19)
i T,
s—+1 s—=+1
B B

gdzie: T,> T, 0<ﬁ1 < 1,&> 1.
W takim przypadku pierwszy czlon stanowi korektor op6zniajacy, a drugi - korek-
tor przyspieszajacy fazg.

Przyklad 9.4. Dany jest uktad regulacji ze sztywnym sprzg¢zeniem zwrotnym, w ktorym,
transmitancja obiektu jest nastepujaca:

1

)= st s+ )

Dobrac¢ korektor szeregowy, ktory zapewni nastepujace parametry uktadu
regulacji: zerowy uchyb statyczny, dobra dynamike¢ w przedziale czgsto-
tliwosci bliskim 1s7! oraz zapas fazy A@> 1/4.

Wida¢, ze obiekt jest klasy pierwszej (zerowy biegun), wigc statyczny uchyb potozenia w
uktadzie bez korektora jest rowny zero (Tabela 9.1), mozna wigc przyjaé: A = 1.

Schemat poszukiwanego uktadu jest pokazany na rys. 9.16. Korektor ma transmitancj¢ o po-
staci (9.19).

u@) y e o

W)
Gi(s) >

Gi(s)

Rys. 9.16. Schemat uktadu z korektorem

Uzasadnienie doboru odpowiedniego korektora wynika z podstawowych charakterystyk uktadu
bez korektora. Na podstawie odpowiedzi na skok jednostkowy (rys. 9.17, krzywa 1) widac, ze
wystepuje duze przeregulowanie (70%) oraz dlugi czas ustalenia. Podobnie zapas fazy wynosi
zaledwie 12,5°, a w poblizu czestotliwosci 1s™! wystepuje znaczne thumienie.
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Rys. 9.17. Odpowiedz uktadu zamknigtego na skok jednostkowy: bez korektora (1) oraz z

Amplituda (dB)

Faza (°)

Rys. 9.18. Charakterystyka czgstotliwosciowa (Bodego) uktadu otwartego bez korekcji

korektorem (2)
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Zadaniem korekcji jest wiec: - zwigkszenie zapasu fazy oraz - wyré6wnanie charakterystyki
amplitudowej w poblizu czestotliwosci 1 s7!. Kolejno$é postepowania jest dowolna, poniewaz
oba proponowane korektory sg liniowe.

Na poczatku obliczamy parametry korektora opdézniajacego w celu wyrdwnania charakterysty-
ki w dolnym zakresie pulsacji. Na podstawie charakterystyki czestotliwosciowej okreslamy:

1 B
w,=—=04, w,, =—=0,1
k1 T k2 T

Obliczamy stad: T=2,5, = 0,25.
Transmitancja korektora przyjmuje nastepujaca postac (9.18):
Gy (s) = sT +1 _ 2,55 +1
s T 41 10s+1
B
Korektor przyspieszajacy ma na celu zwigkszenie zapasu fazy (A@ > m/4) oraz wyrownanie
charakterystyki amplitudowej w obszarze pulsacji @= 1s7".
Przyjmujemy nastepujace graniczne wartosci dla czesci przyspieszajacej faze korektora:

Wy, = % =02, oy, = g =2,5, skad otrzymamy (9.16): T=5, = 12,5.

sT+1  5s+1

sz—i-l 0,4s+1

ka (s)=

Transmitancja obu potaczonych korektorow jest nastgpujaca:
S5s+1)(2,5s +1

(0,45 +1)(10s +1)

co daje nastepujaca transmitancj¢ uktadu otwartego z korektorem:

G, (5) = G, ()G, (s) = (Gs+1)(2,55+1)

5(0,45 +1)(10s +1)(2s +1)(s +1)
Charakterystyka czgstotliwosciowa tego uktadu jest pokazana na rys. 9.19. Mozna zauwazyc¢,
ze zapas fazy ukladu po korekcji przekracza wartos¢ /4.
Transmitancja uktadu zamknigtego po korekcji ma znang forme:
1+G,(s)
Odpowiedz tego uktadu na skok jednostkowy jest pokazana na rys. 9.17, krzywa 2. Wida¢, ze
zastosowany korektor znacznie zredukowat czas ustalenia si¢ odpowiedzi oraz warto$¢ przere-
gulowania. Ostateczny uktad jest klasy pierwszej, wigc ustalony uchyb polozenia ma zerowsa
wartos$¢.
Nalezy zauwazy¢, ze prezentowana w tym przykladzie procedura projektowania korektora
przyspieszajgco-opdzniajacego ma cechy procedury heurystycznej: przy doborze poszczegol-
nych parametrow poczatkowych projektant ma duzag swobodg¢ w ich okre§laniu. W rezultacie
wlasciwosci otrzymanego uktadu nie zawsze spetniajg narzucone wymagania. Z tego wzgledu
stosuje sig¢ iteracyjne przyblizanie do oczekiwanych charakterystyk skorygowanego uktadu.
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Amplituda (dB)

10" 10° 10 10° 10

czestotliwosé, s~

Rys. 9.19. Charakterystyka czgstotliwosciowa (Bodego) uktadu otwartego z korekcja

9.4. Dobor korektora za pomoca wykresu Nicholsa
9.4.1. Wprowadzenie

Opisane powyzej metody doboru korektora szeregowego sa dosy¢ klopotliwe, gdyz
oczekiwanym efektem korekcji ma by¢ pozadana charakterystyka uktadu zamkniete-
go, podczas gdy stosowane procedury odnosza si¢ do charakterystyk: obiektu i korek-
tora, ktore sg elementami uktadu otwartego (jesli ograniczymy rozwazania do ukta-
dow o sztywnym sprze¢zeniu zwrotnym). Jednym z pomystéw usprawnienia tej proce-
dury jest zatozenie, ze poszukiwany uktad zamknigty po korekcji powinien mie¢ wia-
sciwosci zblizone do cztonu oscylacyjnego II rzgdu, ktérego charakterystyki sa okre-
$lone przez trzy parametry (4.61): { - wspotczynnik ttumienia oscylacji, w, - pulsacja
drgan swobodnych (niettumionych) oraz & - wspotczynnik wzmocnienia. Idea rozwa-
zanej metody polega na wykorzystaniu zaleznosci pomiedzy charakterystykami czg-
stotliwosciowymi (amplitudy i fazy), a parametrami odpowiedzi czasowej rozwazane-
go uktadu. W przypadku uktadu oscylacyjnego II rzgdu te zaleznosci sg szczegodlnie
proste i tatwe do zastosowania.

W celu wyprowadzenia odpowiednich zalezno$ci wré¢my do analizy uktadu oscy-
lacyjnego II rzgdu (str. 92). Uktad zamknigty o transmitancji (4.62), przy zalozeniu
sztywnego sprzezenia zwrotnego, ma strukture jak na rys. 9.20.
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UGs) +_ E(s) ka? O U(s) ke, ¥(s)

T OO r2ta) = T Y nska

Rys. 9.20. Uktad zamknigty II rzgdu

Modut amplitudy oraz faza funkcji przejsécia sa okreslone nastepujacymi zaleznoscia-
mi (4.74), k=1:

G(j@)| = 2, _| P@+io@ |_, (9.20)
ooy 14300
__ 2{w,0 _ O(w) _
o(w) =—arctg a),f i tg(p(w)) = @)t P@) O @) =N, (9.21)
gdzie:
o @’ B . k& B kar
Gli)= o - +2lw,w = P(@)+]0() G\(s) = s(s+2¢w,) G(s)= s’ +2lw s +ka

Powyzsze parametry, oznaczone wielkosciami M oraz N, odnosza si¢ do charaktery-
styki czgstotliwo$ciowej, jednak rowniez wigza si¢ z wlasciwosciami czasowymi od-
powiedzi analizowanego uktadu na skok jednostkowy. Typowe charakterystyki ampli-
tudy i fazy uktadu oscylacyjnego II rzedu sg pokazane na rys. 9.21. Zaznaczono tam
parametry zwigzane z wystepujacym rezonansem: - amplituda rezonansowa M, oraz
- pulsacja rezonansowa @.. Ponadto zaznaczono szeroko$¢ pasma przepuszczania @ep,
ktérego granica jest wyznaczona przez wzmocnienie M = kN2 = 0,707k. Te trzy wiel-
kos$ci: M., @, oraz wpp sg tatwe do wyznaczenia na podstawie charakterystyki czesto-
tliwosciowej uktadu (uktadu zamknietego), a ich wazng cechg jest bezposrednie po-
wigzanie z parametrami okreslajacymi dynamike uktadu II rzedu: wspotczynnikiem
ttumienia ¢ oraz pulsacjg drgan wilasnych @,. W przypadku, gdy wspotczynnik
wzmocnienia ukladu & # 1, dodatkowo nalezy wyznaczy¢ rowniez warto§¢ M(0) = k.

Nalezy zauwazy¢, ze uktad II rzedu peini tu rolg prototypu (uktadu o postulowa-
nych cechach), ktéore mozna z powodzeniem zastosowa¢ takze w odniesieniu do ukta-
du wyzszego rzedu. Podstawowym warunkiem tego zalozenia jest mozliwos$¢ takiej
modyfikacji transmitancji analizowanego uktadu — w rezultacie doboru odpowiednie-
go korektora — aby skorygowany uktad mial cechy zblizone do postulowanego uktadu
II rzedu. Jego wyrdzniki sg zaznaczone na charakterystyce czgstotliwosciowej uktadu
zamknigtego w postaci okreslonych warto§ci wzmocnienia £ = M(0), amplitudy i pul-
sacji rezonansowej M,, @) oraz pasma przepuszczania wpp (rys. 9. 21).
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M,
k= M(0)

0,707k

|M(j )|

p(w), (°)

0 w
Rys. 9.21. Charakterystyki czgstotliwosciowe amplitudy (a) oraz fazy (b) uktadu II rzgdu

Dzigki takiemu podejsciu postulowane wiasciwosci dynamiczne uktadu moga by¢
bezposrednio kontrolowane za pomocg parametrow jego charakterystyki czgstotliwo-
sciowej. Zadanie to mozna takze rozszerzy¢ na wielkosci odnoszace si¢ do stabilnosci
uktadu, jak zapas fazy lub zapas wzmocnienia. Okreslenie sposobu powigzania para-
metrow charakterystyki czgstotliwosciowej uktadu z jego wlasciwosciami dynamicz-
nymi wymaga przeprowadzenia szczegotowej analizy zalezno$ci pomigdzy obu tymi
dziedzinami [20], [44], ktdrg tutaj pomijamy. Sposob ich wykorzystania bedzie poka-
zany na przyktadach zastosowania ustalonych algorytméw postepowania.

Praktyczne stosowanie wspomnianych zalezno$ci wymaga dodatkowego przetwo-
rzenia zwiazkow (9.20), (9.21). Jak wida¢, parametr M = M(jw) jest modutem transmi-
tancji widmowej ukladu zamknigtego. Zaleznos$¢ (9.20) moze by¢ przedstawiona w
nastgpujacej postaci:

(P(a))—linzj +Q2(w)=(1_ﬁj/{/[2j , M #1 (9.22)

ktora jest rownaniem okrggu na plaszczyznie zespolonej G(jw), ze $rodkiem o wspot-
rzednych:

P(w)=Re{G(jw)} = KW’ O(w)=Im{G(jw)} =0, (9.23)

natomiast jego promien jest rowny:
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M
1-M?
Okrag (9.22) jest miejscem geometrycznym o statej wartosci parametru M, ktory re-
prezentuje modul charakterystyki czestotliwosciowej uktadu zamknigtego. Wielkos¢
ta, przy zadanej wartosci wspotczynnika wzmocnienia ., zalezy od pulsacji @ oraz
wspodtczynnika thumienia . Rodzina takich okregdw na plaszczyznie Nyquista (plasz-
czyzna zespolona uktadu otwartego G1(jw)) jest pokazana na rys. 9.22. Mozna zauwa-
zy¢, ze w miar¢ narastania amplitudy M, okregi zblizaja si¢ do punktu (-1, j0), nato-
miast malejace wartosci amplitudy M prowadza do okrgegow zaciesniajacych sie¢ wokot
poczatku uktadu wspotrzednych. Dla M = 1 okrag deformuje si¢ do proste;.

Im{G\(jo)}

=

(9.24)

2
! h\ M=1 //\\1/13

1 ; /‘\ NS
L 71, /‘\ 1/1,8

. 2 2\ | Re{G(j)
| N

N— \\_/ 1.4
-1 === == /
) ]
4 3 2 -1 0 1 2 3

Rys. 9.22. Rodzina okregdw o statych wartosciach amplitudy M

Podobny wywod mozna przeprowadzi¢ w odniesieniu do charakterystyki fazowej

uktadu zamknigtego. Przez proste przeksztatcenie (9.21), otrzymamy:
1Y 1Y N+l

(P(a))+5] +(Q(a)) ﬁj = (9.25)
skad tatwo wydzieli¢ parametry okregu:
- wspotrzedne srodka: —1/2, 1/(2N),
- promiefi: V(N*+1)/(2N).
Przyktadowe rozmieszczenie takich okregdw na plaszczyznie Nyquista dla dodatnich
oraz ujemnych wartos$ci kata ¢ jest pokazane na rys. 9.23.

Atrakcyjnos¢ praktycznego wykorzystania wykresow statej amplitudy M 1 stalej
fazy N bierze si¢ stad, ze na jednym wykresie spotykaja si¢ wspotrzedne odnoszace si¢
do uktadu otwartego (ptaszczyzna zespolona Gi(jw)) oraz okregi (wspotrzedne) M, N,
odnoszace si¢ do ukladu zamknigtego G(jw). Ptynace stad korzysci ilustruje kolejny
przyktad.
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Przyklad 9.5.
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Rys. 9.23. Okregi statej fazy N uktadu zamknigtego

Rozpatrzmy obiekt, ktory byt analizowany w przyktadzie 9.4. Transmi-
tancja uktadu otwartego jest nastepujaca:
G (s) Kk ,k=1.

s2s+1)(s+1)
Narysowa¢ charakterystyki amplitudowo-fazowe uktadu otwartego na tle
okregow M, N dla trzech réznych warto$ci wspotczynnika wzmocnienia:
ki =1, k= 0,745 oraz k3 = 1,5. Pokaza¢ mozliwos$¢ utworzenia stad cha-
rakterystyk amplitudowych uktadu zamknietego i ukaza¢ wystgpujace
tam charakterystyczne punkty.

Charakterystyki amplitudowo-fazowe uktadu otwartego dla trzech podanych wartosci wspot-
czynnika wzmocnienia sg pokazane na rys. 9.24 (plaszczyzna Nyquista). Sg tam takze pokaza-
ne okregi M (stalej amplitudy) oraz N (stalej fazy) ukladu zamknigtego. Punkty przecigcia
charakterystyk amplitudowo-fazowych z tymi okrggami wyznaczaja odpowiednie wartoSci,
ktore sg wspolne dla obu uktadow: otwartego i zamknigtego. Na tej podstawie mozna wyzna-
czy¢ charakterystyki: amplitudowa oraz fazowa uktadu zamknigtego. Dodatkowo nalezy okre-
$li¢ wartos¢ pulsacji @ w punkcie przecigcia charakterystyki amplitudowo-fazowej z odpo-
wiednim okrggiem. Dla ilustracji, na rys. 9.25 pokazano charakterystyki amplitudowe trzech
rozpatrywanych uktadow po objeciu ich petlg sprzezenia zwrotnego.
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Rys. 9.24. Okregi M, N na plaszczyznie Nyquista z charakterystykami amplitudowo-fazowymi
uktadu dla trzech réznych wartosci wspodtczynnika &
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Rys. 9.25. Charakterystyki amplitudowe analizowanych uktadow
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Warto zwroéci¢ uwage na kilka charakterystycznych punktow, ktore sa wspdlne dla obu anali-
zowanych rysunkéw:

- maksymalna warto$¢ charakterystyki amplitudowej uktadu zamknigtego (rys. 9.25) wystepuje
przy pulsacji rezonansowej @, czemu odpowiada na rys. 9.24 punkt stycznos$ci charakterystyki
amplitudowo-fazowej z odpowiednim okregiem M(@,); odpowiada on amplitudzie charaktery-
styki uktadu zamknigtego w punkcie rezonansowym (dla analizowanych uktadow, wielkosci te
sg oznaczone dolnymi indeksami, odpowiednio: @1, @, @3 oraz M(w), M( @), M(@3));

- punkty przeciccia trajektorii amplitudowo-fazowych z okregiem o amplitudzie M = 1/42
wyznaczajg graniczne pulsacje pasma przepuszczania @pp charakterystyki amplitudowej ukta-
du zamknigtego (na obu rysunkach punkty te sg oznaczone, odpowiednio: @ppi, Wpp2, Wpp3).
Zauwazmy, ze trajektoria ukladu o wzmocnieniu k3 przecina punkt (—1, jO) — co oznacza, ze
uktad zamknigty znajduje si¢ na granicy stabilnosci, w ktorym amplituda M przyjmuje warto$¢
nieskonczong (M(@3) = o).

Na podobnej zasadzie moze by¢ takze wyznaczona charakterystyka fazowa uktadu zamknigte-
go. Tym razem nalezy rozpatrywaé punkty przecigcia trajektorii uktadu otwartego z okregami
statej fazy N.

Odpowiedzi badanych uktadow na skok jednostkowy sa pokazane na rys. 9.26. Wida¢ tu po-
twierdzenie obserwacji z przyktadu 9.4: uktad klasy 1 ma zerowy uchyb polozenia, natomiast
jego dynamika bezposrednio zalezy od wspolczynnika wzmocnienia 4.

»i(0)
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1,2

1
0,8
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Rys. 9.26. Przebiegi odpowiedzi skokowych analizowanych uktadow

Przedstawiona procedura wspdlnego reprezentowania charakterystyk uktadu otwar-
tego 1 zamknigtego na jednej ptaszczyznie moze by¢ takze stosowana w odniesieniu
do uktadéw, w ktorych w torze sprzezenia zwrotnego wystepuje blok o dowolnej
transmitancji H(jw) - rys. 9.1. W takim przypadku nalezy odpowiednio zmodyfikowac
transmitancje zast¢pczg uktadu zamknigtego:

G (s)

D(s)=H(s)G(s), G(s) =m )

(9.26)
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przy czym trajektorie¢ uktadu otwartego nalezy okresli¢ dla rownania (5.16):
G,(jo)=H(jo)G,(jw) . Okregi M, N beda wowczas odpowiadaly uktadowi zamknig-
temu o transmitancji zastepcze;j:
D)=
1+ G, (s)
€0 oznacza, ze transmitancja obiektu G(jw) w torze gtdbwnym zostala zastgpiona przez

transmitancj¢ uktadu otwartego Go(jw). Charakterystyki czgstotliwo$ciowe dla M(jw)
oraz N(jw) powinny by¢ wowczas skorygowane zgodnie z zalezno$ciami:

|D(jo)
|H(jo)

Nalezy zaznaczy¢, ze w literaturze czgsto kat ¢(w) jest oznaczany, jako N(jw), z po-
mini¢ciem trygonometrycznej funkcji w (9.28).

(9.27)

M (jo)| = , p(w)=£D(jw) - LH(jw) = arctg( N(jw)) (9.28)

9.4.2. Karta Nicholsa

Gloéwna niedogodno$¢ zwigzana ze stosowaniem ptaszczyzny Nyquista do korekcji
uktadow regulacji wynika stad, ze zmiana wzmocnienia w torze gldéwnym prowadzi
do zmiany ksztattu charakterystyki uktadu otwartego (rys. 9.24), natomiast dodanie
transmitancji korektora kazdorazowo wymaga powtorzenia catej procedury tworzenia
charakterystyk uktadu otwartego. Modyfikacja tego podejscia polega na zmianie ukta-
du wspotrzednych na tej paszczyznie, co prowadzi do tzw. karty Nicholsa®. O$ rzed-
nych na ptaszczyznie Nicholsa odnosi si¢ do amplitudy charakterystyki czgstotliwo-
sciowej uktadu otwartego i jest skalowana w dB — podobnie jak na wykresie Bodego.
O$ odcietych opisuje faze transmitancji uktadu otwartego 1 najczesciej jest skalowana
w stopniach. Elementami tej plaszczyzny sa krzywe statej amplitudy uktadu zamknie-
tego, ktore sg zdeformowanymi okrggami M z ptaszczyzny Nyquista (deformacja wy-
nika ze zmiany ukladu wspolrzednych). Przyktad karty Nicholsa jest przedstawiony na
rys. 9.27. Pokazane sg tam charakterystyki amplitudowo-fazowe uktadu otwartego z
przyktadu 9.5. Wida¢, ze zmiana wspotczynnika wzmocnienia k nie deformuje wykre-
su trajektorii, powodujac jedynie jego odpowiednie przesuni¢cie wzdtuz osi amplitu-
dy. Charakterystyczny punkt na plaszczyznie Nicholsa jest wyznaczony przez wspot-
rzgdne (—180°, 0), co odpowiada punktowi (-1, jO) na ptaszczyznie Nyquista.

Uzyteczno$¢ karty Nicholsa w procesie analizy i projektowania uktadéw regulacji
automatycznej bierze si¢ stad, ze powtorzone sg tu wlasciwosci ptaszczyzny Nyquista
z okrggami M, N, natomiast, dzieki modyfikacji uktadu wspdtrzednych, praktyczne
korzystanie z tego narzedzia jest znacznie prostsze. Oswojenie techniki postugiwania
si¢ nim jest wazne w praktyce inzynierskie;j.

39 Nathaniel B. Nichols (1914-1997) amerykanski inzynier automatyk.



9.4. Dobor korektora za pomocg wykresu Nicholsa 291
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Rys. 9.27. Przebiegi trajektorii uktadu otwartego z przyktadu 9.5 na karcie Nicholsa

Mozna wymieni¢ nastgpujace podstawowe cechy takiego podejscia:

e Korzystanie z karty Nicholsa nie wymaga znajomosci funkcji przejscia analizowa-
nego ukladu; wystarczy znaé¢ zalezno§¢ wzmocnienia (amplitudy |Gi(jw)|) w funk-
cji fazy ¢(w), co zazwyczaj mozna tatwo uzyskaé¢ w rezultacie prostych pomiarow
laboratoryjnych. Przy wyznaczaniu takiej charakterystyki w postaci tabelarycznej,
notowana jest takze warto$¢ pulsacji @ w kazdym punkcie pomiarowym.

e Punkty przecigcia sporzadzonej charakterystyki (amplituda — faza) z siatkg okre-
gow stalej amplitudy wyznaczajg odleglos¢ do krytycznego punktu (-1, jO) na
ptaszczyznie Nyquista (dodatkowo, znana jest takze faza trajektorii uktadu otwar-
tego w tym punkcie).

e Przecigcie naniesionej logarytmicznej charakterystyki amplitudowo-fazowej ukta-
du otwartego z osig fazy o wartosci —180° wyznacza zapas fazy A¢ i zapas
wzmocnienia (g = 1/|Gi(jw)|) analizowanego uktadu (rys. 9.28). Wymagana jest tu
pewna wprawa w poprawnym odczytywaniu i interpretacji parametrow sporzadzo-
nej charakterystyki, w czym pomocne moze by¢ rownolegte postugiwanie si¢ wy-
kresem Bodego lub charakterystyka Nyquista.

e Punkt przeciecia sporzadzonej charakterystyki z krzywa statej wartosci M = —3dB
(= 0,707) wyznacza pasmo przepuszczania @pp (rys. 9.20, rys. 9.28).

e Punkt stycznos$ci trajektorii z okregiem o wartosci M okresla punkt rezonansowy
(amplituda M = M, oraz pulsacja @)).

e Powickszenie pasma przepuszczania wpp uktadu otwartego prowadzi do przyspie-
szenia odpowiedzi uktadu zamknigtego — czas ustalenia 7, zmniejsza sig.

e Wzrost amplitudy rezonansowej M, prowadzi do wzrostu oscylacji w odpowiedzi
czasowej uktadu.
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Rys. 9.28. Tlustracja podstawowych wielkosci na karcie Nicholsa

Wymienione wiasno$ci charakterystyki Nicholsa maja istotne znaczenie z punktu
widzenia odwzorowania cech dynamicznych ukladu na podstawie jego charakterystyk
widmowych. Bedzie to ilustrowane dalszymi przyktadami zastosowania tego podejscia.

Przyklad 9.6. Pomiary badanego uktadu otwartego zostaly zamieszczone w Tabeli 9.3.
Narysowa¢ charakterystyke uktadu na karcie Nicholsa i okresli¢ jego za-
pas wzmocnienia i zapas fazy. Do szeregowej korekcji uktadu zastosowa-
no wzmacniacz o wspotczynniku wzmocnienia k. Okresli¢ warto$¢ tego
wzmocnienia, aby uzyska¢ zapas fazy Ag, = 40°.

Tabela 9.3. Wartosci uzyskane z pomiaréw uktadu otwartego G1(jw)

Nr 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
,s™! 0,015 0,025 0,05 0,1 0,2 0,5 1 2 3 4 7
®.(°) 90 91 -92 -93 -96 -106 -121 -151 -178 203 265

|Gi(jw), dB 46 42 36 30 24 15 9,2 24 23 62 15

Charakterystyka rozpatrywanego uktadu na karcie Nicholsa jest pokazana na rys. 9.29 (linia
ciggta). Umieszczono punkty odpowiadajace kolejnym numerom danych z Tabeli 9.3. Zazna-
czono takze zapas wzmocnienia g = 4 dB oraz zapas fazy A¢, = 14°. Te wielkosci odczytano z
innego rysunku, o wigkszej rozdzielczosci w badanym obszarze. Jak wida¢, parametry uktadu
zwigzane z zapasem stabilnos$ci sa niewielkie.

W celu uzyskania zadanej wartosci zapasu fazy A¢» = A@r = 40° badana trajektoria zostata
przesunigta w kierunku mniejszych wartosci wzmocnienia o wielkos¢ Ag = 5 dB, przez co
skorygowana trajektoria (linia przerywana) przecina wspotrzedng fazy ¢=—140° =—-180 + 40°
dla amplitudy |Gi(jw)| = 0 dB (co odpowiada wzmocnieniu 1). W tym punkcie pulsacja wynosi
ay=1,7s"
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Rys. 9.29. Karta Nicholsa z charakterystyka uktadu z Tabeli 9.3 (linia ciagta) i po zmniejszeniu
wzmocnienia o warto$¢ Ag, dB (linia przerywana)

W celu zmniejszenia wzmocnienia w torze glownym uktadu o warto$§¢ Ag = 5 dB nalezy sko-
rygowac¢ wzmocnienie w stopniu kg, ktore mozna obliczy¢ nast¢pujaco:

20log(ki) = =5 — log(ke) = -5/20 — k=102 =0,56.

Te¢ warto$¢ powinien mie¢ czton wzmocnienia w torze gtéwnym oktadu.

Oznacza to, ze w celu otrzymania zakladanego zapasu fazy uktadu nalezy jego wzmocnienie
obnizy¢ w stopniu niemal dwukrotnym. Z wykresu mozna odczytaé, ze w takim przypadku
zapas wzmocnienia przyjmuje warto$¢ g» = —8 dB przy pulsacji @y = 3,1 s7\.

Zauwazmy, ze postugujac si¢ wykresem Nicholsa dokonujemy dosy¢ zgrubnego
oszacowania parametroOw opisujacych wtasciwosci statyczne uktadu i jego dynamike.
Pomimo tego, narzedzie to pozwala w efektywny sposob przyblizy¢ rozwigzanie do
postulowanych warunkéw dziatania projektowanego ukltadu. Oczywiste zgrubne sza-
cowanie poszczegdlnych dziatan moze by¢ poprawione w wyniku kilkukrotnego sto-
sowania tej procedury. Kolejne przyktady ilustruja sposob stosowania tego podej$cia
w bardziej ztozonych przypadkach.

9.4.3. Projektowanie ukladow za pomoca karty Nicholsa

Procedura wykorzystania karty Nicholsa pokazana w przyktadzie 9.6 odnosi si¢ do
przypadku doboru wspoétczynnika wzmocnienia w uktadzie otwartym. W bardziej
ztozonych przypadkach, gdy projektowany uktad powinien spetni¢ wiele réznych
kryteridow, mozna do tego celu zastosowac korektory szeregowe przedstawione w p.
9.3. Wymagania formutowane w odniesieniu do postulowanych uktadéw odnosza si¢
zazwyczaj do wlasciwos$ci statycznych (bledy statyczne) i dynamicznych tych ukta-
dow. W tym ostatnim przypadku wygodnie jest korzysta¢ ze znanych zaleznos$ci od-
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noszacych si¢ do uktadu II rzedu, ktéry pei tu rolg prototypu. Analizujac je mozna
otrzymac¢ podane ponizej praktyczne zaleznosci.

Zatozmy okreslong warto§¢ maksymalng M, amplitudy charakterystyki czestotli-
wosciowej uktadu II rzedu. Jest to warto$¢ rezonansowa amplitudy, ktorej odpowiada
pulsacja @ (rys. 9.20, rys. 9.25): |Gi(jwr)| = M,. Podstawiajac @, z zaleznosci (4.76)
do (4.74), otrzymamy bezposredni zwiazek pomigdzy wspdtczynnikiem ttumienia a tg
wlasnie amplituda rezonansowa:

{= %(l—pr), (9.29)
M? —M(0)

. M (0)
gdzie p,, =,[———>—>=1-2" oraz: M, =—————.
" M} 2w 1=
Warto zwrdci¢ uwage na ostatnig z powyzszych zaleznosci, ktora wigze modul ampli-
tudy rezonansowej M, ze wspotczynnikiem thumienia ¢ korzystajac z wynikéw anali-
zy kwadratowego wskaznika jakosci /> dla uktadu II rzedu (przyktad 9.1, str. 267),
mozna tatwo wyznaczy¢ warto$¢ parametru M,, ktéra minimalizuje wskaznik /5:

PP () 2

= | = =1155=1,25dB, M(0)=1 (9-30)
201-¢7 V3
£=0,5

Przez podstawienie (9.29) do (4.76) otrzymuje si¢ bezposrednia zalezno$¢ pulsacji
rezonansowej od amplitudy M,:

W, =W\ P 9.31)

Podobnie, analizujac uklad otwarty z rys. 9.20, ktory po zamknigciu prowadzi do
uktadu II rzedu, mozna okresli¢ zalezno$¢ pomiedzy zapasem fazy A@ a wspotczynni-
kiem tlumienia uktadu zamknigtego. Czgstotliwo$¢ w punkcie przecigcia trajektorii
uktadu z okregiem jednostkowym wyznaczamy z zalezno$ci:

2

1)
G(jo)|=—""—5=1, 9.32
| 1(J )| a)4+4§2a)ja)2 ( )
skad okreslamy pulsacje:
w=0, =0 \1+4{* =207 (9.33)

oraz faze uktadu otwartego G1(j@) w tym punkcie:

@ J1+404 =282
L =90°—arctg ¢ -% , (9.34)
2w, 2

n

£G(jo,)=90°—arctg

skad juz tatwo wyznaczy¢ zapas fazy:
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27

JW1+4¢* —2¢

Funkcja (9.35) jest niemal liniowa w przedziale 0 < ¢'< 1/2 (mianownik jest bliski
warto$ci 1), co pozwala aproksymowac ja nastepujaca zaleznoscia:

Agp
, Ap (° 9.36
00 AP ) (9.36)

Z kolei zaleznos¢ odnoszaca si¢ do charakterystyki modutu transmitancji w punk-
cie odpowiadajagcym pasmu przepuszczania: |Gi(jwpp)| = Mpp = 1A2 moze by¢ okre-
slona przez podstawienie (9.29) do (4.74):

W,p = W\ p+A1+ P =a)n\/1—2g“2 +:2-402+ 401 (9.37)

Podobnie mozna okresli¢ parametry odpowiedzi czasowej uktadu Il rzedu. Czas
ustalenia si¢ odpowiedzi jednostkowej tatwo mozna uzyska¢ z rownania, ktore jest
wynikiem analizy prowadzonej w przyktadzie 4.1 (str. 95):

—1n(0,02 1-¢? ) _In(50) 3,91

A@=arctg (9.35)

Ap=2{ (rad) lub: { =

by, = , 9.38
u2% é,(()n é/a)n é,a)n ( )
przy zatozeniu, ze dla typowych wartoéci £ 0,5In(1-£?) = 0.
Procentowe przeregulowanie jest okreslone przez zaleznosc¢ (4.72):
_nd
Vo =100-¢ ¥ =100. 2% (9.39)
natomiast okres drgan thtumionych mozna okresli¢ na podstawie (4.71):
2n dn{M
= = =, (9.40)
o1-¢° w,
co odpowiada pulsacji: @, =——a, .
p p @, wm

Ze wzgledu na uwiklang forme¢ réwnania odpowiedzi czasowej uktadu II rzgdu na
skok jednostkowy (4.67) czas narastania ¢, (rys. 9.3) nie udaje si¢ w prosty sposob wy-
znaczy¢ za pomocg innych parametréw dynamiki uktadu. Mozna si¢ w tym celu postu-
zy¢ funkcjg aproksymujacg te wielkos¢ od wspotczynnika ttumienia ¢'[44]:

ot =1+1,039{ -0,417{* +1,76{° (9.41)
Stosujac t¢ sama metode mozna takze okresli¢ zalezno$¢ odwrotna:

=-1, +2, at )—0, at ) +0, .t .
£ =—1,738+2,504(e.1,)— 0,883(w, > +0,115(c 1, )’ (9.42)

n-n

Jak wida¢, pulsacja drgan niettumionych @, wystgpuje w powyzszych zalezno-
sciach jako wielko$¢ sprz¢zona z ktora$ z innych wielko$ci. Zatem, w celu jej wyzna-
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czenia, nalezy zna¢ te wilasnie wielko$¢ blizniacza. Na przyktad, jesli w zaleznosci
(9.41) znana jest warto$¢ czasu narastania f,, a ponadto zadany jest minimalny zapas
fazy (najczgsciej jako wielkosci postulowane), to poszukiwang pulsacje @, mozna
wyznaczy¢é przez podstawienie wspotczynnika thumienia ¢ obliczonego wedlug
(9.36), do (9.41). W wyniku otrzymamy nastepujaca zaleznos¢:

2 3
o, :(1+1,039(%}—0,417(%} +1,76(%) J/tn (9.43)

Podobnie, jesli znana jest pulsacja wpp na granicy pasma przepuszczania uktadu za-
mknigtego, to na podstawie (9.37) mozna wyznaczy¢ poszukiwang pulsacje @,.
Przytoczone zaleznosci (9.29) - (9.43) sa pomocne do okre$lania takze innych pa-
rametroOw czasowych i czestotliwosciowych uktadow prototypowych Il rzgdu. W celu
lepszego zobrazowania tych wielkosci zostaty one zebrane w Tabeli 9.4 dla pigciu
warto$ci amplitudy rezonansowej M, ekwiwalentnego uktadu zamknigtego II rzgdu.

Tabela 9.4. Dynamiczne i czgstotliwosciowe parametry uktadu II rzedu

M, 0,25dB=1,03 | 1,25dB=1,155 2dB=1,26 3dB=1,41 4dB=1,58

¢ 0,62 0,5 0,44 0,38 0,33

wr 0,49 an 0,71 an 0,78 an 0,84 an 0,88 an

wpp 1,13 an 1,27 an 1,33 an 1,39 an 1,43 an
Yp%, Yo 6,3 16 21 27 33

0 0,79 an 0,87 an 0,90 an 0,92 an 0,94 wn

Wh I 1,9 1,64 1,53 1,44 1,37
1%, S 6,3 7,8 8,8 10,2 11,7

Odnoszace si¢ do czasu parametry zawarte w Tabeli 9.4, moga by¢ ilustrowane za
pomoca odpowiedzi uktadu na skok jednostkowy. Odpowiednie réwnanie zastgpczej
transmitancji takiego uktadu jest podane w prawej czgsci rys. 9.20. Uzyskane przebie-
gidla k=1, w, =1, sg pokazane na rys. 9.30. Linig ciaglg zaznaczono przebieg dla
minimalnej wartos$ci wskaznika jakosci regulacji /.
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Rys. 9.30. Przebiegi odpowiedzi uktadu II rzgdu na skok jednostkowy

Procedurg projektowania korektorow szeregowych za pomocg karty Nicholsa moz-
na sprowadzi¢ do nastgpujacych podstawowych krokow, ktore sg niezalezne od wy-
branego rodzaju korektora [62].

Wykresli¢ charakterystyke czestotliwosciowa uktadu otwartego na karcie Nicholsa.
Sprawdzi¢, czy uktad zamkniety jest stabilny: w ukladzie stabilnym zapas fazy i
zapas wzmocnienia powinny przyjmowac¢ dodatnie warto$ci, co tatwo mozna okre-
$li¢ na podstawie przebiegu wykreslonej charakterystyki (rys. 9.28).

Sprawdzi¢, czy spetlione sg warunki statyczne uktadu zamknigtego, okreslone za
pomocg uchybow ustalonych. W przypadku uktadu klasy 0 uchyb ustalony potoze-
nia moze by¢ zbyt duzy, co mozna skorygowaé przez odpowiedni dobor wspot-
czynnika wzmocnienia A korektora — patrz przyktad 9.3. Gdy uklad jest wyzszej
klasy, to uchyb potozenia nie wymaga korekcji (Tabela 9.1). W tej tabeli wida¢
jednak, ze wspotczynnik wzmocnienia 4 moze wymaga¢ zmiany takze w przypad-
ku uktadéw wyzszej klasy, gdy warunki korekcji zostaty okreslone w odniesieniu
do uchybu predkosciowego lub przyspieszeniowego. Jesli wypadkowe wzmocnie-
nie uktadu otwartego uleglo zmianie - narysowa¢ na karcie Nicholsa charaktery-
styke skorygowanego uktadu.

Wyznaczy¢ dynamiczne charakterystyki projektowanego ukladu zamknigtego i
sprawdzi¢ je w odniesieniu do zatozonych wymagan. Mozna w tym celu wyzna-
czy¢ na charakterystyce Nicholsa punkt rezonansowy, ktory jest okres§lony w miej-
scu stycznosci trajektorii uktadu otwartego z odpowiednim okreggiem statej ampli-
tudy M = M, = M, ukladu zamknigtego (rys. 9.28). W wyznaczonym punkcie
styczno$ci nalezy oszacowaé wartosci dwoch zwigzanych z nim wielkosci: M, oraz
.. Na ich podstawie mozna okresli¢ pozostale charakterystyki dynamiczne postu-
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lowanego uktadu, zaczynajgc od wyznaczenia wspotczynnika thumienia ¢ zgodnie

z (9.29). Waznym parametrem jest takze pulsacja @,, ktora mozna wyznaczy¢ na

podstawie (9.31), przy znanych warto$ciach M, oraz @..

Jesli obliczone kryterialne parametry projektowanego uktadu (odpowiedni zestaw
zaleznos$ci ze zbioru (9.29) - (9.43)) nie spetniajg postulowanych zalozen, to nalezy
dobra¢ stosowny korektor i wyznaczy¢ jego parametry. Ten etap projektowania
uktadu regulacji jest najtrudniejszy, gdyz wymaga pewnego doswiadczenia w po-
prawnej interpretacji przebiegu formowane;j trajektorii uktadu otwartego wzgledem
okregdw M na karcie Nicholsa.

Proces projektowania czgsto wymaga wykonania kilku iteracji powyzszej procedury.
W charakterze korektorow mogg wystgpi¢ cztony o rdznych transmitancjach, chociaz
zazwyczaj stosowane sg uklady, omdéwione w p. 9.3. Majg one trzy parametry: wspot-
czynnik wzmocnienia A, stata czasowa 7 oraz wspotczynnik £, ktory decyduje o kierun-
ku (przyspieszenie, opOznienie) i stopniu zmiany fazy (9.14). Praktyczne zastosowanie
tych uktadow do korekcji szeregowej bedzie przedstawione w kolejnych przyktadach.

W celu omowienia efektu wykorzystania tych korektorow w odniesieniu do trajek-
torii uktadu otwartego na karcie Nicholsa na kolejnych rysunkach pokazane sg charak-
terystyki korektoréw: przyspieszajacego (rys. 9.31) oraz opdzniajagcego faze (rys.
9.32) w zestawieniu z ich charakterystykami Bodego. W obu przypadkach charaktery-
styki odnosza si¢ do kilku warto$ci wspotczynnikow S, przy tych samych warto$ciach
pozostalych parametrow: 4 = 1, 7= 10. Mozna zauwazy¢, ze odpowiednie trajektorie
uktadu otwartego na kartach Nicholsa sg rozmieszczone antysymetrycznie wzgledem
punktu o wspdtrzednych (0, 0). Efekt przesunigcia pokazanych charakterystyk wzdhuz
osi amplitudy mozna osiagng¢ przez zmian¢ wspotczynnika wzmocnienia 4: - w kie-
runku wigkszych wartosci dla 4 > 1 oraz — w kierunku mniejszych wartosci dla 4 < 1.
Dodajmy jeszcze, ze kierunek wzrostu pulsacji wzdhuz trajektorii charakterystyki Ni-
cholsa zalezy od rodzaju korektora, co jest pokazane na rys. 9.31b — dla korektora
przyspieszajacego oraz na rys. 9.32b — dla korektora op6zniajacego faze.

W uktadzie ekwiwalentnym, po wigczeniu korektora w szereg z obiektem i zamknig-
ciu petli sprz¢zenia zwrotnego, te relacje sg bardziej ztozone. Mozna je jednak wykorzy-
sta¢ do oceny kierunku i stopnia zmiany charakterystyki czgstotliwo$ciowej korygowa-
nego uktadu otwartego w celu osiagniecia postulowanych parametréw uktadu zamknie-
tego. Proces ten moze by¢ znacznie ulatwiony, jesli korzysta si¢ z odpowiedniego pro-
gramowego narzedzia obliczeniowego.

Przyklad 9.7. Do regulacji procesu okre§lonego za pomocg nastgpujacej transmitancji:
G,(5) = b k=50,
(s+D(s+5)(s+10)

dobra¢ korektor szeregowy, ktory zapewni nastepujace parametry regula-
cji: - uchyb statyczny potozenia e, < 5%, - przeregulowanie y,o < 20%,
czas narastania ¢, < 0,5 s.
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Rys. 9.31. Charakterystyki czgstotliwo$ciowe na ptaszczyznie Bodego (a) oraz na karcie
Nicholsa (b) korektora przyspieszajacego faze
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Rys. 9.32. Charakterystyki czestotliwo$ciowe na plaszczyznie Bodego (a) oraz na karcie
Nicholsa (b) korektora opdzniajacego faze

Jak wida¢, transmitancja obiektu jest klasy 0, wobec czego nalezy oszacowac wielko§¢ uchybu
potozenia w ukladzie zamknigtym i dobra¢ wielko$¢ wzmocnienia 4 korektora. W tym celu
skorzystamy z zalezno$ci (9.3):
1 1

eo="——""—=—"">-=0,5=50%

1+G,(0) 1+1
Nalezy wigc okresli¢ wzmocnienie korektora, ktore zredukuje t¢ wielkos¢ do wartosci 0,05
(5%). Z powyzszej zaleznosci okre§lamy wymagane wzmocnienie ekwiwalentne:
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l-e —
Gl(o).A:w.A:ﬂ.A— 1’:1 0’05:19,
M(0) 50 e, 0,05

skad znajdujemy: 4 = 19, przy czym M(0) = 5-10 = 50 (w mianowniku transmitancji).
Dalszg analiz¢ prowadzimy na kilka sposobow, ktore ilustruja wtasciwosci karty Nicholsa.

Podejscie 1. Korzystajac z obliczonej warto$ci wzmocnienia A, okre§lamy wstepnie skorygo-
wang transmitancj¢ obiektu:

A-k 950 950
A G1 (S) = = == 3
(s+D(s+5)(s+10) (s+D(s+5)(s+10) 5°+165"+655+50
Transmitancja uktadu zamknietego jest wigc nastepujaca:
A-

Gls) = G,(s) _ 2950
1+4-G/(s) s +16s"+655+1000
Odpowiedz na skok jednostkowy tego uktadu jest pokazana na rys. 9.33 (linia kropkowana).

»n(@®

[ ,\‘
1,6 — — = - a
, : 7 :

L4

1,2

3 3,5 4 4,5 ts

Rys. 9.33. Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu zamknigtego: przed korekcja (linia ciagta),
po uwzglednieniu wzmocnienia 4 (linia kropkowana) oraz po korekc;ji (linia przerywana)

Wida¢, ze po korekcji wzmocnienia uchyb potozenia zmienit si¢ zgodnie z oczekiwaniami,
jednak uktad znalazt si¢ bardzo blisko granicy stabilnosci, co potwierdzaja sporzadzone cha-
rakterystyki czestotliwosciowe na rys. 9.34.

Wykresy pokazane na rys. 9.34 sg malo czytelne, jednak po ich wykre§leniu na monitorze,
mozna uzy¢ polecenia ‘Zoom In’ w edytorze graficznym, co pozwala z niemal dowolna do-
ktadnos$cia okresli¢ krytyczne parametry: amplitude rezonansowa M, oraz zwiazang z nig pul-
sacja @.— patrz zalaczony dalej program w jezyku Matlab.

Projektowanie korektora opdzniajacego moze byé prowadzone w roézny sposob. Zastosujemy
tu metodg, w ktorej korzysta si¢ z oszacowanego zapasu fazy, ktory mozna wyznaczy¢ (jesli
nie jest zadany) na podstawie warto§ci wspotczynnika thumienia, zgodnie z (9.36). W tym
przypadku, na podstawie zalozonej wartosci przeregulowania wyznaczamy wspotczynnik thi-
mienia projektowanego uktadu (9.39):
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Rys. 9.34. Charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu otwartego: wykres Bodego (a) oraz
wykres Nicholsa (b); linie kropkowane — uktad po zwigkszeniu wzmocnienia; linie przerywane
— uktad po korekcji opdzniajacej
B —In(y,,, /100) _ —In(0,2)

JT A+ (3, /100) 7 +1n”(0,2)

=0,46

Teraz mozemy oszacowac warto$¢ zapasu fazy: Ap=2¢ 180 =52°

T
Oznacza to, ze dla fazy ukladu otwartego ¢=—180 + 52 = 128°, amplituda przyjmie wartos$¢ 1. Z
wykresu Bodego odczytujemy pulsacje w tym punkcie dla uktadu otwartego: @y = 3,48 s\
Niestety, ta warto§¢ znacznie si¢ obnizy w uktadzie zamknigtym, co mozna zauwazy¢, analizu-
jac na wykresie Nicholsa przesunigcie krzywych statej fazy uktadu zamknigtego w miarg ich
zblizania si¢ do punktu (-180, 0). W ten sam sposob zmianie ulegaja takze wartosci pulsacji.
Wstepnie zaleca si¢ obnizenie tej pulsacji nawet o jedng dekade (x10) — bardziej doktadne
oszacowanie osiaga si¢ po kilku probach, gdyz stopien tej redukcji zalezy od transmitancji
uktadu [44]. Proponujemy tutaj obnizenie tej pulsacji X2,5, co w tym przypadku daje warto$¢:
ay= 1,4 s7!. Dla tej pulsacji odczytujemy z wykresu Bodego wzmocnienie ukladu otwartego:
|kGi(jw)| = 20,45 dB. O t¢ wlasnie warto§¢ powinien zredukowac amplitud¢ korektor szerego-
wy dla pulsacji @
Mozemy wigc oszacowaé wielkos$¢ stalej czasowej korektora:

T=L=L=0,714s
o, 14

Zaktadamy, ze korektor redukuje wzmocnienie uktadu otwartego w zakladanym stopniu, zatem:

20log TT ' 20log(f) = —20,45 i dalej: log(f5) = —20,45/20

Stad: B=107"*"*" =0,095 - korektor opdzniajacy.

Mozemy wigc napisa¢ transmitancj¢ proponowanego korektora opdzniajacego:
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sT+1  19(0,714s+1)  13,65+19
sT/B+1 0,714s5/0,095+1  7,6s+1
Po dodaniu tego korektora w szereg z obiektem otrzymujemy nastgpujacg transmitancje uktadu
zamknietego:
Gls) = G ()G (s) _ 682,55 +950
1+ G, (s)G/(s) 7,566s* +122,1s" +507,8s° +11265s +1000

Odpowiedz tego uktadu na skok jednostkowy jest pokazana na rys. 9.33 (linia przerywana).
Wida¢, ze korektor spetnia postulowane parametry uktadu zamknietego, chociaz czas narasta-
nia odpowiedzi jest na granicy oczekiwanych wymagan.

Ponizej zamieszczony jest program w jezyku Matlab, w ktérym prowadzone sg obliczenia zgod-
nie z podanym algorytmem. Niektdre dane nalezy odczyta¢ z wykresow odpowiednich funkcji.

G, (s)=4

o

% Przyklad 9.7 na karcie Nicholsa: korektor opozniajacy
close all;

% parametry obiektu
k0=50;

Mn=[1 16 65 50];
GOo=tf (k0,Mn) ;
k=k0/Mn (end) ;

o

% zadane (postulowane)parametry regulacji:

ep=0.05; % blad polozenia 5%
tn=0.5; % czas narastania, s
yp=20; % przeregulowanie, %

% obliczenie parametrow:

kl=(1l-ep) /ep;

A=k1l/k; wzmocnienie korektora

Gl=t£f ([kO*A],Mn) ; transmitancja ze wzmacniaczem
freg=0.1:0.01:100; % przedzial zmian czestotliwosci
t_step=5;

% wykres Bodego
[magl,phl] =bode (G1, freq) ;
figure (1)

bode (GO, freq) ;

hold on

bode (G1, freq) ;

grid;

% wykres Nicholsa

figure (2)

[mag0, ph0] =nichols (GO, freq) ;
hold on

[magl,phl] =nichols (G1l, freq) ;
fazalO=squeeze (pho) ;
mg0=20*10ogl0 (squeeze (mago0) ) ;
fazal=squeeze (phl) ;
mgl=20*10gl0 (squeeze (magl) ) ;
plot (faza0,mg0, fazal, mgl) ;

o°

o°

set (gca, 'XLim', [-300 0], 'YLim', [-50 40]);

xticks ([-270:45:0]) ;

ngrid

% odpowiedz skokowa ukladu zamknietego przed korekcja
figure (3)

Glz=feedback (G1,1) ;
G0z=feedback (G0, 1) ;

hold on
[yl,tl]l=step(Glz,t_step);



9.4. Dobor korektora za pomocg wykresu Nicholsa 303

[y2,t2] =step(GOz, t_step) ;

linia=(1l+yp/100) * (1-ep) ;

y3=linia*ones (size(yl)) ;

plot(tl,yl,t2,y2,tl,y3,"':");

% obliczanie parametrow korektora:

wspolczynnik tlumienia na podstawie przeregulowania:

o\

o°

p = -log(yp/100) ;
dz=p/sqrt (pi*2+p™2) ; % dla postulowanego przeregulowania
omn=(1+1.039*dz-0.417*dz"2+1.76*dz"3) /tn; % na podstawie dz

% amplituda rezonansowa Mr:

Mr = 1/ (2*dz*sqgrt(1-dz"2));

Mr dB=20*1ogl0 (Mr) ;

pMx=sqgrt ( (Mr*2-1) /Mr*2) ;

omr=omn*sgrt (pMx) ; % pulsacja rezonansu
% korektor

% zapas fazy dla wyznaczonej wartosci dz:
Dfi=2*dz*180/pi;

fif=-180+Df1i;

omf=3.48; % wartosc odczytana z wykresu Bodego
omf=omf/2.5; % i1 zredukowana x2,5

Red=20.45; % wymagana redukcja wzmocnienia, dB
p=10"(-Red/20) ;

T=1/omf; % stala czasowa korektora

disp('Transmitancja korektora:');
Gk=tf (19* [T 11, [T/p 11),

GO0k=Gk*GO; % uklad otwarty po korekcji
disp ('Transmitancja uktadu zamknietego po korekcji:');
GOkz=feedback (G0k, 1), % uklad zamkniety po korekcji

o

% odpowiedz skokowa ukladu skorygowanego
[yl,tl]l=step(GOkz,t_step);
linia=(1l+yp/100) * (1-ep) ;
y3=linia*ones(size(yl));
y2=(1l-ep) *ones (size(yl));

plot(tl,yl,tl,y2,"':",tl,y3,"':"');

grid;

% uzupelnienie wykresu Bodego o uklad skorygowany
figure (1)

hold on

bode (G0k, freq) ;

o

% uzupelnienie wykresu Nicholsa o uklad skorygowany
figure (2)

[mag0,ph0] =nichols (G0k, freq) ;

hold on

fazal0=squeeze (pho) ;

mg0=20*10gl0 (squeeze (mago0) ) ;

plot (faza0,mgo0) ;

Podejscie 2. Pewna niedogodnoscia stosowania powyzszej procedury jest koniecznos$¢ intui-
cyjnego przewidywania zmiany charakterystyki uktadu po zamknieciu petli sprzgzenia zwrot-
nego. Zmiana ta jest szczegdlnie duza w przypadku koniecznosci zastosowania duzego
wzmocnienia korektora, jak w rozwazanym przypadku.

W celu obejscia tej niedogodnosci proponuje si¢ wstepne oszacowanie wzmocnienia korektora
A na podstawie zatozenia, ze charakterystyka uktadu otwartego jest styczna do krzywej statego
modutu o wartosci ok. 1 dB. W tym przypadku oznacza to, ze charakterystyke uktadu otwarte-
go przesuwamy na karcie Nicholsa w gore o ok. 12 dB, co jest rOwnowazne zastosowaniu
wzmocnienia 4; = 4: 20log(4) = 12 (rys. 9.35, krzywa przerywana niebieska). Koncowe
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wzmocnienie korektora mozna okresli¢ wychodzac od wymagan co do uchybu statycznego, z
uwzglednieniem juz wprowadzonego wzmocnienia 4;:

l-e, 1-e¢, l-e, -2 |-
, = LA P~ 210 2 _1-0.05 =4,8 (patrz przyktad 9.6)

ek 4 e, 0,05-4

40 T T T T T T
............. ~-:-0-dB... podejscie 3
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‘ 0,5.dB podej$

D) I ldB il
10F '

amplituda ukfadu otwartego |G,(jw)|, dB
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faza ukladu otwartego ¢, (°)

Rys. 9.35. Charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu otwartego na wykresie Nicholsa: rezulta-

ty korekcji wg podejscia 2 oraz 3

Wspbtczynnik fmozna okresli¢ z nastepujacych warunkow [62]:
- modut korektora bliski jedno$ci AS= 1, skad: = 1/4, gdzie w tym przypadku 4 = 4>;
- mate opoznienie wprowadzane przez korektor @.T = 10, skad: T'= 10/@\., @- — pulsacja rezo-

nansowa.

W tym przypadku @. = 3,8 s™! (odczyt z rys. 9.35 dla punktu stycznoSci przesunietej charakte-
rystyki - krzywa oznaczona kolorem niebieskim - z okrggiem stalego modutlu M, = 1 dB). Na

tej podstawie obliczamy:

gl Lo
4, 4,8
oraz: T=£=£=2,63s
o 3,

r

Ostatecznie, transmitancja korektora przyjmuje nastgpujacg postac:

G (s)=44, (Is+1)

(Ts+1) _19 2(2,63s+1)

Ts/ B+l (Ts/f+1)

(12,55 +1)
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Charakterystyka uktadu otwartego z korektorem na plaszczyznie Nicholsa jest pokazana na rys.
9.35 (linia zielona). Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu zamknigtego z korektorem jest
pokazana na rys. 9.36 (linia zielona).

YD podejicie 3

1 ...................................................
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Rys. 9.36. Odpowiedzi na skok jednostkowy skorygowanego uktadu zamknietego
wg rozwazanych sposobow korekcji opodzniajace;j

Podejscie 3. Nieznaczna modyfikacja poprzedniego podejscia pozwala poprawi¢ szybkos¢
osiggnigcia stanu ustalonego odpowiedzi uktadu zamknigtego. Polega ona na poszerzeniu pa-
sma dziatania rozwazanego korektora opdzniajacego przez zmniejszenie (w tym przypadku
dwukrotne) statej czasowej T:

T=>=2=13s

o 3,8
Prowadzi to do nastepujacej transmitancji korektora:
G(s)= A A, Ts+1) 4 (Ts+1) _19.2 (L,3s+1)

(Ts/f+1) ~(Ts/B+1)  (6,3s+1)
Charakterystyka uktadu otwartego z uzyskanym w ten sposob korektorem jest pokazana na rys.

9.35 (krzywa brazowa ciagta). Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu zamknigtego z tym
korektorem jest zaznaczona kolorem bragzowym na rys. 9.36.

Przyklad 9.8. Do regulacji procesu, okreslonego za pomoca nastepujacej transmitancji:
1
G()=—r—,
s(s+1)(s+10)
dobrac¢ korektor szeregowy, ktory zapewni nast¢pujace parametry regula-
cji: - uchyb statyczny predkosciowy e, < 10%, - przeregulowanie y,o <
18%, czas narastania t, < 0,2 s.
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Jak wida¢, transmitancja obiektu jest klasy 1. Zapiszmy ja w postaci, dla ktorej okreslany jest
uchyb predkosciowy (9.6):

G ()= 1 _ 0,1 _ k _kL(s)
! s(s+D(s+10)  s(s+D(0,1s+1)  s(s+1D(0,1s+1) sM(s)’ ’
skad: e, MO _1_ 10=1000%
L(0) k

Wida¢, ze jest to wielko§¢ znacznie przekraczajaca oczekiwania: statyczny uchyb potozenia
jest wprawdzie roéwny zero, ale uktad ma bardzo duzy czas narastania i ustalenia - rys. 9.40,
ciggta krzywa. W celu poprawienia tych parametrow nalezy wprowadzi¢ dodatkowe wzmoc-
nienie 4 o warto$ci:

v

e =L=O,1,skqd:A =100.
Ak

Po uwzglednieniu tego wzmocnienia, transmitancja ukladu otwartego przyjmuje nastepujaca
postac:

100 _ 100
s(s+1)(s+10) s*+11s* +10s
Charakterystyka uktadu otwartego o tej transmitancji jest pokazana na rys. 9.37, krzywa 1.
Wida¢, ze wystepuje tu bardzo maly zapas fazy i zapas wzmocnienia. Potwierdza to roéwniez
odpowiedz tego uktadu na skok jednostkowy po zamknigciu petli sprzezenia zwrotnego - rys.
9.40, krzywa 1. W celu bardziej dokladnego okreslenia amplitudy i pulsacji rezonansowej
wygodnie jest wykresli¢ charakterystyke Bodego dla ukladu zamknigtego (rys. 9.39, krzywe
1), skad, po odpowiednim powiekszeniu (‘Zoom In’), odczytamy: M,; = 31,5 dB oraz @ = 3
s7! przy zapasie fazy wynoszgcym zaledwie Agr = 2°.
Przechodzimy teraz do wyznaczenia pozostatych parametréow korektora. Na podstawie zatozone;j
wartos$ci przeregulowania wyznaczamy wspotczynnik thumienia projektowanego uktadu (9.39):

~In(y,,, /100 -
‘- 0 1100) _ —n@18) e

JT 0% (,, /100) |’ +n*(0,18)
Uwzgledniajac takze zakladany czas narastania #,, mozemy okresli¢ pulsacje drgan swobod-
nych (9.41):
®, = (141,039 —0,4174 +1,76°) /1,= 7,98 57!
oraz punkt rezonansowy postulowanego uktadu. Jego amplituda jest zalezna od wyznaczonego
wspotczynnika thumienia (9.29):
1

M,=———
20\1-¢7

przy pulsacji (9.31): @, =@,\/p,, =&,

n

G (s)=

=1,5dB

2
MM O) g g7
r2
Jesli przyjmiemy, ze maksymalne przyspieszenie fazy zachodzi dla @y = @ 1 korektor powinien
przys$pieszy¢ faze o warto$¢ 0= 45° (zalozenie), to parametry korektora mozna oszacowaé na
podstawie (9.17):
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Rys. 9.37. Korekcja uktadu na karcie Nicholsa: 1 — trajektoria uktadu otwartego po dodaniu wzmoc-
nienia 4; 2 — trajektoria uktadu po wstepnej korekcji; 3 — trajektoria uktadu z korektorem

w_f

. p-1
= arcsin p

2ﬁ p+1’

skad otrzymamy nastepujace parametry: % =sind =0,71, co daje: f= 5,83
+

oraz: Tzﬁz /5,83 =0,41s.

o, 5,87

Podstawiajac powyzsze dane do transmitancji korektora (z uwzglgdnieniem okreslonego wcze-
$niej wzmocnienia), otrzymamy:
T+1 1 41s+1)  4ls+1
G, (s) = 4 K _ 00(0,41s ): s+100
sT/p+1 0,41s/5,83+1 0,071s+1
Po wlaczeniu tego korektora w szereg z obiektem otrzymamy nastgpujaca transmitancj¢ uktadu
otwartego po wstepnej korekcji:
4,1s+10
G,(s)= -
u(s) 0,0071s* +0,178s> +1,175> +s
Trajektoria tego uktadu na karcie Nicholsa jest pokazana na rys. 9.37, krzywa 2. Odpowiedz na
skok jednostkowy uktadu zamknigtego jest pokazana na rys. 9.40, krzywa 2. Mozna zauwazy¢

wyrazng popraw¢ dynamiki uktadu, jednak w dalszym ciagu nie s3 spelnione oczekiwania w
zakresie warto$ci przeregulowania oraz czasu narastania.

, 0= arctg
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Rys. 9.38. Wykresy amplitudy i fazy uktadu otwartego: 1 —po dodaniu wzmocnienia 4; 2 — po
wstepnej korekeji; 3 — uktad z korektorem

Gloéwng przyczyna rozbieznosci pomiedzy postulowanymi w powyzszych obliczeniach parame-
trami korektora a uzyskanymi rezultatami w postaci charakterystyk dynamicznych poszukiwane-
go uktadu zamknietego jest odksztatcenie krzywych statej fazy N na karcie Nicholsa, ktore jest
szczegoblnie duze w poblizu punktu centralnego (180°, 0). Aby to skorygowac, nalezy przyjmo-
waé znacznie wigksze wartosci pulsacji niz te, obliczone na podstawie zaktadanej amplitudy
rezonansowej M,. W kolejnym kroku przyjmujemy pulsacje rezonansowg o warto$ci: @ = 12 s7!
oraz kat wyprzedzenia korektora d= 77°. Powtarzajgc powyzsze obliczenia otrzymamy:

Ezsin5:0,97 , CO daje: ﬂ: 77

B+1
N77 .
oraz: T =£ =——=0,73s, gdzie & = ws.
o, 12

Parametry te prowadza do poprawionej transmitancji korektora:
sT+1 100(0,73s+1)  73s+100
sT/B+1 0,73s/77+1 0,0095s+1’
co daje nastepujaca transmitancj¢ uktadu otwartego:
7,35 +10
G ) = 000955 + 0,115 + L1157 45
Trajektoria uktadu otwartego o tej transmitancji jest pokazana na rys. 9.37, krzywa 3, natomiast

odpowiedz na skok jednostkowy uktadu zamknigtego przedstawia krzywa 3 na rys. 9.40. Mozna
sprawdzi¢, ze teraz spetnione sg zatozone oczekiwania w odniesieniu do dynamiki uktadu.

G, (s)=4
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Rys. 9.39. Wykresy amplitudy i fazy uktadu zamknietego: 1 —po dodaniu wzmocnienia 4; 2 — po
wstepnej korekeji; 3 — uktad z korektorem

n()
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Rys. 9.40. Odpowiedzi na skok jednostkowy uktadow zamknietych: 1 — po uwzglednieniu
wzmocnienia 4, 2 — po wstepnej korekcji, 3 — dla uktadu z korektorem. Dla uktadu przed ko-
rekcja skala czasu zostata zredukowana x10
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Na zakonczenie poréwnajmy charakterystyki czestotliwosciowe amplitudy i fazy projektowanego
uktadu otwartego — rys. 9.38 z podobnymi wykresami dla uktadu zamknietego — rys. 9.39. Wi-
dac¢, ze wystepuje duza roéznica w rozmieszczeniu wartosci pulsacji rezonansowych @y, oraz @s,
co jest rezultatem wspomnianej deformacji krzywych statej fazy N na karcie Nicholsa. Podobnie
zachowuja si¢ takze pulsacje uktadu otwartego i zamknigtego. Relacje te nalezy uwzgledni¢ przy
projektowaniu korektora.

9.5. Regulatory PID
9.5.1. Rodzaje regulatorow

Latwo zauwazy¢, ze pewna niedogodno$cig w procesie projektowania uktadow regu-
lacji z uzyciem przedstawionych powyzej korektorow szeregowych jest mata uniwer-
salno$¢ tej metody. Po zaprojektowaniu okreslonego korektora otrzymuje sie jego
transmitancje, na podstawie ktorej nalezy wykona¢ odpowiednie urzadzenie fizyczne,
na przyktad w postaci elektronicznego uktadu analogowego (rys. 9.7). W zaleznosci
od charakteru sterowanego procesu, moze to by¢ takze uktad hydrauliczny, pneuma-
tyczny lub inny. Oczywista potrzeba ujednolicenia takich konstrukcji doprowadzita do
utworzenia rodziny podstawowych cztonéw korekcyjnych, ktéore moga by¢ wykony-
wane z zastosowaniem rozmaitych technologii. W ten sposob powstaly regulatory,
ktore objeto ogdlng nazwa PID, ktora jest akronimem wskazujacym na:

P — dziatanie proporcjonalne;
I — dziatanie integracyjne (catkujace);
D — dziatanie rézniczkujace.
Regulator PID jest korektorem szeregowym, ktory wchodzi w sktad uktadu regula-
cji zgodnie ze struktura przedstawiong na rys. 9.41.

,,,,,,,,,,,,, regulator
w1 el o) 30
Us) | & Es) G(s) ) Gi(s) Ys)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Rys. 9.41. Uktad sterowania z regulatorem

Regulatory PID realizujg pojedyncze Iub ztozone funkcje, zwigzane z ich nazwa.
Praktyczne znaczenie majg typy regulatoréw zebrane w Tabeli 9.3. Sygnalem wej-
sciowym regulatora jest uchyb regulacji e(?), ktdry po przetworzeniu przyjmuje war-
to$¢ sygnatu sterujacego 7(¢). Transmitancja regulatora jest wigc okreslana jako iloraz
transformat sygnalow na wyjsciu i wejsciu:
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R(s)
E(s)
Praktyczne znaczenie maja nastepujace regulatory: P, I, PI, PD oraz PID.

Regulator P — dzialanie proporcjonalne realizowane za pomoca wzmacniacza.
Transmitancja takiego uktadu jest nastepujaca:

G, (s)=kp (9.45)

gdzie kp > 0 jest wspotczynnikiem wzmocnienia.
Jest to element bezinercyjny, w ktorym sygnat wyjsciowy jest okreslony wedtug na-
stepujacej relacji:

G.(s)= (9.44)

r()=kpe(t) + oy, (9.46)

gdzie oy jest warto$cig przesunigcia (ang. offset) okreslanego dla e(f) = 0. Dalej be-
dziemy pomijac ten sktadnik.
Regulator I realizuje funkcj¢ catkowania:

G, (S):L, (9.47)
sT,
gdzie 77 jest czasem zdwojenia, po ktorym sygnat wyjsciowy przyjmuje wartos¢ 1.
W dziedzinie czasu odpowiada to nastgpujgcemu przetwarzaniu:

r(t) = Ti [etoyar (9.48)

Obecnos¢ takiego cztonu w uktadzie regulacji powoduje, z czasem, redukcje uchybu.

Regulator PI — dziatanie proporcjonalno-catkujace:

1
G.(s)=k, [1 + TJ (9.49)

Sty
Uktad jest utworzony z dwoch réwnolegle potaczonych cztonéw: proporcjonalnego i
catkujacego. W tym przypadku nazwa parametru 7; (czas zdwojenia) jest bardziej
uzasadniona, gdyz po tym czasie sygnal wyjsciowy przyjmuje wartos¢ dwukrotnego
wzmocnienia (Tabela 9.3) [42].
Sygnat wyjsciowy regulatora jest tworzony w rezultacie nastgpujacego przetwarzania:

r0)=k, [e(t) + Ti[je(r)dzJ (9.50)

Regulator PD — dziatanie proporcjonalno-rézniczkujace:
G.(s)=kp(1+5T,), (9.51)
gdzie parametr 7 jest nazywany czasem wyprzedzania.
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Tabela 9.3. Podstawowe charakterystyki regulatoréw PID

o Odpowiedz Charakterystyka czestotli-
Typ Transmitancja Gils) jednostkowa y1(f) wosciowa G{(jw), w= 0
3 k>0
k, =2
P kp g S
g
L ! k, Re{Gljo)}
3
1 2
_ ) .
: ST, L g Re(G o))
7 =
o L ¥0)
T, t
. [1 i J Sk
PI pllt— © Re{G,j
sTy 2 A gyt z c{Gljo)}
ky T Ao
T; t
3 o
k, 2
PD kp(1+5Tp) ' S)
£ ky Re{G(jw)}
t
3 »
1 2
PID kp[1+—+sTD] o
sT; E Re{G(j)}
1)
t

Sygnat wyjsciowy otrzymuje si¢ w rezultacie nastepujacego przetwarzania uchybu:

r(t) = kp(e(t) +T, dfl(;)) (9.52)

Regulator PID — dziatanie proporcjonalno-catkujaco-rozniczkujace:

Gr(s)=kP(1+L+sTD]=kP+k—P+skPTD (9.53)
sT T

I Sty
Wyjscie jest suma trzech operacji dokonywanych na bledzie regulacji e(?):
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de(t)
dt

Regulator PID o transmitancji (9.53) jest nazywany regulatorem idealnym, gdyz
jest on w tej postaci nierealizowalny. W praktycznych wykonaniach najwiekszy kto-
pot wystepuje z operacja rozniczkowania, gdyz nie jest znany odpowiedni proces fi-
zyczny, w ktorym mozna odwzorowaé takg funkcje. Problem ten mozna ztagodzi¢
przez stosowanie rzeczywistego elementu rézniczkujacego w miejsce rozniczkowania
idealnego. Wowczas transmitancja elementu D bedzie zastapiona funkcja:

sTp
sol, +1°
gdzie zazwyczaj przyjmuje si¢ o= 0,0625 + 0,125 (o << Tp) [58].
Regulatory PD oraz PID, zbudowane z uzyciem takiej funkcji, b¢da mialy nieco inne
wlasciwosci transmitancji. Innym znanym sposobem jest wykorzystanie uktadu ze
sprz¢zeniem zwrotnym: w torze gldwnym znajduje si¢ wzmacniacz, a w torze sprze-
zenia zwrotnego — uktad catkujacy (rys. 9.42).

1
r(t) = kp(e(t) +T, " j e(t)dtJ (9.54)

ST, — (9.55)

U(s) + Y(s)

> kN >

5

Rys. 9.42. Uktad o dziataniu r6zniczkujacym dla ky >> 1

Transmitancja zastgpcza uktadu jest nastepujaca:
k
G(s)=—" = s = (9.56)
1+ 1+—
s N
Przy duzej warto$ci wspotczynnika wzmocnienia ky jest ona bliska funkcji idealnego
roézniczkowania.
Regulator PID moze by¢ wykonany w jednej z dwoch form, w zaleznos$ci od upo-
rzadkowania jego elementow skladowych: w formie rownoleglej — zgodnie z (9.53),

lub w formie szeregowej, zgodnej z nastepujaca postacig transmitancji:

! J(1+STDS)=sz£1+i+ ! +STDSJ (9.57)

Is Is s Is

G.(s)=kp, [1 +

Struktura rownoleglego regulatora PID jest pokazana na rys. 9.43. Odpowiada ona
transmitancji (9.53), przy czym czton roézniczkujacy jest przyblizony zgodnie z (9.55).
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Przez zmian¢ kombinacji uzytych elementow mozna utworzy¢ schematy pozostatych
regulatorow z rodziny PID.

Realizacja szeregowa regulatora PID jest pokazana na rys. 9.44. Na podstawie
transmitancji (9.53) i (9.57) mozna wyznaczy¢ wzajemne relacje pomigdzy parame-

trami obu form regulatora:
kp, =%”(1 + TL,/T,2 —4T,T,, J

1

T, =%(1+TLJT12 —4T,TDJ (9.58)

1

Tps :%(I_TLVT]z _4T1TDJ

I
Przeksztalcenie to obowiazuje dla przypadku, gdy 77 = 47p. (gdy transmitancja réwno-
legtej formy regulatora ma rzeczywiste zera i bieguny).

1
u(f) +_ e(l) R N u )
_ sT, + (‘>+_> kr
() | ST,
saly +1

Rys. 9.43. Realizacja rownolegta regulatora PID

> 1 > sz
e(f) + o)
+
ST ' e
solp, +1 5T,

Rys. 9.44. Realizacja szeregowa regulatora PID

Zauwazmy, ze idea regulatora PID w duzej mierze pokrywa si¢ z koncepcjg omo-
wionych wczesniej szeregowych korektorow: dziatanie P spetnia role wzmocnienia, I
ma dziatanie opdzniajace faze, natomiast D — przys$piesza faze. Odpowiedni dobor
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konfiguracji regulatora oraz parametrow funkcji przejscia, pozwala zrealizowac po-
dobne zadania, jak w przypadku korektorow szeregowych.

Nalezy dodac, ze w literaturze mozna spotka¢ bardzo rézne struktury regulatoréw
PID i sposoby ich budowy [58], na przyktad ogdlna transmitancja (9.53) moze by¢
zapisana w nastepujacej postaci:

G()=Kp+21k s, (9.59)
S

gdzie: Kp= kP, K= kP /T[, Kp= kP Tp.
Czlon rozniczkujacy jest czgsto zasilany sygnalem wyjsciowym uktadu regulacji, co
moze tagodzi¢ szumy powstajace przy duzych zmianach wartosci zadanej (rys. 9.53).

9.5.2. Dobér rodzaju regulatora

Zastosowanie 1 wlasciwosci regulatora PID sa podobne do szeregowego korektora
opoOzniajaco-przyspieszajacego. Podobnie tez nalezy wybiera¢ odpowiednie konfigu-
racje regulatora. Mozna wigc powtorzy¢ ogolne zasady, ktore odnosza si¢ do korekto-
réw szeregowych.

Regulator P jest najprostszym rozwigzaniem, gdy uktad regulacji jest stosunkowo
wolny (niezbyt intensywna dynamika). Wowczas zwigkszenie wzmocnienia moze
poprawi¢ zarowno dynamike, jak i zmniejszy¢ blad ustalony regulacji.

Regulator PI (I) nalezy wybra¢ wtedy, gdy uktad zamkniety ma satysfakcjonujace
wlasciwosci dynamiczne (przeregulowanie, czas narastania, czas ustalenia), natomiast
zbyt duzy jest ustalony uchyb potozenia. Odnosi si¢ to do ukltadow zerowej klasy.
Dodanie dziatania catkujacego powoduje, ze otrzymujemy uktad klasy pierwszej:
catkowanie bledu e(f), przy ujemnym sprzezeniu zwrotnym, z biegiem czasu sprowa-
dza go do zera. Dziatanie catkujace moze by¢ takze pomocne w przypadku rézniczku-
jacego charakteru obiektu, w ttumieniu bledéw pomiarowych.

Regulator PD jest wymagany do poprawy wiasciwosci dynamicznych uktadu za-
mknigtego, podczas gdy nie wplywa on na warto$¢ btedu ustalonego. Dodanie cztonu
proporcjonalno-rézniczkujacego w szereg z obiektem sprawia, ze zmiana uchybu jest
wzmacniana, powodujac przyspieszenie zmiany odpowiedzi (efekt predykcji). Dzialanie
takie powinno jednak by¢ rozsadne, gdyz rozniczkowanie wzmacnia szumy, co tatwo
prowadzi do niestabilnosci uktadu. Z tego powodu regulatory PD s3 rzadko stosowane.
Do poprawy wiasciwosci dynamicznych uktadu uzywane sg regulatory PID.

Regulator PID wprowadza dziatanie, ktore jest kombinacja dziatan regulatoréw PI
oraz PD. Nalezy go stosowa¢ w takich przypadkach, gdy zamknigty uktad bez korek-
cji wykazuje zaréwno zle wlasciwosci statyczne (duzy uchyb), jak i dynamiczne.

Mozna zauwazy¢, ze wybor typu regulatora oraz w duzej mierze okreslenie jego
nastawien ma swoje fizyczne uzasadnienie. Zwickszenie wzmocnienia w cztonie P
prowadzi do poszerzenia czgstotliwosciowego pasma procesu regulacji, co objawia si¢
w postaci zwigkszonych oscylacji. Zwigkszenie (wydtuzenie) czasu zdwojenia 7; w
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cztonie integrujacym prowadzi do opdznienia reakcji systemu i zwigkszenia jego sta-
bilnosci. I wreszcie, zwigkszenie czasu wyprzedzenia 7y prowadzi do przy$pieszenia
odpowiedzi, chociaz zmniejsza granice stabilnosci.

9.5.3. OKkreslenie nastawien regulatora

Wielka zaletg pomystu stosowania regulatorow PID okazato si¢ opracowanie uniwersal-
nych regut okre$lania ich nastawien. Od czasu pierwszej propozycji Zieglera i Nicholsa
z 1942 roku®, powstato wiele regut okreslania nastawien regulatoréw PID. Odnoszg sie
one do uproszczonych modeli otwartego lub zamknigtego (z ujemnym sprz¢zeniem
zwrotnym) uktadu regulacji. Modele te dziela si¢ na kilka kategorii [51, 58]:

- model pierwszego rzgdu astatyczny z opdznieniem o transmitancji:

Gi(s)= ]]f—‘e : (9.60)

s
1
gdzie k1 >0,71>0 7 > 0;
- model pierwszego rzgdu statyczny z opdznieniem o transmitancji:

k
G (s)=—"—¢e""; 9.61
1(5) Ts+l (9-61)
- model drugiego rzgdu z opoznieniem o transmitancji:
Gi(s)= 4 e, (9.62)
(Tis +1)(T,s +1)

gdzie ki > 0 jest wzmocnieniem, 71 > 7> > 0 — state czasowe, 7; — opOZnienie [s]

lub: G (s)= k e™n, (9.63)

T7s* +2{T;s +1
gdzie: ky >0, T,>0, (>0, 71 > 0.

Metoda Zieglera i Nicholsa moze by¢ stosowana do okreslenia nastawien regulatorow
P, PI lub PID. Zaklada si¢, ze obiekt moze by¢ reprezentowany za pomocg jednej z trans-
mitancji (9.60) - (9.62)*'. Parametry regulatora moga by¢ okreslone za pomoca jednego z
dwoch testow.

W pierwszym z nich bada si¢ odpowiedz obiektu (uktadu otwartego bez regulatora)
na skok jednostkowy (rys. 9.45). Z przebiegu tej odpowiedzi nalezy okresli¢ dwie
wielko$ci: opdznienie7i oraz kat o W dalszych dziataniach korzysta si¢ z wielko$ci a

40 Ziegler J.G., Nichols N.B., Optimum setting for automatic controllers. ASME Transac-
tions, 1942, pp. 759-768.

41 W bardziej zaawansowanych podej$ciach stosowane sg rozne reguly nastawiania regula-
torow w zaleznosci od rozpatrywanego modelu obiektu [63].
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oraz b: a=tga=k /T =Ayv/At, b=1tgax=ar,. Jak wida¢, wazne sg tu jedynie
parametry obiektu zwiazane z jego dynamika.

0 a) (0) b)
i

éAy

0 : 0 o
|b _A—l, czas, ! l|) /| | czas, t
l_ T T, _I_/Tl At

Rys. 9.45. Odpowiedz skokowa uktadu otwartego: a) klasy m = 0, b) klasy m > 0

W drugim tescie przeprowadza si¢ badanie charakterystyki obiektu w ukladzie z
regulatorem P i jednostkowym sprzezeniem zwrotnym. Gdy w charakterze korektora
znajduje si¢ regulator PID, nalezy wylaczy¢ dziatanie catkujace (77 — bardzo duze)
oraz dzialanie rézniczkujgce (7p = 0). W tej konfiguracji nalezy nastawi¢ matg war-
tos¢ kp, wolno jg zwigkszajac. W ten sposob, jesli osiagnigta zostanie granica stabilno-
$ci, w odpowiedzi uktadu pojawia si¢ regularne oscylacje (rys. 9.46). Stan ten na cha-
rakterystyce Nyquista odpowiada punktowi (—1+j0). Nalezy wowczas zmierzy¢ dwa
parametry: wzmocnienie kp = kpmax, Ktore wyznacza krytyczna trajektorie uktadu
otwartego oraz pulsacje ., przy ktorej ta trajektoria przecina ujemna czg$¢ osi rze-
czywistej. Krytyczna pulsacja moze by¢ wyznaczona przez pomiar okresu oscylacji
obserwowanej odpowiedzi ukladu: @nw = 270/ Tmax. Stad wynika nazwa tego testu:
badanie odpowiedzi czgstotliwosciowe).

Doswiadczalna analiza wynikow przeprowadzonych w teScie odpowiedzi na skok
jednostkowy uktadu otwartego lub w prébie pomiaru granicy stabilnosci uktadu
otwartego (odpowiedz czestotliwosciowa) pozwala okresli¢ nastawienia regulatorow
P, PI oraz PID (Tabela 9.4).

»0)

0  E—
czas, t
Tmax ’

Rys. 9.46. Wynik badania uktadu zamknigtego na granicy stabilnosci
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Tabela 9.4. Wartosci nastawien regulatoroéw wedtug regut Zieglera-Nicholsa

odpowiedz skokowa odpowiedz czestotliwosciowa
regulator
kp Ti Tp kp Ti Tp
P 1/b Jepmax/2
PI 0,9/b 37 kpmax/2,2 Tmax/1 2
PID 1,2/b 270 0,57 kpmax/l 7 Tinax/2 Tnax/8

Jesli transmitancja obiektu jest znana, to parametry granicy stabilno$ci (kpmax) moz-
na okresli¢, analizujac stabilno$¢ uktadu zamknigtego z parametrem kp. Nastepnie Tmax
mozna oszacowa¢ na podstawie pulsacji transmitancji tego ukladu zamknigtego z
wstawiong warto$cia granicznego wzmocnienia.

Przyklad 9.9. Dobra¢ regulator PID do uktadu, w ktorym obiekt jest okreslony za po-

moca nastgpujacej transmitancji:

2

(s+1)*(s+2)

Nastawienia regulatora okresli¢ za pomocg podstawowej metody
Zieglera-Nicholsa. Przeprowadzi¢ analiz¢ otrzymanego uktadu regulacji.

Gi(s)=

Uktad jest klasy zerowej (brak zerowego bieguna), wigc parametry regulatora mozna okresli¢
za pomocg odpowiedzi na skok jednostkowy modelu o postaci (9.61) lub za pomoca odpowie-
dzi czgstotliwosciowej (badanie granicy stabilnosci uktadu zamknigtego). Zaczniemy od tej
drugiej metody.
Parametry uktadu zamknigtego na granicy stabilnos$ci wyznaczymy, stosujac kryterium Rou-
tha-Hurwitza w odniesieniu do uktadu, w ktorym, oprocz obiektu, wystepuje czton proporcjo-
nalny P, o wzmocnieniu kp. Transmitancja uktadu otwartego jest nastepujaca:
2kp B 2kp
(s+1)%(s+2) s +4s2+55+2°
co daje nastgpujaca transmitancj¢ uktadu zamknigtego:
G 2k
Glsy=—e®)____ 2k
1+G,(s) 57 +4s” +5s+2(1+kp)
Granica stabilnosci tego uktadu jest wyznaczona przez rownanie charakterystyczne:
s +4s> +55+2(1+kp) =0
Budujemy tablice Routha:

Gy (5)=Gi(s)kp =
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53 1 5
s2 4 2(1+kp)
2(1+kp)—20
—4
1 2(1+kp)

skad obszar stabilno$ci jest wyznaczony przez dwa warunki okreslone przez warto§ci wspot-
czynnikéw w trzecim i czwartym wierszu:
2(1+kp)—20

>0oraz 2(1+kp) >0.

Pierwszy z nich prowadzi do wartosci granicznej: 0, kp = kpmax = 9, natomiast

2(1+kp)—20 _
-4

drugi daje ograniczenie wartosci wspolczynnika kp od dotu: kp > —1.

Rownanie charakterystyczne przy wzmocnieniu granicznym kpmq jest wigc nastepujace:

s*+4s* +55+20=0.

W celu okreslenia granicznej czgstotliwosci przechodzimy do postaci widmowej (s = jw) i w

kolejnych krokach obliczamy rzeczywista pulsacje:

—j@’ 40’ + j50+20=0, jo5-w*)+4(5-w*)=0 oraz:

G-0*)4+jw)=0

Oscylacje wystepuja dla rzeczywistej wartosci @ = /5 . Okres tych oscylacji mozna okresli¢ z

zaleznosci:

wz%zﬁ ,skad: T= Ty = 2n/-/5.

Na podstawie Tabeli 9.4 (prawa cze¢$¢) obliczamy nastawienia regulatora PID:

kp = kpmax/1,7=9/1,7=5,29

Tr=Tmax/2 = TC/\/g = 1,405

Tp = Tmax/8 = m/(4-/5) 21/8 = 0,351

W podobny sposéb mozna otrzymaé nastawienia regulatoréw P oraz PI. Odpowiedzi jednost-
kowe uktadu z tymi regulatorami sg pokazane na rys. 9.47.

Do obliczenia nastawien regulatoréw i rysowania przebiegéw mozna postuzy¢ si¢ programem
MATLAB:

% Przyklad 9.9: Regulator PID, odpowiedz czestotliwosciowa, stabilnosé
close all; clear all;
Gl=tf(2,[1 4 5 21);
kmax=9/1.7;
Tmax=2*pi/sqrt (5) ;

$P

kd=kmax/2;
G_c=feedback (kd*G1,1) ;
step(G_c¢,0:0.1:20) ;
hold on;

$PI

s=tf('s");
kd=kmax/2.2;
Ti=Tmax/1.2;
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Ge=kd* (1+1/Ti/s) ;
G_c=feedback (G1*Gc, 1) ;
step(G_c¢,0:0.1:20)
hold on;

%$PID

al=0.1;

kd=kmax/1.7;
Ti=Tmax/2;

Td=Tmax/8;

Ge=kd* (1+1/Ti/s+Td*s/ (1+Td*al*s)) ;
G_c=feedback (G1*Gc, 1) ;
step(G_c,0:0.1:20);
grid;

»()
12p-

1+ E,‘l.'““ -\
08|
06

04f

0,21

0 R S S

Rys. 9.47. Odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu dla trzech regulatorow uzyskanych z testu
odpowiedzi czestotliwosciowej

Czton rézniczkujacy w regulatorze PID jest realizowany zgodnie z zalezno$cig (9.55).
Wida¢, ze regulator PID nastawiony zgodnie z regutami Zieglera-Nicholsa prowadzi do szyb-
kiego ustalania si¢ odpowiedzi uktadu (rys. 9.47). Niestety, odbywa si¢ to kosztem znacznego

przeregulowania — ponad 25%.

Inny sposob okreslania nastawien regulatoréw PID polega na zalozeniu, ze obiekt moze by¢
reprezentowany za pomoca transmitancji (9.61). Parametry tego modelu nalezy okresli¢ na
podstawie odpowiedzi obiektu na skok jednostkowy. Na podstawie przeprowadzonej proby

otrzymujemy (rys. 9.48):
ki=1,71=0,68s, T1=2,72s,
skad: 6 =1-0,68/2,72 = 0,25.

Nastawienia regulatora PID obliczamy na podstawie Tabeli 9.4:

kp=1.2/b=12T\/(k17i) = 4,8,

I;=271=2-068=1,36, Tp=0,571=0,5-0,68=0,34.
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Rys. 9.48. Odpowiedz obiektu na skok jednostkowy

Podobne obliczenia mozna wykona¢ dla regulatoréw P oraz PI. Odpowiedzi na skok jednost-
kowy rozpatrywanego uktadu z regulatorami nastawionymi wedlug metody Zieglera-Nicholsa
na podstawie testu odpowiedzi na skok jednostkowy sa pokazane na rys. 9.49.

Mozna zauwazy¢, ze parametry dynamiczne tych odpowiedzi sg nieco gorsze od
tych, uzyskanych na podstawie testu odpowiedzi czestotliwosciowej (rys. 9.47).
Wplyw na doktadnos$¢ obliczanych nastawien ma duza swoboda w okreslaniu parame-
trow odpowiedzi na skok jednostkowy (rys. 9.48).

W przypadku, gdy obiekt ma charakter astatyczny (zero w mianowniku transmitan-
cji, obiekt klasy m > 0), mozna go reprezentowac za pomocg nastgpujacej transmitancji:

k -
G(s)=——"——e’", (9.64)
s(Tis+1)
gdzie: k1 >0,71>0 7> 0.
{ .

y]() PI . . . . . . .
1’4 ...... N\ ....... ....... ........ ....... ........ ....... ...... -
12k f A\ 2)/\ ........ RS I
TR T . W e o NG W I : 2N\ P—

= S e\ : \_ : ~
0.8 - F o A i N N T sttt -

N N/ AN : : : : :
0,6} SRRRER AT SRR P ..... SRR ERRREREE SRR R R 4
0.4 ....... ....... ....... ........ ....... ........ ....... ...... 4
02 Hf SR L SR S S L SR L 4

0 i i i i i i i i i

czas, t, s

Rys. 9.49. Odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu dla trzech regulatorow uzyskanych z testu
odpowiedzi na skok jednostkowy
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Poniewaz statyczny btad potozenia uktadu zamknigtego bedzie w tym przypadku ze-
rowy, to w dobieranym regulatorze mozna poming¢ czton catkujacy I. W rezultacie
nastawienia regulatora PD mozna okresli¢ na podstawie odpowiedzi na skok jednost-
kowy samego obiektu, zgodnie z nastgpujacymi zaleznosciami [64]:
2
k,=——, Tp =T, 9.65
P 3 kl ’Z'l D 1 ( )
Mozna takze w tym celu stosowac zasady przyjete przy doborze korektora przys$pie-
szajacego [37].

Przyklad 9.10. W badanym uktadzie obiekt jest okre§lony za pomocg nastepujacej
transmitancji:
Gi(s) = I
s(3s+1)
Dobra¢ rodzaj regulatora i okresli¢ jego parametry. Przeprowadzi¢ analizg
otrzymanego uktadu regulacji.

Wida¢, ze uktad jest klasy pierwszej (pojedynczy biegun zerowy), wigc w regulatorze nie ma
potrzeby umieszczania cztonu calkujacego 1. Nastawienia regulatora PD mozna okresli¢ zgod-
nie z (9.65). Wymagane s3 nastepujace parametry modelu (9.64): ki, T1 oraz 7i. Bezposrednie
wyznaczenie tych parametrow na podstawie odpowiedzi na skok jednostkowy nie jest mozli-
we, gdyz w ukladzie astatycznym te wielkosci sg ze soba powigzane.

Jedng z mozliwych drog jest usunigcie zerowego bieguna z transmitancji obiektu przez wia-
czenie w szereg z nim modutu roézniczkujacego. W ten sposdb, transmitancja obiektu prze-
ksztatci si¢ do nastgpujacej postaci:

Gio(s)=— LR

as+1 s(Tis+1) Tis+1
Odpowiedz na skok jednostkowy tak zmodyfikowanego obiektu jest pokazana na rys. 9.50.
Z rysunku mozna odczytac¢ poszukiwane parametry:
k=1,0,T,=3,06, oraz 7 = 1,0.
Mozna takze zauwazy¢, ze z uptywem czasu w przebiegu pojawiaja si¢ odksztatcenia, co jest
wynikiem ich wzmocnienia w dodanym cztonie rézniczkujacym. W stanie poczatkowym od-
powiedzi efekt ten jest nieznaczny i nie wptywa na ustalenie warto$ci parametrow.
Na podstawie (9.65) obliczamy parametry regulatora PD:

kp=—2—=0667, Ty=T =306.
k7

™, or=0,04.

Odpowiedzi uktadu regulacji na skok jednostkowy dla dwoch réznych wartosci wspotczynnika
wzmocnienia kp sg pokazane na rys. 9.51.

Krzywa ciagla odpowiada regulatorowi z nastawieniami obliczonymi zgodnie z (9.65), nato-
miast krzywa przerywana zostala uzyskana po zmniejszeniu warto§ci wspotczynnika wzmoc-
nienia kp w stopniu 0,75. Wida¢, ze nastgpita znaczna redukcja przeregulowania, natomiast
zwigkszyl si¢ czas narastania.
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Rys. 9.51. Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu regulacji

Metody Zieglera-Nicholsa sg proste w zastosowaniu i w wielu przypadkach daja do-
bre przyblizenie dynamiki korygowanego systemu. Niestety, ta prostota nie spetnia bar-
dziej wygoérowanych wymagan. Dzieje tak dlatego, ze tylko niewielka czg¢$¢ informacji
o projektowanym systemie jest wykorzystywana. Projektowany uktad jest czgsto nieod-
porny, co oznacza, ze jest czuly na zmiang¢ parametréw procesu oraz na zaktocenia.

Od czasu powstania pionierskiej metody Zieglera-Nicholsa powstato wiele nowych
propozycji obliczania nastawien regulatoréw PID [2, 51, 58]. Ida one w kierunku lep-
szego wykorzystania informacji zawartej w modelu procesu (obiektu). Zazwyczaj
jednak, takie metody mozna stosowaé do wezszej grupy rozwazanych modeli.
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9.5.4. Nasycenie regulatora

Rozpatrywane do tej pory zjawiska w uktadzie regulacji przebiegaly przy zatozeniu
liniowego charakteru jego poszczegoélnych elementow. Nalezy jednak zauwazy¢, ze
sygnat sterujacy, podawany z regulatora na obiekt regulacji, nie moze przyjmowac
dowolnych wartosci, ktore wynikajg z algorytmu regulacji. Wynika to z ograniczen
technicznych, takich jak: dopuszczalna warto$¢ napigcia, pradu, cisnienia, predkosci,
temperatury i innych wielkosci fizycznych, ktére w ukladzie regulacji reprezentuja
wielkos$¢ sterujgcg. Ograniczniki (dyskryminatory) sg nieliniowymi blokami, ktore
moga wystapi¢ w roznych miejscach uktadu sterowania.

Klasyczna struktura uktadu sterowania z ogranicznikiem jest pokazana na rys.
9.52. Dolne 1 gérne ograniczenie sygnatu sterujgcego prowadzi do jego ,,nasycenia”,
co powoduje degradacje uktadu regulacji, gdyz pomimo zmiany sygnatu wyjsciowego
regulatora ro(f) (powyzej lub ponizej wielko$ci granicznej), zmiana nie jest przekazy-
wana do obiektu. Ograniczniki moga takze wystgpowaé wewnatrz regulatora, gdy
nalezy chroni¢ jego elementy przed uszkodzeniem. Ograniczenie moze dotyczy¢ bie-
zgcej wartosci sygnatu lub innych jego parametrow, jak np. szybkos$¢ narastania.

Regulator Ogranicznik Obiekt

LUNESSCO NN P SO s RN ISR R

Rys. 9.52. Podstawowy uktad sterowania z ogranicznikiem

W przypadku nasycenia sygnatu wyjsciowego regulatora traci on zdolno$¢ oddzia-
lywania na proces, pozostajac w jednym ze skrajnych wartosci dyskryminatora (7
lub 7mas). W takim przypadku uchyb regulacji zmniejsza si¢ znacznie wolniej, niz
wynikatoby to z algorytmu regulacji, co jest wzmacniane przez czton catkujacy regu-
latora, ktory dlugo ‘pamigta’ poprzedni stan.

Nasycenie integratora (ang. integrator windup) objawia si¢ w postaci duzych prze-
regulowan i dlugich czaséw ustalania, widocznych w odpowiedziach czasowych ukta-
du regulacji. Zjawisko to obserwuje si¢ zazwyczaj podczas startu uktadu lub duzej
zmiany wielko$ci zadanej, gdy wystepuje znaczna zmiana uchybu regulacji. Przyto-
czony termin angielski (windup - nakreci¢) nawiazuje do catkowicie §cisnietej sprezy-
ny, ktéra w tym stanie traci swoje wlasciwosci dynamiczne. Powrét do normalnego
stanu wymaga redukcji Sciskajacej sity. Zjawisko to wystgpuje w cztonie catkujacym,
gdy duzy sygnal wymuszajacy (co objawia si¢ jako sktadowa stata lub o dtugim okre-
sie oscylacji) powoduje wystapienie takze duzego wyjsciowego sygnatlu regulatora
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(nasycenie). Odwrdcenie tej tendencji jest niemozliwe w krotkim odcinku czasu, co
prowadzi do zaniku sterowania [49].

Profesjonalne regulatory PID sa wyposazone w uktady przeciwdziatajace nasyce-
niu integratora. Ogo6lnie, ich dziatanie polega na detekcji wystgpienia nasycenia (lub
zblizania si¢ do poziomu nasycenia) i blokowania na ten czas integratora [58].

Jedno ze stosowanych rozwigzan uktadu przeciwdziatgjacemu nasyceniu jest poka-
zane na rys. 9.53. Stan nasycenia cztonu catkujacego objawia si¢ w postaci duzej roz-
nicy wartosci sygnatoéw na obu koncach dyskryminatora (sygnat Ar(¢)). Jesli, na przy-
ktad, zachodzi warunek nasycenia: 7o(f) > Fiaks, t0 #(£) = Fiaks 0raz: Ar(t) = Fiaks — ro(t)
< 0. Ujemny sygnal 4r(¢), po przemnozeniu przez wspotczynnik 4., zmniejsza efekt
catkowania w cztonie I, eliminujgc nasycenie. Warto$¢ tego wspodtczynnika mozna
oszacowac¢ wedlug nastepujacej zaleznosci [2]:

A, =1/\T,T, (9.66)
4, Ar(t)
LI R
T s s
gy
u(ty  + et + 3t »(1)
ke kr X (o) e o] 9
skpT;,
sodp +1

Rys. 9.53. Struktura uktadu sterowania z ogranicznikiem i schematem
zapobiegajacym nasyceniu

Zwrdéémy uwage, ze regulator PID w uktadzie z rys. 9.53 ma inng struktur¢ niz w
dotychczas rozwazanych regulatorach. Nie jest to zwigzane z problemem nasycenia
si¢ cztonu catkujacego, a jedynie stanowi ilustracje takiego rozwigzania, gdy czton
rozniczkujacy D jest bezposrednio zasilany sygnatem wyj$ciowym. Jest ono stosowa-
ne wowczas, gdy uchyb e(f) moze zawiera¢ szumy wysokiej czestotliwosci lub poje-
dyncze skoki, ktore w tradycyjnej strukturze regulatora bedg wzmacniane w wyniku
roézniczkowania. Transmitancja obiektu Gi(s) ma zazwyczaj czestotliwosciowa cha-
rakterystyke dolnoprzepustows, dzigki czemu sygnal wyjsciowy y(¢) jest w duzej mie-
rze pozbawiony szumow.

Kolejny przyktad ilustruje problem nasycenia integratora i jego eliminacji.
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Przyklad 9.11. Model obiektu w projektowanym uktadzie regulacji jest okreslony za
pomoca nastgpujacej transmitancji:
Gi(s)= Lz
s(s+1)
Stosujac metod¢ Zieglera-Nicholsa wedlug odpowiedzi czgstotliwoscio-
wej, okresli¢ nastawienia regulatora PID. Przeprowadzi¢ analizg otrzy-
manego uktadu regulacji.
Do ochrony obiektu na wyjsciu regulatora umieszczony zostat ogranicz-
nik o nastepujacych parametrach: #aks, = 1,2, #min = =—1,2. Zaprojekto-
wac uktad do eliminacji nasycenia integratora. Zbada¢ zachowanie si¢
uktadu regulacji z ogranicznikiem oraz uktadem eliminujgcym nasycenie.

Widag, ze uktad jest klasy pierwszej (zerowy biegun), wigc parametry regulatora nie mozna okre-
$li¢ za pomoca odpowiedzi na skok jednostkowy. Stosujemy wigc test badania stabilnosci uktadu
zamknigtego z dziataniem proporcjonalnym P. Postgpujemy podobnie jak w przyktadzie 9.9.
Transmitancja uktadu otwartego jest nast¢pujaca:

0,1k 0,1k
G,(s)=G,(s)kp =——L— = P
1 r s(s+l)2 P +2s% +5

Zastgpcza transmitancja uktadu zamknigtego jest nastepujaca:
G 0,1k
G(S): U(S) — - 2’ P
1+G,(s)  s°+2s" +s5+0,lkp
Granica stabilnos$ci tego uktadu jest wyznaczona przez rownanie charakterystyczne:
2 +257 +5+0,lkp =0

s3 1 1

s? 2 0,lkp
Budujemy tablice Routha: 0,lkp—2
R [tiid e

-2
1 0,1kp
skad granica stabilnosci jest okreslona z warunkow:

0,lkp—2

=0, kp = kpmax =20 oraz 0,1k, > 0 (co daje oczywiste ograniczenie: kp >0).

Rownanie charakterystyczne dla wzmocnienia kpmax = 20:

$*+2s7 +5+2=0.

W celu okreslenia granicznej czgstotliwosci przechodzimy do postaci widmowej (s = j@) i w
kolejnych krokach obliczamy rzeczywista pulsacje:

—jo’ 20" +jo+2=0
jo(l-0*)+2(1-0*)=0
(1-0*)2+jw)=0

Oscylacje wystepuja dla @= 1. Okres tych oscylacji mozna okresli¢ z zaleznosci:
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w=2?ﬂ,skqd: T= Ty =2m.

Na podstawie Tabeli 9.4 (prawa czg¢$¢) obliczamy nastawienia regulatora PID:

kp = komax/1,7=20/1,7=11,76

Tr= Tmax/2 =2m/2 =3,14

Tp = Trmax/8 =2m/8 = 0,785

W podobny sposdéb mozna otrzymac¢ nastawienia regulatoréw P oraz PI. Odpowiedz jednost-
kowa uktadu z regulatorem PID jest pokazana na rys. 9.54, krzywa 1. Wida¢, ze wystgpuje
znaczne przeregulowanie, przekraczajace 60%.

W celu ochrony obiektu na wyjsciu regulatora zostal umieszczony ogranicznik z zadanymi
granicznymi warto$ciami. Model tego uktadu regulacji zostal opracowany w programie SI-
MULINK (rys. 9.55). Struktura modelu jest zgodna z rys. 9.53. Uktad blokujacy nasycenie
integratora jest sterowany przez blok wzmacniacza ustawianego za pomoca wspotczynnika A4,,.
W celu odstawienia blokowania nasycenia mozna przyjac: 4,, = 0. W takim przypadku uzy-
skamy odpowiedz na skok jednostkowy jak na rys. 9.54, krzywa 2. Mozna zauwazy¢, ze w
przedziatach nasycenia kontynuowane jest catkowanie, co objawia si¢ prostymi odcinkami
odpowiedzi o niemal statym nachyleniu. Kierunek tego nachylenia zalezy od znaku nasycenia:
narastanie odpowiada osiagni¢ciu gornej granicy, a opadanie — dolnej granicy komparatora. Jak
wida¢, w przedziatach nasycenia proces nie jest sterowany.

Aby unikna¢ nasycenia w modelu z rys. 9.55, uaktywniany jest uktad blokowania nasycenia.
Wspotezynnik 4,, w obwodzie sterowania integratorem obliczamy zgodnie z (9.66):

szl/ TITD=0,637.

® ; ; ; ; a)
N ) S L //\2 ............ P TP i

czas, t, s

Rys. 9.54. Odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu (a): 1 — regulator PID bez ogranicznika; 2
— regulator z ogranicznikiem; 3 — regulator z ogranicznikiem i ukladem odblokowujacym na-
sycenie integratora; przebieg sygnatu Ar(¢) (b)
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W rezultacie uktad regulacji z ogranicznikiem i obwodem blokujacym nasycenie integratora
wykazuje si¢ zupelie innymi wlasciwosciami. Krzywa 3 na rys. 9.54a) pokazuje przebieg
odpowiedzi tego uktadu na skok jednostkowy. Sposob narastania odpowiedzi uktadu z blokada
nasycenia jest w pierwszej czesci taki sam, jak w uktadzie bez eliminacji nasycenia. Z powodu
duzego uchybu na poczatku procesu regulacji dzialanie cztonu I jest ograniczone przez goérna
warto$¢ komparatora (nasycenie). Trwa to ok. 9s (rys. 9.54b). Po zblizeniu si¢ odpowiedzi do
warto$ci zadanej (mata warto$¢ uchybu) zmniejsza si¢ takze warto$¢ sygnatu na wyjsciu regu-
latora. Stan ten jest wykrywany przez uktad blokady nasycenia (zerowa warto$¢ sygnatu Ar(r)),
co powoduje odblokowanie integratora: regulator funkcjonuje wedlug normalnych zasad.

A r(t)

47
Integrator g 4>’:} | 01 y(t)ﬁ
ro(t) r(t s3+2s2+s
E—b@— Saturation G1(s) Scope

Step P
9.24s

0.015s+1
D

Rys. 9.55. Schemat modelu uktadu regulacji PID w programie SIMULINK

Jesli sygnat sterujacy ro(¢) utrzymuje si¢ w przedziale wyznaczonym przez obie granice kom-
paratora, regulacja odbywa si¢, jak w uktadzie liniowym. Na rys. 9.54, krzywa 1, wida¢ takze,
ze usuni¢cie ogranicznika powoduje przys$pieszenie procesu regulacji, jednak duze przeregu-
lowanie moze by¢ niedopuszczalne dla obiektu.

W ukladzie regulacji, uzyskanym w przyktadzie 9.11, czton rézniczkujacy w regu-
latorze PID jest realizowany zgodnie z (9.55) i jest zasilany sygnatem uchybu — jak w
klasycznym schemacie. Takie rozwigzanie prowadzi jednak do pojawienia si¢ bardzo
duzej wartosci pochodnej w przypadku duzej zmiany uchybu (w tym krotkim czasie
ros$nie takze sygnal Ar(f), co jednak pomini¢to na rys. 9.54b aby pokazaé szczegoty
sygnatu sterujacego). Ten duzy skok sygnatu na wyjsciu cztonu D moze by¢ niebez-
pieczny dla trwatosci konstrukcji regulatora. Z tego powodu, w praktycznych realiza-
cjach, czton rézniczkujacy jest zasilany sygnalem wyjsciowym y(¢) (rys. 9.53). Nie
zmienia to algorytmu regulacji.

9.6. Korekcja w sprze¢zeniu zwrotnym
Zasada korekcji uktadu regulacji poprzez sprzezenie zwrotne odnosi si¢ do modyfika-

cji transmitancji obiektu przez objecie go petla ujemnego sprzezenia zwrotnego z ade-
kwatna transmitancjg Hi(s) (rys. 9.56).
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YOI B0 o Gy

Y(s)

Hi(s) -

Rys. 9.56. Zasada korekcji w sprzezeniu zwrotnym

Jak wida¢, tego rodzaju korekcja zmienia transmitancj¢ uktadu w torze glownym, co
moze mie¢ takze wptyw na warto$¢ uchybu e(r). Czton Hi(s) w sprzgzeniu wybiera si¢
zazwyczaj o charakterze rozniczkujacym, co powoduje efekt catkowania w uktadzie
zamknigtym (patrz przyktad 4.5). To zwicksza thumienie catego uktadu i polepsza jego
stabilnos¢.

Przyklad 9.12. Zbada¢ wplyw korektora o transmitancji (rys. 9.56):
Hy(s)= ks,
na wlasciwosci uktadu ze sztywnym sprzezeniem zwrotnym, w ktorym
proces jest okreslony nastepujaca transmitancja:

k
Gi(s)= ! .
1) sisTl+1i

Podana transmitancja korektora jest typowa dla tachometru, ktory stuzy do pomiaru predkosci
obrotowej lub przesuniecia uktadu mechanicznego: wyjsciowy sygnat elektryczny jest propor-
cjonalny do pochodnej przesunigcia (predkosci).

Przed korekcja zastepcza transmitancja uktadu zamknigtego jest nastgpujaca:

_ Gs) _ ky _ 1 _ 1
= G 5T L S '
1 S 1+S+k1 S2*1+*S+1 Si_;,_zé’is.’.l
1k w; o,

Latwo mozna okresli¢ pulsacj¢ drgan wtasnych i wspotczynnik thumienia tego uktadu:

ﬁ=a),%,skagd: w, = ﬁ,
T

1 1

2§L=L,Skqd:§’=w”= !
o, k 2k 2.|Tik,

Po zastosowaniu korekcji w sprzgzeniu zwrotnym (rys. 9.56) zastepcza transmitancja obiektu
jest nastepujaca:

kl
G (s)= G, (s) _ szﬂ +5 _ k,
* 4G ()H(s) |, K ks s(sT, + 1)+ k ks

S°T +s
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Transmitancja zamknigtego uktadu po korekc;ji jest nastepujaca:

G, (s) k, 1
Gk (S) = = 3 =
1+Gy(s) s T+s(+kk)+k o £+s (1+kk,) +1
kl kl
Mozna zauwazy¢, ze pulsacja wiasna uktadu nie ulega zmianie:
ky _ o

P ok = a),f , hatomiast wspotczynnik thumienia:
1

20— Lakk,).

nk 1

Podstawiajac z poprzedniej analizy: 2¢ b = 1 , otrzymamy relacj¢ pomigdzy wspotczynni-
n 1
kami thumienia przed- i po korekc;ji:

1 1
2§k_= 2§;(1+k1kk) , skad: gk = §(1+k1kk)'

nk
Widag¢, ze wspotczynnik ttumienia po zastosowaniu podanej korekcji w sprzgzeniu zwrotnym
zwicksza si¢ (1+kik) razy. Dzigki temu, mozna zmienia¢ przeregulowanie (p. 4.3.3):
e

2
v, =100e ""¢" oraz czas narastania: oo, = 4 .
o,
Badajac uchyb uktadu po korekeji (9.1):
U(s
Eo)= IO
1+ le (S)

widaé, ze takze on podlega modyfikacji. Jej charakter zalezy od rodzaju transmitancji uktadu w
torze sprzgzenia zwrotnego Hi(s).

W analizowanym przypadku korekcyjna transmitancja cztonu w sprze¢zeniu zwrotnym jest
rezultatem zastosowania odpowiedniego czujnika pomiarowego (tachometru). Pozadany efekt
korekcyjny nie wymaga wigc uzycia oddzielnego cztonu. Jak wida¢ z rys. 9.56, czujnik pomia-
rowy w glownym sprzg¢zeniu zwrotnym powinien mie¢ charakterystyke proporcjonalna.

9.7. Korekcja addytywna

Korekcja addytywna polega na dodaniu do istniejacego uktadu regulacji dodatkowego
wymuszenia pochodzacego od odwrotnego modelu procesu (rys. 9.5d). W rezultacie
wystepuje zmiana warunkow regulacji podczas trwania procesu. Jesli transmitancja
procesu Gi(s) jest znana, to transmitancja dodanego cztonu jest okreslana z warunku:

1
G, (s)=—— 9.67
ka( ) Gl (S) ( )
Przyblizona warto$¢ relacji (9.67) wynika stad, ze uzyskanie dokladnie odwrotnej
transmitancji jest zazwyczaj niemozliwe.
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W celu uzasadnienia poprawnosci korekcji addytywnej rozpatrzmy schemat jak na
rys. 9.57. Przed wprowadzeniem cztonu korekcyjnego o transmitancji Gr(s), uktad
regulacji zawiera w torze gtownym dwa cztony Gi(s) oraz Ga(s). Ten ostatni reprezen-
tuje jaki$ standardowy korektor (regulator).

Transmitancja uktadu zamknigtego przed korekcja addytywna jest nastepujaca:

G,(5)G,(5)

G (s)=—L1—"—"——, 9.68
606, 6%
korektor
Gka(s)
obiekt
Us) | +  E@s) Ty R(s) Y(s)
Gas) O Gil®) -
Rys. 9.57. Zasada korekcji addytywnej
natomiast transformata uchybu:
E,(s)=U (s)—1 (9.69)

1+ G, (5)G,(s)

Celem wprowadzenia korekcji addytywnej jest uzyskanie jak najmniejszego uchybu.

Transmitancj¢ Gi(s) uktadu skorygowanego mozna okresli¢ z zalezno$ci wyzna-
czajacej transformatg wyjscia:
Y(s)=(U(s)=Y(5))G,(s)+U(5)G,, (5))G,(s), skad, po rozdzieleniu zmiennych wej-
sciowych 1 wyjsciowych, uzyskujemy:
Y(s) _ G(5)G,(5) + G (5)G, (5)
U(s) 1+ G, (s)G, (s)
Zauwazmy, ze po spetieniu warunku (9.67) transmitancja ta przyjmuje warto$¢: Gi(s) =
1. Latwo sprawdzi¢, ze wowczas uchyb (dynamiczny) ma wartosc¢ bliska zero:
Els)=U(s) - Y(s5)=0.
W ogolnym przypadku transformata uchybowa jest nastepujaca:
1-G,(5)Gy, (5)
14 G (5)Gy(s)

gdzie G (=Y (9)=Y(s) _1=G(5)Gy,(5)
' U(s) 1+ G,(5)G,(5) ’

G (s)=

(9.70)

E,(s)=U(s)-Y(s)=U(s) (9.71)

(9.72)
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jest transmitancja uchybowa uktadu z korekcja addytywna. Amplituda tej transmitan-
cji zmierza do zera, gdy spelniony jest warunek idealnej korekcji (9.67).

Dziatanie dodatkowe z uzyciem bloku Gy,(s) moze by¢ uruchamiane tylko podczas
okreslonych sytuacji, na przyktad podczas startu systemu lub przy duzych zmianach
wartosci zadanej. W normalnych stanach pracy wtasciwa regulacj¢ zapewnia korektor
o transmitancji Ga(s).

Przyklad 9.13. Dobra¢ korektor addytywny do uktadu regulacji z obiektem o transmitancji:

G/(s)= , bez regulatora: Gy(s) = 1.

(0,55 +1)
Idealna transmitancja cztonu korekcyjnego jest nastepujaca:
1

G, .(s)=—=0,55(0,5s +1

kaz( ) Gl (S) ( )
Ta transmitancja moze by¢ przyblizona realizowalng transmitancja o postaci:

s

G, () =——""—

w(8) 2(0,25s+1)
Jest to transmitancja rzeczywistego uktadu rézniczkujacego, co intuicyjnie odpowiada odwrot-
nosci rzeczywistego uktadu catkujacego, ktory przedstawia transformata obiektu Gi(s).
Zgodnie z (9.70), transmitancja skorygowanego uktadu jest nastgpujaca:
G (s)= Y(s)  G(5)G,(s)+ G (5)G,(s) _ L,Ss+2
g U(s) 1+ G,(s)G,(s) 0,125s° +0,75s* +1,55 +2
Dzielac transformaty uchybowe uktadu skorygowanego (9.71) i uktadu bez korekcji (9.69),
otrzymamy wzgledna transmitancj¢ uchybowa:

1-G,(5)G,, (5)

E (s G, (s 1+ G, ()G, (s 0,1255% +0,75s
W(S): k(): u() — 1() 2() :1_G1(S)Gka(s): :
E(s) Gu,(s) 1 0,125s% +0,755 +1
1+ G (5)G,(s)
co mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej: W (s) = 0.755(0,167s +1) .
(0,55 +1)(0,125s +1)

Na rys. 9.58 jest pokazana czg¢stotliwosciowa charakterystyka amplitudy tej wielko$ci. Wida¢,
ze niskie czestotliwos$ci w skorygowanym uktadzie sg skutecznie ttumione, natomiast dla wy-
sokich czgstotliwosci uktad skorygowany odtwarza charakterystyke oryginalnego uktadu bez
korekeji.

Odpowiedz uktadu z korekcja addytywna jest pokazana na rys. 9.59. Wymuszeniem jest skok
jednostkowy (w pierwszej czgéci rysunku), ktdry nastepnie zmniejsza amplitude dwukrotnie.
Wida¢, ze odpowiedz dosy¢ szybko si¢ ustala: wzmocnienie statyczne jest réwne 1.
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[W(jw)| (dB)

25 Liiiiiiil Lo iiiiiil Liiiiiiil

107! 10” 10! 107 o510

Rys. 9.58. Logarytmiczna charakterystyka amplitudy

0 P p 6 B 0 12 14 16 18 20
czas, S

Rys. 9.59. Odpowiedz uktadu z korektorem na zmienne wymuszenie

Dalsza modyfikacje uktadu, w celu zmniejszenia przeregulowania i skrocenia czasu ustalenia
odpowiedzi, mozna uzyskac¢ przez odpowiedni dobor cztonu Ga(s) (rys. 9.57), ktory zostat tu

przyjety: Ga(s) = 1.
9.8. Korekcja predykcyjna

Korekcja predykcyjna jest stosowana w przypadku, gdy w transmitancji obiektu wy-
stgpuje opOznienie, co czgsto ma miejsce w procesach przemystowych. Zapewnienie
okreslonych wartosci zapasu wzmocnienia w zamknigtym uktadzie regulacji jest
wowczas utrudnione. Mozna wtedy stosowaé korekcje predykcyjna, ktorej ogodlny
schemat jest pokazany na rys. 9.5f. Najbardziej znanym korektorem tego typu jest
predyktor Smitha*? (rys. 9.60).

42 Otto J.M. Smith (1917 - 2009), amerykanski profesor i inzynier elektronik.
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Pierwotny uktad regulacji zawiera obiekt o transmitancji:
Gi(s)=e""Gy(s)
oraz regulator o znanej transmitancji R(s). Zat6zmy, ze znana jest transmitancja obiek-

tu, na podstawie ktorej utworzony zostat czlon korekcyjny w torze sprze¢zenia zwrot-
nego korektora:

korektor Smitha

U(s) + + B Y(s)
— OO R(s) e TG (s) >

Y

(1 —e™t )é“(s) -«

Rys. 9.60. Uklad regulacji z korektorem Smitha
G,(s)=¢"G, (s), przy czym: G, (s)=G,,(s), £=7 (rys. 9.60).
Transmitancja toru gtéwnego (korektor wraz z obiektem) jest nastepujaca:
e G (H)R(s)
1+ (1 — e_ST kl 1 (S)R(S)

skad mozna okresli¢ transmitancj¢ zastgpcza uktadu z zewngtrzng petla sprzezenia
Zwrotnego:

G (5) = (9.73)

G(S)= Y(S) — Gks(s) — Gll(S)R(S) efsf (9 74)
U(s) 14Gu(s) 1+G, ()R(s) '

Jak wida¢, transmitancja ukladu z rys. 9.60 moze by¢ roztozona na dwa czynniki, z kto-
rych jeden przedstawia uktad regulacji z ujemng petla sprzgzenia zwrotnego, a drugi —
element opdzniajacy (rys. 9.61). Dzigki zastosowaniu omawianego korektora czton
opoOzniajacy zostal wyprowadzony poza petle sprzezenia zwrotnego, co eliminuje pro-
blemy zwigzane ze stabilnoscia takiego uktadu. W ten sposoéb, z punktu widzenia stabil-
no$ci rozwazanego systemu, zastosowanie korektora (predyktora) Smitha do uktadu z
opdznieniem jest rtownowazne uktadowi, w ktérym nie wystepuje opdznienie (rys. 9.61).

U(s) + o Y(s)

Gii(s) > € "

Y

— R(s)

Rys. 9.61. Schemat zastgpczy uktadu z korektorem Smitha
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Transmitancja regulatora R(s) nie ma wigc wptywu na proces korekcji opdznienia.
Regulator nalezy zatem dobiera¢ na podstawie zadanych charakterystyk tej czgsci
uktadu, ktora jest objeta petlg sprzezenia zwrotnego bez elementu op6zniajacego.

Podstawowa niedogodnosciag w stosowaniu algorytmu Smitha jest koniecznos$¢ do-
ktadnej znajomos$ci warto$ci opoznienia wystepujacego w modelu obiektu. Odchyle-
nie od rzeczywistej wartosci tego opdznienia moze prowadzi¢ do duzych bledow.
Ponadto zaklocenia w sygnale wejSciowym sa przenoszone na wyjscie i moga by¢
nawet wzmacniane. W celu ograniczenia zwigzanych z tym bledow stosowane sg 16z-
ne modyfikacje podstawowego korektora Smitha.

Przyklad 9.14. Dobra¢ korektor Smitha do uktadu regulacji z obicktem o transmitancji:

672.?

G = Gy e

W charakterze korektora uktadu z pominigciem opdznienia proponowany jest regulator PD

(rys. 9.61):
R(s)=K,+K,s.

Transmitancja uktadu objgtego sprzezeniem zwrotnym jest nastepujaca (rys. 9.62a):

K +K,s K +K,s
G(S): 5 P — P
155" +(B+K,)s+ K, +1 S2+8-:§<DS+K,1,5+1

Jest to wigc uktad drugiego rzgdu z transmitancja pierwszego rzedu w liczniku. Parametry K,
oraz Kp mozna dobrac przez analogi¢ do uktadu oscylacyjnego, w ktorym mianownik transmi-
tancji (funkcja charakterystyczna) jest nastepujacy:

M(s)=s"+2{w,s + w;

, K, +1 K, +1
A zatem: @, = T , skad: @, = T
U(s) + Ys) @
— 00— R(s) G1i(s) >

U(s) +

Y(s) b)
——0——| R(s) >

Y

e TG (s)

Rys. 9.62. Schemat badanego uktadu: z pomini¢ciem cztonu opdzniajacego a); z cztonem
opdzniajacym, 7= 2 b)
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Z kolei: 2w, = 8-:§<D :

Zaktadajac: :i, otrzymamy:

D

8+K K, +1
20w, = D - [p2L .
sa, 15 Vo

Otrzymujemy stad relacj¢ pomiedzy obu poszukiwanymi wspotczynnikami:

Kp=[30(K,+1)-8.

Przyjecie: K, = 100, daje: Kp =47,045 (duza wartos¢ K, jest uzasadniona dazeniem do zmniej-
szenia statycznego uchybu potozenia).

Przebieg odpowiedzi uktadu na skok jednostkowy jest pokazany na rys. 9.63, krzywa 1). Pelny
schemat badanego uktadu jest pokazany na rys. 9.62b. Wprowadzenie op6znienia o zadanej war-
tosci 7= 2 powoduje, Ze staje si¢ on niestabilny.

Poprawnie zaprojektowany korektor Smitha eliminuje problem niestabilnosci, gdyz ekwiwalent-

ny uktad przybiera posta¢ jak na rys. 9.61.
Przy zatozeniu ze obiekt regulacji jest znany, mozna zaprojektowac korektor, ktorego parame-

try odpowiednio pokrywaja si¢ z parametrami obiektu (rys. 9.60):

=17, Gy (5) =Gy (s).

Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu z opdznieniem i zaprojektowanym w ten sposob ko-
rektorem jest pokazana na rys 9.63, krzywa 2. Ksztatlt tej odpowiedzi jest taki sam, jak w przy-
padku uktadu bez op6znienia, jednie jest ona opdzniona o warto$¢ 7=7=2 s.

t T T T T T .
i) 1./ : ;:"\: : Y2 O -
1k f- S S S s;.‘.,.‘..:‘..,..’f,'. S :,'\‘,’”" N
RN ‘.2/ 5,’§3§ SNl
078_ ...... ....... ..\ ..... ’ ........ ........ ........ ........ ....... -
N N q N N \\’IE N N N N
0,6 F i ; .................... S A ]
: i
04 ....... ........ ........ ........ ........ ........ ....... i
: :" : : : : : : :
02 i i ........ s s s L e i

T2 3 4 5 6 7 8§ 9 10

Rys. 9.63. Odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu bez opdznienia (1); z opdznieniem i do-
ktadng korekcja predykcyjna (2); z opdznieniem i zwigkszonym o 10% czasem opodznienia
w korektorze (3)

W przypadku, gdy parametry obiektu nie sa doktadnie znane, nalezy oczekiwaé odchylenia w
przebiegu odpowiedzi od tego idealnego zatozenia. Na rys. 9.63, krzywa 3, pokazany jest prze-
bieg odpowiedzi na skok jednostkowy, gdy w modelu korektora zalozono opdznienie o 10%

wieksze niz w obiekcie: 7=117=2,2 s.
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Widac¢ istotne réznice w przebiegu tej odpowiedzi.

Powyzej jest przedstawiona podstawowa zasada korekcji predykcyjnej na przykta-
dzie korektora Smitha. Jej gldwna zaletg jest wydzielenie cztonu op6zniajacego z za-
mknietej petli regulacji. Znane sa r6zne modyfikacje tej metody, ktére majg na celu
osiaggniecie wickszej elastycznosci korektora przy niedoktadnej znajomosci parame-
trow obiektu [51].

9.9. Regulacja z modelem wewne¢trznym

Koncepcja regulacji z modelem wewngtrznym (RMW) (ang. Internal Model Control-
ler, IMC) wywodzi si¢ ze znanej zasady mowiacej, ze jesli znany jest doktadny model
procesu, to mozliwe jest jego sterowanie doktadne. Wystarczy w charakterze korekto-
ra o transmitancji R(s) przyjac (rys. 9.64):

R(s) = (@. (S)TI , (9.75)

gdzie él(s) jest modelem procesu G, (s) .
Sterowanie moze si¢ odbywac w uktadzie otwartym (rys. 9.64), gdyz pozadany sygnat
wyj$ciowy jest rowny warto$ci zadanej. Wowczas powinna zachodzi¢ réwnos¢:

G,(s)=G(s), (9.76)

gdzie él (s) jest modelem procesu G, (s) .

Wiemy jednak, ze w praktyce trudno zblizy¢ si¢ do rownosci (9.76). Ponadto uktad
z rys. 9.64 poddany jest zakléceniom zewngetrznym, co jest zrodlem dodatkowych
btedow regulacji.

¥(s)
SLOBRIEN® RO E—

Rys. 9.64. Schemat otwartego uktadu sterowania

W celu kompensacji tych btgdow proponuje si¢ uktad RMW o strukturze jak na
rys. 9.65. Wielko$¢ Z(s) przedstawia transformate zakldcen, natomiast Z (s) jest jej
estymatg, o czym mozna si¢ przekonaé na podstawie rdwnania:

Z(5)=Y(5) = Y,(s) = G (s)V () + Z(5) = G, (s)V (5) 9.77)

Latwo zauwazy¢, ze Z(S) =Z(s), gdy spetniona jest zaleznos¢ (9.76). Sygnat 2(s)
zawiera wigc informacj¢ o niedopasowaniu modelu do obiektu (przy zalozeniu, ze
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zaklocenia Z(s) sa nieznaczne), co mozna wykorzysta¢ do poprawy sterowania w ta-
kim przypadku (p¢tla sprz¢zenia zwrotnego na rys. 9.65).

obiekt

Us) +  E(s) ) V(s) Gi(s)

Z(s)

él (s) he)

model obiektu

Rys. 9.65. Schemat uktadu regulacji z modelem wewngtrznym
Sygnat sterujacy V(s) przyjmuje nastepujacg wartosc:

V)= U6 -2k = U6 -l60-66F©-26) R ©18

Podstawiajgc oczywistg zaleznos¢: Y (s) = G,(s)V (s)+ Z(s) do (9.78), otrzymamy:

1) = UO=ZORGG) , ) KOGOUG)+ (1TR<s)él OO T,
1+ (G0 -G ke 1+ (G- G res)

Prawa strona w (9.79) jest transmitancja ukladu RMW wzgledem sygnatlu zadanego i
zaklocenia. Wynikaja stad wazne wlasciwosci tego uktadu:

- jesli ,_le(s)z((}l(s)TI oraz Gy(s)=G(s), to Y(s)=R(s)G,(s)U(s)=U(s), a wiec
sygnal zadany w pelni kontroluje wyjscie;

- jesli nawet drugi warunek nie jest spetniony: G;(s)# G,(s), to nadal sygnatl wyj-
sciowy nie zalezy od zaklocen.

Poniewaz rozbiezno$¢ pomigdzy modelem i obiektem zachodzi zazwyczaj w za-
kresie wysokich czestotliwosci, wiec w celu redukeji zwigzanych z tym bledow czgsto
w szereg z regulatorem R(s) dodawany jest filtr dolnoprzepustowy o transmitancji
GA(s). Czestotliwos¢ odcigcia tego filtru ustalana jest powyzej najwyzszej czgstotliwo-
$ci zwigzanej z dynamika procesu.

Obecnos¢ w uktadzie RMW odwrotnej transmitancji, obliczanej zgodnie z (9.75),
jest zazwyczaj zrodtem niestabilnos$ci catego systemu Iub jego nierealizowalnosci
(problemy z przyczynowoscig uktadu, gdy stopien licznika transmitancji jest wiekszy
niz stopien mianownika). Dotyczy to zwlaszcza uktadow z opoznieniem lub z dodat-
nimi pierwiastkami mianownika transmitancji R(s) (gdy takie zera wystepuja w liczni-
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ku transmitancji él (s)). Aby unikng¢ tych probleméw, nalezy zapisaé transmitancje
modelu w postaci iloczynu dwoch czynnikow, z ktorych jeden mozna odwracac bez
wspomnianych problemow:

G,(5)= G/ ()G (s), (9.80)

gdzie: éf (s) jest czynnikiem ‘odwracalnym’, natomiast éf (s) przedstawia czynnik
‘nicodwracalny’. Wskazane jest, aby wzmocnienie tej transmitancji w stanie ustalo-
nym bylo réwne 1.

Do dalszych etapéw syntezy uktadu RMW pomija si¢ czynnik ‘niesprzyjajacy’ od-
wracaniu, przyjmujac:

Gi(s)=G/(s) (9.81)

Pominigcie czynnika él" (s) w (9.81) zapewnia realizowalnos$¢ i stabilno$¢ koncowe-
go uktadu, a wynikajace stad bledy sg redukowane przez dodanie filtru dolnoprzepu-
stowego G/(s). W ten sposob transmitancja regulatora jest okre§lana nastepujaco:

R()=6,6)(6,) =6,)(6r )] 9.82)

W charakterze filtru dolnoprzepustowego mozna wybra¢ prosty filtr o jednostkowym
wzmocnieniu [51]:

G, (s) = (ﬁif (9.83)

gdzie: » — rzad filtru (zazwyczaj r nie jest wicksze od 2); 7. — stala czasowa zwigzana
z czgstotliwoscig odciecia: T, = 1/f-.
Szczegbly projektowania takiego uktadu wyjasnia kolejny przyktad.

Przyklad 9.15. Przeprowadzi¢ synteze uktadu RMW do sterowania obiektem o transmi-
tancji:
-
e
Gi(s)= =

Gs+)@s+D) "
Poréwnac przebiegi odpowiedzi na skok jednostkowy przy zatozeniu, ze:
1) spetniony jest warunek (9.76);

2) funkcja wyktadnicza w modelu opdznienia jest przyblizona wg aprok-
symacji Padé, natomiast zastosowany filtr odcinajacy jest rzedu » = 1;

3) jak w p. 2), z tym, ze zastosowano filtr odcinajacy rzedu r = 2.

Wykonujemy kolejne zalozenia.

1) W pierwszym podejsciu zaktada si¢, ze model obiektu wiernie odwzorowuje sam obiekt, a
wigc:
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675s

G =G)= 5 a4 ‘

Transmitancje t¢ przedstawiamy w postaci iloczynu dwoch czynnikow:

A _ 1 =55 _ o n - .
6= 5y riaeany® =GO sdrie
~o _ ; ~n _ 58

TO= i@y A=

Zgodnie z (9.82), do obliczenia transformaty regulatora, nalezy okres$li¢ transformate filtru
~ 1
odcinajacego i transformat¢ odwrotna: (Gl" (s)) . Te ostatnia mozna w przyblizeniu okresli¢
nastepujaco:
( o (s)jfl _ Bs+DBs+D) (Tis+D)(Ths+1)
! 255 +1)(1L5s+1) (s +1)(Tys+1)

Wystepujace tu stale czasowe wyznaczaja ‘roboczy’ przedziat czgstotliwosci, ktory jest zwia-
zany z dynamika ukladu (state czasowe czynnikow mianownika sa dwa razy mniejsze niz w
liczniku). Mozna to zaobserwowac¢ na logarytmicznej charakterystyce amplitudy transformaty

G rys. 9.66)

1,0

15 T T
2 %
= 10 ........................ ..........................................................
=z é
&5 ...................... ..................................................................
o . L i
o1t
L LT T,

!
1 . 10
T czestotliwos$¢, rad/s

~ 1
Rys. 9.66. Charakterystyka amplitudowa cztonu (Gl" (S)T

Mozna zauwazy¢, ze w pasmie wysokich czgstotliwosci wystepuje duze stale wzmocnienie, co
wzmacnia szumy i nie jest uzasadnione wtasciwos$ciami dynamicznymi uktadu. Analizujac ten
wykres, mozna okresli¢ czestotliwos$¢ odciecia filtru dolnoprzepustowego, ktora jest wyzna-
czona przez wartos¢ 1/7. = 2,0, co daje nastgpujaca transformate filtru:

1 1
G, (s)= = .
) (7.+1)"  (055+1)"

Ostatecznie transformata regulatora ma nastepujaca postacé (r = 1):
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i R -1 (5s+1D)(3s+1)
R =G, (G0 = (2,55 +1)(15s +1)(0,55 +1)

Odpowiedz na skok jednostkowy uzyskanego uktadu jest pokazana na rys. 9.67, krzywa 1.

2) Jesli opoznienie w modelu obiektu bedzie odwzorowane wedtug aproksymacji Pad¢:

1-Ls
e—TS ~ ,

1+ z s

2
to transmitancja modelu przyjmie nastgpujaca forme:
A 1-2,5s A A
Gi(s) = =Gy (s)G'(s)
(Gs+DBs+1)(2,5s+1)

Czynnik w liczniku ma pierwiastek w prawej czesci ptaszczyzny s, wigc nie moze by¢ brany
pod uwage przy obliczaniu odwrotnosci tej transmitancji. A wigc:

¥
1

0,8
0,6
0,4

0,2

0

0 5 10 5 20 cmss 25

Rys. 9.67. Odpowiedz uktadu RMW na skok jednostkowy dla rozwazanych przypadkow: 1-
model doktadnie odtwarza obiekt; 2 — opdznienie jest odwzorowane wg aproksymacji Pad¢,
3 — zastosowano filtr 2-go rzgdu

610 (s)= 1-2,5s ,
(5s+D(Bs+1)(2,5s +1)
Macierz odwrotna moze by¢ aproksymowana wedlug podobnej reguty, jak powyzej:
(Gla (s))‘l _ Gs+DEBs+D25s+1)  _ (Ss+DBs+1)
(2,55 +1D)(A,5s +1)(1,25s +1)  (L5s+1)(1,25s+1)
Zaktadajac, ze stosujemy ten sam filtr co w poprzednim przypadku, otrzymamy nastgpujaca
transformate regulatora:

. -l S5s+1)(3s+1
RE)=G, () Gi(s)| =2 WD
(1,55 + 1)(1,255 +1)(0,55 +1)
Odpowiedz na skok jednostkowy tego uktadu przedstawia krzywa 2 na rys. 9.67.

Gl'(s)=1-2,5s.
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3) Jesli w poprzednim przypadku zalozy¢, ze filtr odcinajacy jest drugiego rzedu: » = 2, to
transmitancja filtru bedzie nastepujaca:

Gpls)= (

0,55+1)?

Prowadzi to do odpowiedniej zmiany transmitancji regulatora:

R =G, (G =

_ (5s+1D)3s+1)
(1,55 +1)(1,255 +1)(0,5s + 1)

Odpowiedz uzyskanego ukladu RMW na skok jednostkowy jest pokazana na rys 9.67, krzywa 3.
Wszystkie rozpatrywane uktady poprawnie identyfikuja opoéznienie wystepujace w obiekcie. W
przypadku, gdy model niedoktadnie odwzorowuje obiekt, w stanie przejsciowym odpowiedzi
pojawiaja si¢ niewielkie zanikajace oscylacje, co zwigksza czas ustalenia si¢ odpowiedzi. Rzad
filtru odcinajgcego ma w tym przypadku niewielki wptyw na przebieg odpowiedzi.

9.10. Uwagi koncowe

Powyzszy przeglad klasycznych metod regulacji w jednowejsciowych/jednowyjscio-
wych (SISO) liniowych systemach cigglych pozwala oceni¢ obszar stosowania po-
szczegolnych korektorow. Mozna tu sformutowac nastepujace uwagi:

Korekcja szeregowa (w oparciu o korektory oraz regulatory PID) jest podstawo-
wym sposobem formowania pozadanej zast¢pczej transmitancji rozpatrywanych
uktadéw regulacji. Zakres jej stosowania jest jednak ograniczony do malej warto-
$ci op6znienia, co mozna okresli¢ za pomoca nastepujacej relacji (rys. 9.45):
01<7/T; <10 (9.84)

W przypadku wigkszych opdznien nalezy stosowac¢ korektory predykcyjne, algo-
rytmy RMW lub inne podejscia. Przy bardzo krétkich opdznieniach lepsze rezul-
taty daja korektory wyzszego rzedu, np. przyspieszajaco-opdzniajace.

Jesli warunek (9.84) jest spetniony, to najche¢tniej sg stosowane regulatory PID,
ktére mozna stosunkowo tatwo nastawiaé. Od czasu sformutowania regut Ziegle-
ra-Nicholsa powstalo wiele metod syntezy tych regulatorow, ktéore moga prowa-
dzi¢ do uzyskania lepszych charakterystyk regulacji w okreslonych przypadkach
[2, 3, 58].

Projektujac korektor, nalezy mie¢ na uwadze, ze obiekt regulacji (rys. 9.5) przed-
stawia zazwyczaj ztozony proces, w ktorym ujete sg takze dodatkowe elementy,
jak wymuszalnik, czy uktad pomiarowy. Transmitancja tak rozumianego obiecktu
jest uzytecznym odwzorowaniem jego uproszczonego (niskiego rzedu) modelu
matematycznego.

Kazdy rzeczywisty obiekt funkcjonuje przy okreslonych ograniczeniach odno$nie
do wartos$ci sygnalow (najczesciej sa to sygnaly sterujace). Wprowadzenie sto-
sownych ograniczen wartosci tych wielkosci taczy si¢ z nieliniowg charakterysty-
ka cztondéw regulacji, co zazwyczaj prowadzi do efektow nasycenia. Jego skutki
powinny by¢ uwzgledniane przy projektowaniu takich korektorow.
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Niekiedy dobre warunki korekcji uktadu regulacji mozna osiggnaé przez modyfi-
kacje transmitancji obiektu regulacji, co mozna uzyska¢ przez korekcje w torze
sprzgzenia zwrotnego, obejmujacego sam obiekt.

Proste metody nastawiania korektoréw zostaty opracowane w odniesieniu do re-
gulatoréw PID. W og6lnym przypadku spehienie bardziej doktadnych wymagan
odnosnie do dynamicznych i czestotliwosciowych charakterystyk uktadu regulacji
wymaga zastosowania zaawansowanych metod projektowych [2, 3].

Wigkszos¢ powyzszych uwag odnosi si¢ takze do korekceji liniowych uktadéw dys-
kretnych, co jest rozwazane w nastepnym rozdziale.

Zadania

9.1

9.2

9.3

94

W przyktadzie 9.12 analizowany jest korektor w sprzezeniu zwrotnym o idealnej transmi-
tancji rozniczkowej. Takie zatozenie jest trudne do spetnienia w praktyce. Zbada¢ moz-
liwo$¢ zastapienia tego korektora bardziej realistycznym rzeczywistym elementem roz-
niczkujacym o transmitancji:

kkS
H,(s)=
£ sT, +1

Okresli¢ przedzialy zmian wspoétczynnikow ki oraz Ti, przy ktorych uktad pozostaje
stabilny. Przyja¢, ze obiekt ma transmitancje, jak w przyktadzie 9.12 (przyja¢ takie war-
tosci wspotczynnika ki, aby wérod biegundw transmitancji uktadu zamknietego byta para
liczb zespolonych).

Dany jest obiekt o podanej transmitancji:

G (s)= 25(s—+6)

s(s”+4s+25)

Narysowac charakterystyke uktadu otwartego na karcie Nicholsa, wyznaczy¢ na rysunku
zapas fazy, zapas wzmocnienia oraz pulsacj¢ ar dla przejscia trajektorii przez wspotrzed-
ng zerowg wzmocnienia. Przygotowac odpowiedni program w kodach programu Matlab.
Dany jet obiekt o nastepujacej transmitancji:

G (s)= 0

s(s+36)(s+100)

Narysowac¢ trajektori¢ uktadu na karcie Nicholsa i okre$li¢ nastepujace parametry: - za-
pas fazy i zapas wzmocnienia, amplitude¢ i pulsacj¢ rezonansowsg, - pasmo przepuszcza-
nia. Dobra¢ korektor szeregowy zapewniajacy 15% przeregulowanie.

Dany jest uktad regulacji z jednostkowym sprz¢zeniem zwrotnym, w ktorym obiekt jest
okreslony nastgpujaca transmitancja:

G,(s)= 05

s(s+1)(s+5)

Dobrac typ regulatora i jego nastawienia zgodnie z regutami Zieglera-Nicholsa. Porow-
na¢ odpowiedzi uktadéw na skok jednostkowy: przed i po wprowadzeniu korekcji.
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9.5

9.6

9.7

9.8

9.9

9.10

Stosujac reguly Zieglera-Nicholsa dobra¢ typ regulatora PID oraz jego parametry do
uktadow regulacji z obiektem o podanej transmitancji:

10 ~ 1 2
G(s) = G +10)° Gi(s) = Gi(s)= :

(s+D(s-2)° s(s+1)
Dany jest obiekt o nastgpujacej transmitancji:

0.1
G = st

Okresli¢ nastawienia regulatora PID, przy ktorych rownanie charakterystyczne zamknig-

tego ukladu regulacji jest nastepujace: M (s) = s> +2¢wys + @ , gdzie: {=1N2, ay = 7.
Zbada¢ podstawowe charakterystyki uzyskanego uktadu regulacji. Por6wna¢ z regulato-
rem nastawionym wedlug regut Zieglera-Nicholsa.
Powtorzy¢ zadanie (9.6) dla obiektu o transmitancji:
0,1
Gi(9)=——"—+
5(0,5s+1)
z regulatorem PD.
W ukltadzie o strukturze jak na rys. 9.52 obiekt jest okreslony za pomoca nastgpujacej

transmitancji:
e—2s
Gi(s)=
T

Przeprowadzi¢ analiz¢ tego uktadu regulacji, gdy w torze gtownym znajduje si¢ regulator
PID o nastgpujacych parametrach: k, =3, T; = 8, T, = 2, a takze dyskryminator z ograni-
czeniami: 7yin = —1,25, Fmaks = 1,25.

Przeanalizowa¢ zachowanie si¢ uktadu regulacji po jego zataczeniu.

Dany jest obiekt regulacji o nast¢pujacej transmitancji:

005 _
=5 ¢ "

Zbudowa¢ uktad regulacji z zastosowaniem predyktora Smitha. W charakterze korektora
zastosowac regulator PID. Zbada¢ i porownaé wiasciwosci uktadu regulacji z samym re-
gulatorem PID oraz z dodaniem korektora Smitha. Nastawienie regulatora PID okresli¢
na podstawie regut Zieglera-Nicholsa z pominigciem op6znienia w obiekcie.

Dany jest obiekt o nastepujacej transmitancji:
—6s

c
Gis) = (2,55 +1)

Utworzy¢ uktad regulacji:

a) z zastosowaniem regulatora PD oraz korektora Smitha;

b) z zastosowaniem algorytmu z modelem wewnetrznym (RMW).
Poréwnac wtasciwosci obu uktadow.




10. KOREKCJA LINIOWYCH UKEADOW
DYSKRETNYCH

10.1. Wprowadzenie

Zastosowanie techniki cyfrowej do realizacji zadan sterowania zaréwno w uktadach
ciaglych, jak i dyskretnych, ma wiele zalet w poréwnaniu z technologia analogows.
Mozna tatwo wymieni¢ podstawowe zalety zwigzane z zastosowaniem uktadow cy-
frowych (komputerowych):
— elastycznos¢ w realizacji niemal dowolnych funkcji sterowania;
— niski koszt wykonania;
— duza doktadnos¢ i szybkos¢ sterowania;
— latwe rozszerzenie zakresu funkcji (rejestracja, analiza zdarzen);
tatwos¢ komunikacji.
Czynniki te sprawiajg, ze obecnie powszechnie stosowane sg komputerowe uktady
sterowania. Projektowanie takich (dyskretnych) uktadow regulacji moze si¢ odbywac
na dwa sposoby:
— przez zastosowanie metod korekcji uktadow ciaglych oraz transformacji uzyska-
nych transmitancji korektorow ciggtych do postaci dyskretnej;
— na drodze bezposredniego projektowania korektorow dyskretnych.
Pokazemy, ze niektore sposoby projektowania korektorow moga by¢ stosowane
tylko w odniesieniu do uktadéw dyskretnych.

10.2. Bledy ustalone w ukladach dyskretnych

Podobnie jak w przypadku uktadow ciaglych warto$¢ btedu regulacji w uktadach dys-
kretnych jest waznym wskaznikiem, charakteryzujacym wlasciwosci uktadu. W dys-
kretnym uktadzie regulacji transformata uchybu jest okreslona nastepujaco (rys. 10.1):

E(z)=U(z)-Y(z)=- ) (10.1)

1+G,(z)°
gdzie G, (z)=(1— ZI)Z{GI(S)H(S)} )
S

Jesli uktad jest stabilny, to do obliczenia wartosci uchybu ustalonego mozna sko-
rzysta¢ z twierdzenia o warto$ci graniczne;j:
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e, = }L“Ee*(” = 1215}((2 ~1)E(z))= 113}[(:2%)2)J (10.2)
| Gy(2) |
| PR (6)
U B o 1—e~*Ti T
() + (s) € > Gi(s) >
R E(z) s Y(s)

Rys. 10.1. Uchyb w uktadzie dyskretnym

Wida¢, ze wartos¢ uchybu ustalonego zalezy od przebiegu na wejsciu uktadu oraz od
transmitancji uktadu otwartego. Podobnie jak w przypadku ukladow ciaglych (5.5)
transmitancja uktadu otwartego moze by¢ przedstawiona w postaci iloczynowe;j:

L(z) _ kz'(z—a))(z-a,)..(z—a,)

O @) T ) ab)e-by) iz -b,)

(10.3)

gdzie: a; # 1, b; # 1 sa w ogdlnym przypadku liczbami zespolonymi, natomiast czyn-
nik (z — 1) odgrywa podobna rolg, jak s* w transmitancji uktadu cigglego (5.5): odnosi
si¢ on do bieguna lezgcego na granicy stabilno$ci p-tego rzedu: wyktadnik p okresla
klase uktadu dyskretnego. W analogiczny sposdb mozna takze okresli¢ poszczegdlne
btedy ustalone uktadu dyskretnego.

Blad polozenia jest ustalong wartoscia uchybu w przypadku, gdy na wejscie po-
dawany jest dyskretny skok jednostkowy:

u(k) = 1(k), U(z) = z/(z-1).

Jesli w (10.3) p = 0 (uktad klasy 0), to na podstawie (10.2), otrzymamy:

(z-1)
_1; _ _1 z—1|_
ep_lzlgll((z )E(z)) lim G |TTek (10.4)

z

gdzie: k, = lin]l(G,, (z)) jest wspotczynnikiem wzmocnienia potozenia.
W przypadku, gdy p = 1 (uklad klasy 1), to w (10.4) zachodzi zwigzek:
k,= lziE}(G" (z)) = o, skad e, = 0. Podobnie jest dla ukladu klasy 2 (p = 2).

Blad predkosciowy jest ustalong wartos$cig uchybu w przypadku, gdy na wejscie
podawany jest dyskretny sygnat narastajacy:
u(k) = Tik, U(z) = Tizl/(z—1).
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Jesli w (10.3) p = 0 (uktad klasy 0), to na podstawie (10.2), otrzymamy:
T.z

(z-D—"—=
T B _1s (z=D" |_;. T, _I
e, _1213}((2 )E(z)) lim 60 ng}(—(z_l)Go(z)J P (10.5)

gdzie: k, = linll((z ~1)G,(2)) =0, a wiec e, —oo.
W przypadku, gdy p = 1 (uklad klasy 1), to w (10.5) zachodzi zwiazek:
k,= 1irr]1((z ~1)G,(2)) - czynniki (z — 1) ulegaja redukcji.
Dla uktadu klasy 2 (p = 2) warto$¢ wspodtczynnika wzmocnienia predkosciowego dazy
do nieskonczonosci: k, = linll((z -1G, (z)) —0,awiece,=0.

Blad przyS$pieszeniowy jest ustalong wartoscig uchybu w przypadku, gdy na wej-
scie podawany jest dyskretny sygnat paraboliczny:
u(k) = 0,5(Tk)?, U(z) = 0,5T z(z+1)/(z—1)’.
Jesli w (10.3) p = 0 (uktad klasy 0), to na podstawie (10.2) otrzymamy:
T z(z+1)

l

. | &Y 2z-1° | .. T’ 7?2
e, =121511((z—1)E(z))=121311 6.0 ZIZIL{MJ:E’(I%)

gdzie: k, = linlq((z —1)2G,(2)) > 0, a wiec e, —<.

Podobna zalezno$¢ zachodzi dla uktadu klasy 1, gdy p = 1.
Dla uktadu klasy 2 (p = 2) wspoétczynnik wzmocnienia przyspieszeniowego przyjmuje
nastepujaca wartoscé: k, = lirrllﬁz -1)°G, (z)), a uchyb jest okreslony zgodnie z (10.6).

Mozna zauwazy¢, ze uchybem ustalonym w uktadach dyskretnych rzadza podobne
zasady, jak w przypadku uktadéw cigglych. Na podstawie przeprowadzonej analizy
mozna utworzy¢ tabele podobng do Tabeli 9.1, w ktdrej zestawione sg wartosci po-
szczegllnych rodzajow uchybow ustalonych. Podobnie nalezy takze podchodzi¢ do
problemu korekcji uchybu ustalonego. Na przyktad uktad dyskretny klasy p > 0 nie
wymaga korekcji ustalonego uchybu potozenia, gdyz wowczas e, = 0.

10.3. Korekcja szeregowa

Zasada doboru korektoréw w uktadach cigglych moze by¢ powtdrzona w odniesieniu
do uktadow dyskretnych. Nalezy jednak zwroci¢ uwage na duzg swobode¢ w doborze
fizycznych cech korektora. W ogoélnym przypadku w uktadzie regulacji dyskretnej
moze by¢ stosowany korektor ciggly lub dyskretny. Odpowiadajace temu struktury
regulacji sg przedstawione na rys. 10.2 [33]. Stosownie do tego, projektowanie pro-
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wadzi si¢ w odniesieniu do korektora ciaglego (rys. 10.2a) lub korektora dyskretnego
(rys. 10.2b). W tym ostatnim przypadku w procesie projektowania korektora dyskret-
nego mogg by¢ stosowane metody znane dla uktadow ciaglych (uzyskany korektor
ciaggly jest nastgpnie transformowany do postaci dyskretnej) lub metody syntezy ko-

rektorow dyskretnych (projektowanie bezposrednie).
a)

, Gf2) |
| i | Y@2)
E . |_ —" o= ——p»
UGs) E) o e L G e G >
g 50| s 1)
analogowy proces
korektor
b)
| G[(Z) |
| Ny | Y@2)
U(S) E(S) TL R(S) Tl 1 —sT; |_ —” o= ——p
y o] Gl(z) > e ™ Gils) Y
g EG) RO s 1o
dyskr
Pslaemy proee

Rys. 10.2. Struktura dyskretnego uktadu regulacji: a) z korektorem analogowym,;
b) z korektorem dyskretnym

10.3.1.  Projektowanie korektora analogowego.

Korekcja uktadu regulacji wedlug schematu z rys. 10.2a praktycznie nie jest obecnie
stosowana. Przyczyna tego jest rozwdj technologii mikroprocesorowej, dzigki czemu
posta¢ dyskretna sygnatu na wyjsciu przetwornika A/C moze by¢ poddana przetwa-
rzaniu w korektorze dyskretnym jak na rys. 10.2b. Latwo jednak zauwazy¢, ze znajac
transmitancj¢ korektora ciggltego Gi(s), mozna zastosowac technike modelowania
dyskretnego w celu okreslenia postaci dyskretnej Gi(z) tej transmitancji. Uzyskany
korektor dyskretny moze by¢ nastepnie stosowany w uktadzie jak na rys 10.2b.

Procedura projektowania takiego korektora sktada si¢ z nastepujacych krokow:

1. Znajac transmitancj¢ obiektu Gi(s), przeprowadzi¢ synteze korektora ciggtego o

transmitancji Gi(s) - p. 9.3:

sT +1
G, (s)=4 ]l .

sL+1

2. Stosujac przeksztalcenie biliniowe, okresli¢ transmitancje dyskretng korektora Gi(z):
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G (2)=Gy(s)| 2221

T; z+1
3. Zastosowac uzyskany korektor dyskretny w schemacie jak na rys. 10.2b.
Procedurg te¢ ilustruje kolejny przyktad.

Przyklad 10.1. Dobra¢ analogowy korektor szeregowy w uktadzie dyskretnego sterowa-
nia obiektem o transmitancji:

10
s(s+1)

G\(s)=

Przyja¢ okres probkowania 7; = 0,025 s.

Charakterystyki czgstotliwosciowe uktadu cigglego bez korekcji sa pokazane na rys. 10.3
(krzywe punktowe). Wida¢, ze zapas fazy wynosi ponizej 20°.

a)

» "7 zkorektorem’
g " | przy$pieszajacym’
= (ciagly) : = - =
g 5
5 .
Q .
ERl t
& oo
©it| bezkorekcji o
—-100 Ll JoreRar
-90 = \_\“’1 o) b
Tl z korektorem : :
> przy§pieszajacym
< (ciagly)
§ 135 f . 7
& bez korekcji
—180 i il
10_] 10

pulsacja, (1/s)

Rys. 10.3. Charakterystyki logarytmiczne amplitudy a) i fazy b) analizowanego uktadu

Transmitancja uktadu zamknigtego bez korekcji ma nastgpujacg postac:
G,(s 10
Gnk (S ) = 1( ) = 2
1+G(s) s +s+10
Odpowiedz na skok jednostkowy tego uktadu jest pokazana na rys. 10.4 (linia kropkowana).
Wida¢, ze wystepuje znaczne przeregulowanie i duzy czas ustalenia.
Projektujemy korektor przys$pieszajacy (p. 9.3.1), ktory ma w tym przypadku nastepujaca
transmitancje (9.16):
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G.(s)=4 SUT | przy czym: T,=w =1, f=w,T,=8 orazA =1, skad:
sL+1
B
s+1
G (s)=——7.
+(5) 0,125s +1
Transmitancja ciggtego uktadu otwartego z korektorem jest nastepujaca:

s+1 10 80
0,125s+1s(s+1) s(s+8)
Przebiegi charakterystyk Bodego dla tej transmitancji sa pokazane na rys. 10.3 (krzywe ciagte).
Latwo stad okresli¢ transmitancj¢ zamknietego uktadu ciagtego po koreke;ji:
G(s) = G,(s) _ i 80
1+G,(s) s +8s+80

Odpowiedz na skok jednostkowy tego uktadu jest pokazana na rys. 10.4 (linia ciagla). Widacé,
ze wystepuje niewielkie przeregulowanie, a przebieg ustala si¢ po 1,5 s.

G,(5) = G, (5)G\(s) =

yl(t) A8 T T T T T T T T
i 7 korektorem : : : : :
14_..,.4.-".é.'f-..4Pr.2.y.SPI?S.Z,?Ja.C.Y.m...H,...é..”....é ........ ST
> S (dyskretny) : : : : : :

g R T : bez korekcp f :
l....j.,.-, ..... P 'ef.‘.‘ ...... S S S S -

1,2+

0.8H i

0,6

0.4

0,2}

Rys. 10.4. Odpowiedz uktadu zamknigtego na skok jednostkowy

Transmitancj¢ korektora dyskretnego otrzymujemy na podstawie przeksztalcenia bilingowego:
G (z)= s+1 o z(I+2/T)+(1-2/T;)
k 0,255 +1| 221 z(1+0,25/T;)+(1-0,25/T;)

T; z+1

W celu analizy utworzonego uktadu nalezy okresli¢ dyskretng transmitancjg obiektu:
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GI(Z):(1—2_1)2{—Gl(s)}=(1—z_l)Z{—10 }:102(6 +T; 1) (e (Ti+1) 1).
s

s2(s+1) 22 —z(l+e T )+ehi
Transmitancja uktadu otwartego przyjmuje nastgpujaca postac: G,(z) = G,(z)G,(z).
Czgstotliwosciowe charakterystyki amplitudy i fazy uktadu po korekcji sa pokazane na rys.
10.3 (linie przerywane). Porownujac czestotliwosciowe charakterystyki skorygowanego uktadu
ciggtego (linie ciagle) i dyskretnego, wida¢, ze sa one podobne dla niskiego zakresu czgstotli-
wosci. Roznice objawiaja si¢ w miarg wzrostu pulsacji, co jest wynikiem ich okresowosci dla
uktadu dyskretnego.
Dyskretna transmitancja uktadu zamknigtego ma nastgpujaca postac:
Gz) =22
1+G,(2)
Przebieg odpowiedzi uzyskanego uktadu zamknigtego na skok jednostkowy pokazany na rys.
10.4 (linia przerywana). Rozni si¢ ona nieznacznie od przebiegu odpowiadajagcemu skorygo-
wanemu uktadowi cigglemu.

10.3.2.  Projektowanie korektora dyskretnego.

W przedstawionej powyzej procedurze korektor cyfrowy zostal otrzymany na drodze
cyfrowego modelowania uktadu cigglego. Podstawowa wadg takiego podejscia jest
pominigcie w procesie projektowania odksztatcenia charakterystyk czgstotliwoscio-
wych uktadu dyskretnego ze wzgledu na ich okresowos$¢ — co nie ma miejsca w przy-
padku uktadéw ciagglych. Niedogodno$¢ t¢ mozna w duzym stopniu oming¢ przez
zastosowanie nastepujacej procedury.

1. Zaktadajac okreslony krok impulsowania 7;, wyznaczy¢ dyskretng transformate

obiektu Gi(z) (rys. 10.2b):

G(:)=(-z" )Z{Gl ) }
s
2. Dokona¢ transformacji uktadu dyskretnego do pomocniczej przestrzeni w zgod-
nie z (7.6): G(z) — G(w):

G,(w) =G, (Z)|Z=2/7}+w .

2/T,—w
3. Stosujac metode czgstotliwosciows, wyznaczy¢ korektor ciagly w przestrzeni w:

Gk(w)zAWTl-H '

w—L+1

4.  Wyznaczy¢ transmitancj¢ korektora dyskretnego za pomoca przeksztatcenia bili-
niowego (7.6):
Gy (2)=G, (W), _2:1.
T; z+1
Procedurg te ilustruje kolejny przyktad.
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Przykiad 10.2. Dobra¢ dyskretny korektor szeregowy w uktadzie z przyktadu 10.1.

10
Gi(s)= s(s+1)

Przyja¢ okres probkowania 7; = 0,025s.

Wyznaczamy transmitancje dyskretng Gi(z):
_ T
GI(Z)Z(I—Z_I)Z 210 :10(2 1) 122_ z i z _
s7(s+1) z (z=1)" z-1 z-¢™

z(e_T" +T, —1)— (e‘Tf (T, +1)—1)
T,

=10

22 —z(l+e ) +e”
W celu okreslenia czestotliwosciowych charakterystyk na podstawie transmitancji Gi(z) mozna
zastosowac przeksztatcenie biliniowe, jak w kroku 2 podanej procedury i nast¢pnie sporzadzié
charakterystyki amplitudy i fazy transmitancji Gi(w). Jesli postugujemy si¢ programem MA-
TLAB, to mozna zastosowa¢ nastepujaca komende programu:
bode (G1z, {0.1, 100});

gdzie: G1z przedstawia transmitancj¢ Gi(z), natomiast {0.1, 100} okresla przedzial zmian
pulsacji.

Uzyskane w ten sposob charakterystyki sg pokazane na rys. 10.5 (linia przerywana). Sg to w
istocie charakterystyki transmitancji Gi(w).

Transmitancj¢ korektora wyznaczamy podobnie jak w przyktadzie 10.1. Zaktadamy, Ze projek-
tujemy korektor przyspieszajacy, dla ktorego: 4 = 1, @ = 1,0, @» = 10,0. Na tej podstawie
wyznaczamy pozostate parametry:

T, =w=10, =, =10,0.

W ten sposob transmitancja Gi(w) jest nastgpujaca:

wh+1  w+l

Gy (w)=4 =

w s 41 Olw+l

B
Transmitancja korektora dyskretnego jest okreslana na podstawie przeksztatcenia bilingowego:
G, (2)= w? +1 _ T; T; _q —zilao _R(@» ’
w-k+1 z 2i+1 _ ﬂ—l by-z"by  EQ)
Bol-2=t T AT,
T, z+1

skad: b R(z)=a,E(z)—a,z 'E(z)+b,z"'R(z2) .
Otrzymujemy stad posta¢ czasowa odpowiedzi (rys. 10.2b):

_4 il by
r(k) = b—le(k) - b—le(k -+ b—lr(k -1,
ktora jest jednoczesnie algorytmem przetwarzania realizowanego przez korektor.
Transmitancja toru gtdéwnego koncowego uktadu dyskretnego jest okreslona nastepujaco:
G,(2) =G, (2)G\(2)
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Charakterystyki czestotliwo$ciowe tej transmitancji sa pokazane na rys. 10.5 (linie ciagte).
Wida¢, ze po korekcji zapas fazy wynosi 45°.

T [ z korektorem: @

20 log(IG(@))). (dB)
|

z korektorem: : ::

Ci3sboooo A TS| przyspigszajaeym |

180 i

faza, (°)

s e R

-270

pulsacja, (1/s)
Rys. 10.5. Charakterystyki logarytmiczne amplitudy a) i fazy b) analizowanego uktadu

Odpowiedz uktadu zamknietego na skok jednostkowy mozna okresli¢ podobnie jak w przykta-
dzie 10.1. Jej przebieg jest zblizony do odpowiedzi z rys. 10.4 (linia ciagla): w tym przypadku
wlasciwosci dyskretnego korektora sg zblizone do wtasciwos$ci korektora ciaglego.

10.4. Cyfrowe regulatory PID

Cyfrowe regulatory PID pelnig podobne funkcje jak analogowe regulatory w syste-
mach ciagltych. Dobor rodzaju regulatora cyfrowego oraz jego nastawien moze byc¢
prowadzony wedhig zasad obowiazujacych dla regulatorow ciagltych, jesli okres im-
pulsowania 7; jest niewielki w poroéwnaniu z najkrotsza statg czasowa obiektu 7.
Zwykle przyjmuje sie, ze zasada ta jest spelniona, gdy zachodzi warunek: 7;/7, < 0,1.
W innym przypadku nalezy modyfikowaé nastawienia regulatora otrzymane wedtug
zasad stosowanych dla regulatoréow ciaglych, gdyz opdznienie wprowadzane przez
ekstrapolator moze istotnie wplywac na wlasciwosci uktadu regulacji.

Ten sposob projektowania regulatoréw jest zbiezny z oméwiona powyzej procedu-
ra projektowania korektoréw cyfrowych na zasadzie modelowania cyfrowego korekto-
row analogowych.
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10.4.1.  Dyskretna postaé regulatora PID

Struktura uktadu regulacji z regulatorem cyfrowym nie r6zni si¢ od struktury podob-
nego uktadu z korektorem szeregowym (rys. 10.2). Schemat ten jest powtorzony na
rys. 10.6 z zaznaczeniem poszczegdlnych wielkosci w funkcji dyskretnego czasu.

7 I, =z A
M B e P =T ] G SR
S
(k)

Rys. 10.6. Struktura uktadu regulacji z regulatorem cyfrowym

Transmitancja regulatora ciagltego ma posta¢ jak w (9.28). Jej transformacja do po-
staci dyskretnej polega na zastosowaniu jednej z metod omoéwionych w p. 7.3. Na
przyktad, zastgpienie catkowania przez niejawng formule prostokatéw (7.22) prowadzi
do nastepujacej transmitancji:

=k, + zkpT, " (z =DkpT)p _ R(2)
o "Teonr, L ER)

Tz

(10.7)

1

G,(2) :kp[l +L+STDJ
sT

Wynikaja stad funkcje przejscia poszczegoélnych czastkowych regulatorow PID:
G.p(2)=kp

zkpT;
(z- DT,

(z=Dk,T)
T.

G}‘PI (Z) = kp +

Gpp(z)=kp +

Transmitancje (10.7) mozna przedstawi¢ w nastgpujacej formie:
A=z YT T, + kT + (1= 27 kT, T, R(2)

G()= -z 7T, EQ2)

(10.8)
skad:

R(z)1-z"= E(z)(’;—’f+l;—f + ]"’TiJ - z_lE(z)L% + 2]‘TLTDJ + z—zE(z)kPT# (10.9)

i i i i i

Teraz tatwo juz otrzymac podstawowa (pozycyjna) posta¢ czasowa regulatora PID:
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r(k):r(k—1)+/;—P[l+%+T )e(k)—/;—”(l+2T )e(k—1)+ - e(k 2) (10.10)

i 1 i i

Algorytm (10.10) jest czesto realizowany w postaci przyrostowej (predkosciowe;j) :

Ar(k):r(k)-r(k-l):kT—P(lJr%w Je(k)——(l+2T Je(k — 1)+ e(k 2) (10.11)
i 1 l 1
Taka forma regulatora jest stosowana w tym przypadku, gdy obiekt regulacji ma wej-
scie catkujace, ktore ‘pamigta’ poprzedni stan sygnalu wejsciowego.

Jak wida¢, mozna okresli¢ wiele praktycznych algorytmow na bazie transmitancji
regulatora. Na przyktad, jesli w (10.7) zastosuje si¢ transformacje biliniowa, wywo-
dzaca si¢ z metody trapezow (6.71), to otrzymamy nastepujaca transmitancj¢ regulato-

ra PID:

Dk,pT, -
G (D) =k,| 1+ 15T, e, + DR 2@ DTy R g )
sT, 221 2(z-1T, (z+ DT, E(2)
A—E;
ktoéra, po uproszczeniu, przyjmuje postac:
2
Gr(z):z a, 4—22011 a, :R(z) (10.13)
z -1 E(z)

gdzie: a,=k,(1+0,5T,/T, +2T,/T,),
a, = kp(T, I T, ~4T, IT)),
a,=kp,(1-0,5T./T, -2T,/T)).
Posta¢ czasowa regulatora PID z transformacja wedlug metody biliniowej jest wigc
nastepujaca:
r(k)=r(k—-2)+a,e(k)+ae(k —1)—aje(k -2) (10.14)

Jak wida¢, w tym przypadku prosty algorytm réznicowy nie mozna zdefiniowaé w
odniesieniu do dwdch kolejnych probek uchybu i sygnatu sterujacego.

Prosta modyfikacja algorytmu pozwala unikna¢ tego problemu. Polega ona na tym,
ze transmitancja dyskretna w (10.12) jest tworzona na podstawie réznych sposobow
transformacji uktadu ciaglego:
z+1

o1 .
catkowanie: — ——+-
S 2 z-—

(przeksztatcenie biliniowe),

. . -1
rézniczkowanie: s— ——— (pochodna wg metody prostokatow).

Woéwczas zaleznos¢ (10.12) przybiera nastgpujaca postac:
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+ 7T, =T
G.(2)=k,| 14— esTy| o |=ky| 14 CIDL C=DT, ) RG) (44 4
STy |1 124 - 2(z-1T, zT, E(2)
2 z-1
co mozna upro$ci¢ do nastepujacej postaci:
-1 -2
G, (z)= 2tz *taz” _RE) (10.16)
-z E(z2)
gdzie: a,=k,(1+0,5T,/T, +T,/T;),
a, =kp(0,5T, /T, —1-2T,/T,),
a,=kpT,/T,.
Na podstawie (10.16) mozna napisa¢ nast¢pujacy roznicowy algorytm regulatora PID:
r(k)—r(k=1) =a,e(k)+ae(k-1)+aje(k —2) (10.17)

Tym razem réznica sygnatow wyjsciowych jest obliczana na podstawie dwoch kolej-
nych probek.

Jeszcze inny algorytm numerycznej reprezentacji regulatora mozna uzyskaé przez
bezposrednie zastosowanie numerycznych formul catkowania i rézniczkowania do
ciaglej postaci regulatora (9.29):

_ 1 de(t) '
(t) = kp[e(t) o ! e(r)dT+ T, TJ , skad:

k
r(k) = kp(e(k) + %Ze(m) +%(e(k) —e(k - 1))] (10.18)

I m=0 i

Zaleznos$¢ (10.18) mozna zapisa¢ w postaci przyrostowe;j:
r(k)=r(k 1)+ K, (e(k) — e(k = 1)) + K ;e(k) + K, (e(k) — 2e(k —1) + e(k — 2)), (10.19)

T T,
dzie: K =k,, K,=—"-, K,=-2
g p P I T, b=
W celu zmniejszenia wrazliwosci algorytmu (10.16) na duze zmiany uchybu wy-
wotane zmianami wielkos$ci zadanej, mozna postulowac, aby zmiany te byly mate:
u(k)—u(k—1)=0. W takim przypadku:

e(k)—e(k =1) =u(k) = y(k) —u(k =)+ y(k =1) = y(k =1) = y(k) .
Woéweczas zaleznos¢ (10.16) przyjmie nastepujacg forme [22, 62]:
r(k)=r(k =1+ Kp(v(k =1) = y(k))+ K e(k) + K, (2y(k =1) = y(k) = y(k = 2)) (10.20)

» e(k) =u(k) = y(k).

i
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Ta posta¢ algorytmu regulatora PID pozwala unikna¢ skokow przy duzych zmianach
wielko$ci zadanej: rozniczkowanie dotyczy sygnalu wyjsciowego, ktory jest zazwy-
czaj bardziej stabilny od wartosci zadanej (jesli obiekt ma witasciwosci thumienia wy-
sokich czestotliwosci). Zauwazmy, ze w regulatorze o postaci (10.20) nie mozna usu-
na¢ dzialania catkujacego, gdyz zniknie wowczas oddziatywanie uchybu regulacji na
wielko$¢ wyjsciowa.

Na podstawie (10.20) mozna okresli¢ transformate sygnalu wyjéciowego regulatora:

R(z)= K’_IU(Z)—(KP+ K1_1+KD(1—Z_1)jY(z) (10.21)
-z -z

Latwo stad okresli¢ transmitancje uktadu zamknigtego (Y(z) = R(z)Gi(z)):
K,G\(z) _Y(2)

G(z)= SR(CN
-2+ (K, (-2 + K, (-2 +K o, (z) VO

(10.22)

;e 1 - G (s) _ L(2)
gdzie: G, (z)=(1-z )Z{—S } —Ml(z)'

Do praktycznych obliczen, transmitancj¢ (10.22) wygodnie jest zapisa¢ w nastepujacej
formie:

K122L1(Z) — L(Z) (1023)

G(z)=
(2 =M, (2)+ (22 (K, + K, +K )~ 2(K, +2K )+ K, )L (z) M)

10.4.2.  Nastawianie cyfrowych regulatoréw PID

Wazna cecha regulatoréw PID jest stosunkowo proste ich projektowanie na podstawie
przeprowadzonych testow odpowiedzi na skok jednostkowy lub oscylacji graniczne;.
Metody te moga by¢ stosowane do duzej klasy uktadow regulacji. Zaprojektowany w
ten sposob regulator ciagly moze by¢ przeksztalcony do postaci dyskretnej, jak to
pokazano powyze;j.

W procesie projektowania regulatora cyfrowego trzeba zauwazy¢, ze zwigksza si¢
tu liczba wymaganych parametrow, gdyz nalezy takze ustali¢ okres probkowania 7.
Dla obiektow, ktére sa modelowane za pomoca zaleznos$ci (9.35), wskazowka moze tu
by¢ nastepujaca zaleznos¢:

T, <min(0,37,, 0,03T)) (10.24)

Projektowanie cyfrowego regulatora PID moze si¢ wigc odbywaé wedlug nastepu-
jacego algorytmu.
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1. Postepujac zgodnie z zasadami projektowania regulatoréow ciaglych PID, okresli¢
rodzaj regulatora i jego parametry na podstawie badania oscylacji granicznej ukta-
du zamknigtego lub odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu otwartego.

2. Okresli¢ okres impulsowania uktadu dyskretnego na podstawie (10.24).

3. Wyznaczy¢ transmitancj¢ regulatora dyskretnego na podstawie transformacji bili-
niowej (lub podobnej).

4. Okresli¢ czasowe rownanie funkcjonowania regulatora.

Zauwazmy, ze proba oscylacji granicznej czesto nie moze by¢ wykonana na rze-
czywistym obiekcie. Jednak znajac transmitancje¢ obiektu Gi(z) (facznie z odpowied-
nim ekstrapolatorem), mozna obliczyé wzmocnienie graniczne kpme W sposob anali-
tyczny z warunku stabilno$ci uktadu zamknigtego. Podstawiajac t¢ warto§¢ wzmoc-
nienia do transmitancji uktadu zamknigtego (wraz ze wzmacniaczem w torze gtow-
nym), mozna obliczy¢ czestotliwo$¢ oscylacji na granicy stabilno$ci — a wigc takze
poszukiwany ich okres Ty Szczegédly tego algorytmu w odniesieniu do ukladow
ciaglych sa pokazane w przyktadzie 9.5.

W miejsce regul Zieglera-Nicholsa w odniesieniu do uktadow cigglych, mozna sto-
sowac zasady doboru parametrow regulatora okreslonych przez Takahashi’ego [55,
62, 72] (Tabela 10.1), ktore bezposrednio odnosza si¢ do algorytmu regulatora okre-
slonego przez (10.20). Otrzymano je przez modyfikacje Tabeli 9.4 z uwzglednieniem
okresu impulsowania 7.

Tabela 10.1. Parametry regulatoréw cyfrowych PID wedlug regut Takahashi’ego

odpowiedz skokowa
regulator
Kp Ki=TiTi Kp =Tp/T:
_
i all; +7)
o 09 K 0277,
a(ty +1;) 2 a(r) +T,/2)?
2 K 0,67, 1
PID T, a0
a(n +T;) 2 a(r; +T;/2) 2aT;
odpowiedz czestotliwosciowa
P kPmax /2
T; k T;
PI K prma (0,45 —0,27 J 0,54 ~Lmax’i
max max
’ k T; k T,
PID 0>6kPmax (1 _ Tl J 172 Pmaxti i Pmax* max
Tmax max 40 T;

ky

7, —opOznienie, s; T; — okres impulsowania, s; a = T
1

=tga (rys. 9.45)
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Przykiad 10.3. Dobra¢ cyfrowy regulator PID w ukladzie z przyktadu 9.5:
2
G)=——F—
(s+D)7(s+2)
Przyja¢, ze regulator bedzie realizowany wedhlug algorytmu (10.20) z
nastawieniami okre§lonymi wedtug regut Takahashi’ego (odpowiedz na
skok jednostkowy).

Parametry odpowiedzi na skok jednostkowy badanego obicktu sg okreslone w przyktadzie 9.5:
71=0,68s, T1=2,72s,a=0,25.
Na podstawie (10.24) okre§lamy okres impulsowania: 7; < min(0,2, 0,08) . Przyjmujemy I; =
0,05.
Nastawienia regulatora wyznaczamy godnie z Tabelg 10.1:
K;=0,2414; Kp = 40,0; Kp = 6,4546.
Do okreslenia odpowiedzi na skok jednostkowy uktadu zamknigtego z regulatorem mozna si¢
postuzy¢ transmitancja (10.23), gdzie:
- G,(s) L/(2)
G(z2)=(1-z"zZd = 2102 oy czym:
1(2)=( Z){s } M (2) PP
Li(z) = 3,964-107° 22 + 15,08-107° z +3,587;
Mi(z) =23 2,807 2> +2,627 z - 0,8187.
Uwzgledniajac w (10.23) wspolczynniki regulatora, otrzymamy:
L(z)=K,z*L,(z) = 0,24142%(3,964-10° z* +15,08-107 z +3,587)
=0,0957-10"* 2% +0,3642-10*z* +0,0866 10 z*
M(z)=2z"—3,8054z" +5,43722° —3,45482° +0,8217z+0,0014
Obliczenia te mozna tatwo wykonac, postugujac si¢ programem MATLAB:

% Przyklad 3 : Regulator PID dla obiektu: 2/ (s+1)72(s+2)
close all;
clear all;

% obiekt ciagly

num=[2] ;

den=[1 4 5 2];

Gl=tf (num,den) ; % transmitancja Gl (s)
% transmitancja dyskretna obiektu

T=0.05;

Glz=c2d(G1l,T, 'zoh') ;
[numlz,denlz] =tfdata (Glz,'v'),

transmitancja Gl (z)
Ll(z)=numlz; M1l (z)=denlz

o oo

% regulator cyfrowy PID
a=0.25;
tau=0.68;

o°

na podstawie Przykladu 9.5

Ki=0.6*T/ (a* (tau+T/2) * (tau+T/2)) ;
kp=1.2/ (a* (tau+T))-Ki/2; % nastawienia regulatora
Kd=0.5/ (T*a) ;
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okreslenie transmitancji ukladu zamknietego
T) *tf (numlz, [1],T),

%
g

Lzl=Ki*tf([1 0 0], [1],
[Lz,d] =tfdata(Lzl,'v'"),
Mza=tf ([1 -1 0], [1],T)*tf(denlz, [1],T),
[Mz1,d] =tfdata (Mza, 'v'),
Mzb=tf ([0 (kp+Ki+Kd) - (kp+2*Kd)
[Mz2,d] =tfdata (Mzb, 'v'),
Mz=Mz1l+ [0 Mz2],

Gz=tf (Lz,Mz,T), % transmitancja ukladu zamknietego
step(Gz,0:T:20) ;grid;

Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu zamknigtego z otrzymanym regulatorem jest pokaza-

nanarys. 10.7 (krzywa 1). Wida¢, ze parametry odpowiedzi sg zadowalajace.

Kd]l, [1],T)*tf (numlz, [1],T),

T —
A

0,5-

czas ty, s

Rys. 10.7. Odpowiedz na skok jednostkowy: regulator (10.20) — krzywa 1; regulator (10.17) —
krzywa 2

Symulacje przedstawionego uktadu mozna takze wykona¢ za pomoca modelu wykonanego w
programie MATLAB/SIMULINK. Schemat modelu jest pokazany na rys. 10.8. Struktura mo-
delu jest zgodna z algorytmem regulatora (10.20). Oznaczenia podstawowych sygnatow i pa-

rametrow regulatora utatwiaja $ledzenie schematu.
Krzywa 2 na rys. 10.7 jest odpowiedzia na skok jednostkowy rozpatrywanego uktadu z regula-

torem utworzonym zgodnie z (10.16). Nastawienia regulatora zostaty okre$lone na podstawie
standardowej metody Zieglera-Nicholsa dla regulatora ciagtego — przyktad 9.5:
kp=4.8; T;=136; Tp=0,34.
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1 -l
| - l
z
Unit Delay1
e(k) r(k () I
X } K : ( ) ;EI_’ : : > I:I
D :;; : + 3 +452 45542
Step Ki P Zero-Order Transter Fen Scope
Hold
1
-K1d— ¢ 4 - |
z
Unit Delay
1
z
Unit Delay2
Ko |

Rys. 10.8. Schemat modelu analizowanego uktadu w programie SIMULINK

Mozna zauwazyc¢, ze w tym przypadku (rys. 10.7, krzywa 2) wlasciwosci dynamiczne uktadu
regulacji nie s3 zadowalajace: zbyt duze przeregulowanie. Uzyskana odpowiedz jest zblizona
do odpowiedzi uktadu cigglego (rys. 9.27).

Rozpatrywany w przyktadzie 10.3 regulator ma istotne ograniczenie, gdyz nie moze
by¢ pozbawiony cztonu catkujacego. Kolejny przyklad ilustruje mozliwos¢ stosowania
cyfrowego regulatora PD w przypadku, gdy obiekt jest klasy I, a wiec dziatanie catkujace
nie jest potrzebne.

Przykiad 10.4. Dobra¢ cyfrowy regulator PID w uktadzie z przyktadu 10.1.

10
Gi(s)= s(s+1)

Przyja¢ okres prébkowania 7; = 0,025 s.

Zauwazmy, ze badany uklad jest klasy 1 (zerowy biegun), a wiec uktad zamknigty bedzie miat
zerowy ustalony uchyb potozenia. Nie ma zatem potrzeby stosowania cztonu catkujacego (I) w
projektowanym regulatorze. Mozna zastosowac¢ regulator PD, ktorego nastawienia mozna
okresli¢ zgodnie z (9.39) — jesli dostepny jest model (9.61):
2

k7,
gdzie parametry ki, 7, 71 mozna uzyskac na podstawie odpowiedzi obiektu na skok jednostkowy.
Poniewaz obiekt jest uktadem astatycznym, wiec bezposrednio na podstawie odpowiedzi na skok
jednostkowy nie uda si¢ okresli¢ wzmocnienia ki. Mozna tu zastosowac podejscie, ktore byto pre-
zentowane w przyktadzie 9.10: w szereg z obiektem umieszczamy element rozniczkujacy, ktory
eliminuje catkowanie w transmitancji obiektu. Zredukowana transmitancja ma nastgpujaca postac:

Go)= > R el KB a 004,

os+1 s(Tis+1) Tis+1

kp Tp =T,

ki

——Le™" jest modelem rzeczywistej transmitancji Gi(s).
s(Tis+1)

gdzie transmitancja
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Odpowiedz na skok jednostkowy uktadu zredukowanego jest pokazana na rys. 10.9. Mozna
stad odczyta¢ wartosci poszukiwanych parametrow:
ki1 =10, 71,=0,03, 71 = 1,12.

ky

9
8

0,5 1 L5 2 25 3 35 4 4,5 5

i
! T, czas, t, S

Rys. 10.9. OdpowiedZ zredukowanego uktadu na skok jednostkowy

Projektowany regulator PD ma nastgpujaca transmitancje dyskretna:

Gy (2)= kp[l +5Tp| =1 |=k, 2Ip+T)-Tp

Tiz ZT;‘

Nastawienia tego regulatora sa obliczane zgodnie z przytoczonymi powyzej zalezno$ciami:
kp= 2

3k 7

Cyfrowy regulator PD o transmitancji Gk(z) jest potaczony w torze glownym uktadu regulacji z

obiektem, ktorego transmitancja dyskretna jest nastepujaca (przy zatozeniu, ze poprzedza go
ekstrapolator zerowego rzedu) — przyktad 10.2:

L7 _1)=le T (T —

G(z)=(1-"z{—L L _10 o * ) (eT Ji+D ),
s7(s+1) zZ—z(l+e ) +e
Transmitancja dyskretnego uktadu otwartego jest nastgpujaca:
G,(2) = G,(2)G,(2)
Uktad zamkniety jest zatem okre§lony przez nastepujaca transmitancje:
G(Z) — Gk (Z)Gl (Z)
1+ G (2)G\(2)

Odpowiedz na skok jednostkowy tego uktadu jest pokazana na rys. 10.10.

=222  T,=T =112
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wor———— ]
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06 M i b, b S s e SUNUUR AU L
04ll s b S b b, e, S

02k SSRUUUE SUUUUUN SOUUUUUE SUUUUORY UUUUON SOUUUIVE SUPUUUTE SOUUUIE ROROOR

1 2 3 4 5
czas ty, S

Rys. 10.10. Odpowiedz badanego uktadu z regulatorem PD na skok jednostkowy

Wida¢, ze uktad ma dobre wlasciwosci dynamiczne: mate przeregulowanie, krotki czas ustale-
nia i zerowy uchyb statyczny potozenia.

Projektowanie omawianych powyzej regulatoréw cyfrowych polega na przeksztat-
ceniu transmitancji znanych regulatorow ciagltych do postaci dyskretnej. Algorytm
cyfrowy ma duzg elastyczno$¢ w zakresie modyfikacji, co pozwala niekiedy osiaggnac
korzystne wlasciwosci. Dalsze rozwazania odnosza si¢ do korektorow cyfrowych,
ktorych postulowane charakterystyki sg definiowane w odniesieniu do dyskretnych
transmitancji.

10.5. Bezposrednie projektowanie korektorow dyskretnych

Synteza korektora dyskretnego metoda bezposrednig polega na poszukiwaniu transmi-
tancji korektora, ktora zapewni postulowang transmitancj¢ uktadu regulacji. W tym
prostym podejsciu zaklada sie, ze znana jest transmitancja procesu oraz struktura
uktadu regulacji (rys. 10.11). Zauwazmy, ze jesli obiekt ma charakter uktadu ciaglego,
to jego pierwotna struktura ma postac jak na rys. 10.2b, przy czym prébkowany jest
takze sygnat u(?).

Dla uktadu z rys. 10.11 mozna napisa¢ zastgpcza transmitancje postulowana:

G, (2)Gi(2) _ Y(2)

G (2)= = , 10.25
" G062 U (1029
skad otrzymuje si¢ transmitancj¢ wymaganego korektora:
G, (z
G ()=t 9@ (10.26)

Gi(2)1-G,(2)
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korektor obiekt

U@) 4 E@) i) R(z) 6i) Y(z)
Kz 1z

\4

Rys. 10.11. Struktura rozpatrywanego uktadu dyskretnego z korektorem

Analiza zaleznos$ci (10.26) prowadzi do nastgpujacych warunkow natozonych na
transmitancje korektora:

1. Uzyskany korektor powinien by¢ realizowalny, co oznacza, ze w transmitancji
(10.26) stopien licznika nie moze by¢ wigkszy od stopnia mianownika. Warunek
ten moze by¢ speliony, jesli roznica miedzy liczba zer i biegundéw transmitancji
korektora Gi(z) jest taka sama, jak w transmitancji obiektu Gi(z) (zauwazmy, ze
drugi czynnik prawej strony rownania (10.26) ma réwna liczbg zer i biegunow).
Mozna takze w tym celu doda¢ w szereg z korektorem filtr dolnoprzepustowy:

1
F(z)=Z{F(s)}, F(s)=— (10.27)
(tps+1)"

odpowiedniego rzedu r i stalej czasowej 7.

2. Ponadto warunek asymptotycznej stabilnosci skorygowanego uktadu wymaga, aby
zera uktadu G,(z) zawieraty wszystkie zera transmitancji Gi(z) lezgce poza okre-
giem jednostkowym na plaszczyznie z. Z tego tez powodu niestabilne bieguny
transmitancji obiektu Gi(z) (lezace poza okrggiem jednostkowym) powinny by¢
kompensowane przez zera transmitancji 1 — G,(z).

3. Rozsadnym warunkiem dodatkowym jest zadanie, aby w stanie ustalonym btad
regulacji byt rowny 0, co oznacza:

lim (k) = linll(l —z(2) = linll(l —U(2)G,(2) =1 (10.28)

W przypadku, gdy wymuszeniem jest skok jednostkowy, otrzymamy: G,(1) = 1.
Spetlienie powyzszych wymagan nie zawsze jest proste i czesto wymaga powta-
rzania procedury projektowej (metoda kolejnych przyblizen).

10.5.1.  Algorytm Dahlina

Jednym z warunkow upraszczajacych w procedurze projektowania korektorow jest
zatozenie, ze uktad skorygowany mozna przedstawi¢ za pomocg transmitancji pierw-
szego rzedu z opoznieniem. Uklad ciagly (z korektorem i obiektem w torze gtdéwnym)
jest wiec przyblizany za pomoca nastepujacej postulowanej transmitancji:
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%)= T U

(10.29)

gdzie: & jest opdznieniem wprowadzanym przez analizowany uktad, 7- stala czasowa
ekwiwalentnego uktadu.

Przechodzac do ukladu dyskretnego zaktadamy, ze w szereg z transmitancjg
(10.29) umieszczony jest ekstrapolator zerowego rzgdu (rys. 10.12).

7; =sT; —hs Y U(z) Yl
U(s) i/o_ 1-e¢ N e -~ (s) — z 6, ()
s ST

Rys. 10.12. Postulowany uktad otwarty pierwszego rzgdu

Transmitancja G,(z) przyjmuje nastepujaca postac:

G,(2)=(- z‘l)z{ehs} =(1- z‘l)z‘NZ{ ! } _(a=p )z (10.30)

s(sT+1) s(st+1) 1-pz!

-T./t

przy czym: p=e ‘", h=NT,, skad: N = h/T; — liczba probek rownowazna opdznie-
niu iz (N> 1).

Podstawiajac (10.30) do (10.20), otrzymujemy transmitancje korektora, ktory zna-
ny jest jako korektor Dahlina [11, 51]:

_ 1 (1-p)z""
O G @1 p = (1030

Szczegotowa postaé tej transmitancji moze by¢ okreslona po podaniu transmitancji
obiektu Gi(z). Na przyklad dla obiektu pierwszego rzgdu o transmitancji jak (10.30)
otrzymamy:

1-pz" 1-p
G (2)= 1 — —, (10.32)
U KA-p)1-pt = (1= p)z N

, Ti - stala czasowa obiektu, K — wspotczynnik wzmocnienia.

=T/t

gdzie p, =e
Nastawianie korektora (10.31) odbywa si¢ za pomoca parametru p: jego mata war-

to$¢ (mata stata czasowa 7) powoduje przyspieszenie odpowiedzi, natomiast zwigk-
szenie p prowadzi do spowolnienia regulacji.

Przyklad 10.5. Dany jest dyskretny uktad regulacji ze sztywnym sprze¢zeniem zwrotnym,
jak narys. 10.13, w ktoérym transmitancja cztonu w torze gldownym jest
nastepujaca:
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1
a0

Okres probkowania 7; = 0,05s. Op6znienie w uktadzie jest rowne jedne-
mu okresowi probkowania: s = NT,;=0,05, N=1.

Do regulacji w uktadzie zamknigtym zastosowac korektor Dahlina. Zba-
da¢ wlasciwosci korektora przy réznych wartosciach parametru
p=e /7.

Transmitancja dyskretna w torze gléwnym uktadu jest rowna:

(3@):0—252{ e }=ﬂ—zlﬁ12{__J___}

s(s+2) s(s+1/7)
() 1 z | Loz _ -zt -z _g(-p)z’
- sT; ST, - ~Tin -1
(s+1/7) z—e L:O sz—¢e |S:’TL z—1 z—¢e 1-p:z
gdzie: 7,=0,5, p,=e 7 =¢00505 = ,9048 .
T;
BN
T — mo T
U ’ 1—e™ !
(s) + B> > Gi(s) >
_ S Y(S)

Rys. 10.13. Struktura rozpatrywanego uktadu

Na podstawie (10.31) transmitancja korektora jest nastgpujaca:
1-pz" 1- R(z b,—bz"
Gk(Z): p] - p _2: ( ): 0 _11 -
r(1-p)1-pz" —(1-p)z E(z) ay-az —ayz
gdzie: by =1-p, b=(1-p)p,, ay=(1-p)7,, a,=1-p)7,p, a,=(1-p)(1-p)7,.
Schemat modelu uktadu regulacji opracowanego w programie SIMULINK jest pokazany na
rys. 10.14. Wykonane zostaly badania tego uktadu dla trzech wartosci parametru p, odpowiada-
jacych réznym statym czasowym 7. Zwigzane s3 z tym nastgpujace wartosci wspotczynnikow
korektora:
a) 7=0,6, p=0,9200, b, =0,08, b, =0,0723, a,=0,0476, a, =0,0438 , a, =0,0038;
b) 7=0,4, p=0,8825, b, =0,1175, b, =0,1063, a, =0,0476, a, =0,0420, a, =0,0056 ;
c) 7=0,2, p=0,7788, b, =0,2212, b, =0,2001, a, =0,0476, a, =0,0371, a, =0,0105.
Przebiegi sygnatoéw w uktadzie dla podanych wartosci 7(p) sa pokazane na rys. 10.15a, b.
Wida¢, ze przy mniejszych warto$ciach parametru p zmniejsza si¢ czas ustalania si¢ odpowie-
dzi. Potwierdzaja to rowniez przebiegi sygnalow sterujacych na wyjséciu ekstrapolatora zero-
wego rzgdu (rys. 10.15b).

2
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y

0.2212-0.2001z1 1
! J_L\_ P —2 pll 1
S+

0.0476-0.03712-10.01052-2
Step Korektor

ekstrapolator Obiekt Scopel
0 rzedu

Rys. 10.14. Model opracowanego uktadu w programie SIMULINK

YkT)

0,8
0,6
0,4

0,2

HKT))

Rys. 10.15. Przebiegi odpowiedzi uktadu na skok jednostkowy (a) i sygnaty sterujace (b)

W przypadku korektora Dahlina utworzonego na podstawie modelu obiektu pierw-
szego rzgdu, parametr p peni funkcje wygodnego nastawienia. Male wartos$ci tego
wspotczynnika powoduja przyspieszenie ustalania si¢ procesu, jednak beda wzmac-
nia¢ niedoktadnosci odwzorowania modelu, zwtaszcza w odniesieniu do jego op6z-
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nienia. Zwickszenie nastawienia p spowalnia proces, jednak korekcja staje si¢ mniej
czula na niedoktadnosci odwzorowania obiektu.

Algorytm Dahlina moze jednak prowadzi¢ do powstania w uktadzie regulacji nie-
przewidywalnych oscylacji (,,dzwonienie” w korektorze, ang. ringing), ktore pogar-
szaja jego wlasciwosci. Dzieje si¢ tak zwlaszcza w przypadku, gdy obiekt regulacji
jest reprezentowany modelem wyzszego rzedu. Kolejny przyktad ilustruje ten pro-
blem.

Przyklad 10.6. Dany jest dyskretny uktad regulacji ze sztywnym sprz¢zeniem zwrotnym
jak na rys. 10.13, w ktérym transmitancja cztonu w torze gtownym jest
nastgpujaca:

0,06

(s+0,2)(s+0,3)

Okres probkowania 7; = 1s. W uktadzie brak jest systemowego op6znie-

nia: h=NT,=0,N=0.

Do regulacji w uktadzie zamknigtym zastosowac korektor Dahlina. Zba-

da¢ wiasciwosci korektora.

G\(s)=

Transmitancja uktadu dyskretnego w torze gtéwnym jest nastepujaca:

G](Z)=(1_ZI)Z{$}=(1—ZI)Z{l— 3 + 2 }
s(s+0,2)(s+0,3) s s+0,2 5403

:(l—z_l) z 3z + 2z =(Z—l) | 3 4 2
G- (z-c") (z=c") -1 G-¢") (z=e™)

0.0254z+0,0215  (0,0254+0,0215z7")z"
22 -1,55952+0,6065  1-1,55952" +0,6065z
Zgodnie z (10.31) transmitancja korektora Dahlina jest rowna:

—-N-1 -1
G, (2)= ! (1_1_ p)z T = ! (1_1_ p)z <> N = 0 (wystgpuje jednak
G(2)1-pz~ =(1-p)z G(z2)1-pz~ —=(1-p)z
op6znienie o jedng probke ze wzgledu na sposob dziatania uktadu dyskretnego: 7= 1).
Po podstawieniu transmitancji obiektu otrzymamy:
1-1,5595z" +0,6065z (1-p) _ (1— p)(l -1,5595z" + 0,6065z‘2)
0,0254+0,0215z"  1-z" B 0,0254-0,0039z" +0,0215z2

gdzie p jest parametrem korektora (nastawienie), ktory dla przypadku zgodnosci z obiektem

G (2)=

wynosi: p= p=e /" =¢71=03679.

Schemat modelu rozpatrywanego uktadu w programie SIMULINK jest pokazany na rys. 10.16.
Odpowiedz tego uktadu na skok jednostkowy jest pokazany na rys. 10.17 (linia ciggta). Widac
charakterystyczne oscylacje w odpowiedzi, ktore nie majg uzasadnienia w transmitancji obiek-
tu. Ich przyczyng jest transmitancja korektora, co szczegdlnie dobrze wida¢ w przebiegu sy-
gnatu sterujacego na wyjsciu ekstrapolatora (rys. 10.18 — linia ciagta).
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[
Scope2
1-1.5595z 1+0.60652 2 > J_'—\_ o 0.06 ]
0.0254-0.0039z10.02152 2 5240.55+0.06
Step Korektor Gain ekstrapolator Obiekt Scopel

0 rzedu

Rys. 10.16. Model uktadu sterowania w programie SIMULINK z obiektem 2-go rz¢du

Oscylacje te sa generowane przez zmiany kierunku wymuszenia na wej$ciu obiektu w kolej-
nych probkach. Sa to tzw. ‘drgania migdzy probkami’ za co sa odpowiedzialne bieguny trans-
mitancji korektora o ujemnej wartosci rzeczywistej, lezacych blisko okregu jednostkowego.
Analiza transmitancji Gi(z) pokazuje, Ze jest za to odpowiedzialny czynnik 0,0254 + 0,0215z7!
w mianowniku transmitancji korektora. Zwigzany z nim biegun transmitancji korektora wyno-
si: zo = —0,8465, a wigc jest polozony zbyt blisko okrggu jednostkowego.

YT T T T
zmodyfikowany kerektor Dahlina : : : :
12F N L T Lo L S S . _

1k BT T U \. _ ==
0,8_ ....... If ......................... 44444444 ........ 444444444 44444444 ....... -
0U6[ e e
04F 4 J 44444444 ,,,,,,,, 44444444 ,,,,,,,, 444444444 44444444 ,,,,,,, i

0,2_ ..... ! ,,,,,,,, 44444444 ,,,,,,,, 44444444 ,,,,,,,, 444444444 44444444 ,,,,,,, -

00 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Rys. 10.17. Odpowiedz uktadu na skok jednostkowy

Prostym sposobem modyfikacji tego korektora jest przyjecie z = 1 we wskazanym czynniku
0,0254 + 0,0215z7!, co prowadzi do nastepujgcej zmiany jego wartosci: 0,0254 + 0,0215 =
0,0469 (odpowiedz w stanie ustalonym nie ulega zmianie). W ten sposob transmitancja zmody-
fikowanego korektora Dahlina jest nastgpujaca:

1-1,5595z" +0,6065z7 (1- p) _ 21,3220(1— p)(1—1,55952" +0,60652’2)
0,0469 1-z" 1-z7

G (2)=
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r(kTy)

20

zmodyfikowany korektor Dahlina

10

Rys. 10.18. Sygnaly sterujace na wyjsciu korektora

Przebiegi uzyskane na podstawie zmodyfikowanego korektora Dahlina sg pokazane na rys. 10.17
oraz rys. 10.18 — linie przerywane. Mozna zauwazy¢, ze modyfikacja algorytmu prowadzi do
wyeliminowania ucigzliwych oscylacji w przebiegach wystepujacych w uktadzie regulacji.

Zmodyfikowany korektor Dahlina eliminuje niekontrolowane oscylacje w ukta-
dzie, jednak w odpowiedzi uktadu obserwuje si¢ przeregulowanie (rys. 10.17), ktorego
warto$¢ jest trudna do uwzglednienia w procesie projektowania korektora.

10.5.2.  Algorytm Vogela-Edgara

Zatézmy, ze obiekt ciagty w uktadzie jak na rys. 10.13 ma nastgpujacg transmitancje:

e—hs

G = s+ ) (1033)

Transmitancja dyskretna tego obiektu, z uwzglednieniem ekstrapolatora zerowego
rzgdu, moze by¢ zapisana nastgpujaco (patrz przyktad 10.6):

-1
bl + bZZ _N-1
2%

G,(z) = (10.34)

l+az" +a,z
gdzie N — liczba probek opoznienia, odpowiadajaca opdznieniu 4 w (10.33).

W propozycji sformutowanej przez Vogela i Edgara (algorytm V-E) [60] dla ukta-
déw, w ktorych obiekt opisany jest transmitancjg 2-go rzedu (10.33), postulowana
transmitancja zamknietego uktadu regulacji (10.30) jest okreslona nastepujaco:

(l—p)Z_N_I b, +bzz_1
1-pz" b +b,

G,(2)= (10.35)
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przy czym: p=e '"; N = h/T; — liczba probek rownowazna opéznieniu; by, by —

wspotczynniki odwzorowujace licznik transmitancji obiektu.
Suma: b; + b, ma na celu zachowanie jedynkowego wzmocnienia statycznego.
Po podstawieniu (10.35) do (10.26), otrzymujemy transmitancj¢ korektora V-E:
()= ! (1= p)(by +byz )z~
L (2)=
Gi(2) by +5))1- pz) - (1- )by +byz"! )z N

(10.36)

W szczegodlnosci, jesli Gi(z) jest jak w (10.34), transmitancja korektora ma postac:
(1- p)(l + alz_1 + azz_z)
(bl +b, )(1 - pz_1 )— (1- p)(bl + bzz_1 )Z_N_l

Zauwazmy, ze w przypadku, gdy obiekt jest pierwszego rzedu, otrzymamy: a» = b, =0,
a transmitancja (10.37) zredukuje si¢ do postaci jak w (10.32).

G, (2) = (10.37)

Przykiad 10.7. Przeprowadzi¢ synteze korektora wedhug algorytmu Vogela-Edgara dla
uktadu z przyktadu 10.6 i zbadac jego wlasciwosci.

Transmitancja dyskretna obiektu z przyktadu 10.6 jest nastepujaca (N = 0):
-1)-1
Gi(2)=(1-=" )z{ 0,06 } _ (00254 +0,021527"k

s(s+0,2)(s +0,3) - 1,559527 +0,6065z7%
skad warto$ci wspotczynnikow w (10.34) sa nastepujace:
b, =0,0254, b, =0,0215, a, =-1,5595, a, =0,60065.
Po podstawieniu do (10.37) transmitancja korektora przyjmuje nastgpujaca postac:
(- p)1-1,55952" +0,6065272

0,0469(1 - pz~' - (1 - p)(0,0254+0,0215z~" )~
B (- p)1-1,55952" +0,6065:72) bbby

0,0469 —(0,0215p +0,0254)z " —0,0215(1— p)z 2 ay+a;z”" +a,z 2
Parametr p moze si¢ zmienia¢ w granicach: 0 <p < 1.
Model uktadu wraz z omawianym korektorem byt analizowany za pomocg programu SIMU-
LINK (rys. 10.19). Wyniki badan uktadu regulacji dla dwoch wartosci tego parametru: p = 0
oraz p = 0,5 sg pokazane na rys. 10.20 i na rys. 10.21. Wspoétczynniki transmitancji korektora
sa nastgpujace:
a) p=0, b, =10, b =-1,5595, b, =0,6065, a,=0,0469, a, =-0,0254, a, =-0,0215;
b) p=0,5, b,=0,5, b =-0,7798, b, =0,3033, a,=0,0469, a, =—-0,0362, a, =—0,0107.
Na podstawie przebiegéw z rys. 10.20 widaé, ze zachowana jest tu podobna relacja w odniesieniu
do nastawienia p korektora, jak w korektorze Dahlina: zmniejszenie wartosci tego nastawienia
powoduje ostrzejsze sterowanie. Wowczas takze korektor jest bardziej czuty na niedoktadnosci w
reprezentacji modelu obiektu (zwlaszcza zalozenia odnosnie do czasu opdznienia).
W przypadku skrajnej wartosci p = 0 odpowiedz uktadu na skok jednostkowy ustala si¢ juz w
trzeciej probcee, co mozna takze zauwazyé w przebiegu sygnatu sterujgcego (rys. 10.21).

Gi(2)=
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]

Scopel

- ) = —
> 1-1,5595z"1.0,60852 > _P1 > 0.06 4;'—’
= 0.0469-0.0254z 10.021522 s2+0.5540.06

Scope

A4

Step Korektor Zer:o?drder Ohbiekt

Rys. 10.19. Model uktadu w programie SIMULINK

VKT,
1] ST TP R P o SPPY b PR N
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02k dfhe

10 12 14 16 18 kT, 20

Rys. 10.20. Przebiegi sygnatow wyjsciowych na tle skoku jednostkowego dla dwoch wartosci
nastawien p korektora

r(kT)) ; ; , , , ; ; ;

w0k - [ ....... ....... ....... ....... ....... .......
=05 : : : : : : :

15../ ....... ....... ....... ....... ....... .......

10_ ....... ....... ....... ....... ....... .......

1 1 1 1 1

8 10 12 14 16 18 kT, 20

Rys. 10.21. Przebiegi sygnatu sterujagcego na wyjsciu ekstrapolatora
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Poréwnujac uzyskane przebiegi z podobnymi, otrzymanymi dla korektora Dahlina (patrz przy-
ktad 10.6), wida¢, ze odpowiedz uktadu z korektorem Vogela-Edgara nie wykazuje zadnych
oscylacji, ktorych zrodtem s wymuszenia w kolejnych probkach sygnatu sterujacego na wyj-
$ciu ekstrapolatora.

Korektor Vogela-Edgara mozna z powodzeniem stosowaé¢ w odniesieniu do obiek-
tow 1-go, jak i 2-go rzgdu, ktorych dyskretna transmitancja ma dodatnie (odwrdcona
odpowiedz), jak i ujemne zera, a takze w przypadku obiektow wyzszego rzedu [51].
Odpowiedni dobor nastawienia p pozwala takze na ttumienie zaklocen pomiarowych.
Rozwazany korektor jest bardziej odporny na takie zakldcenia niz korektor Dahlina.

10.5.3. Korekcja ze skonczonym czasem odpowiedzi

W p. 6.4 pokazana jest transmitancja G(z) uktadu dyskretnego, ktorej wszystkie bieguny
leza w poczatku uktadu wspohrzednych plaszczyzny z (6.50). W takim przypadku od-
powiedz impulsowa jest ograniczona do skonczonego czasu, co takze zapewnia skon-
czony czas trwania odpowiedzi na skok jednostkowy (dlugos$¢ trwania stanu przejécio-
wego jest ograniczona). Liczba krokow stanu przejsciowego jest rtowna M + 1, M —
krotno$¢ zerowego bieguna transmitancji (6.50).

Zastosowanie tej zasady w odniesieniu do zastgpczej transmitancji uktadu regulacji
prowadzi do uktadow ze skonczonym czasem trwania odpowiedzi przejSciowej (ang.
deadbeat) . Powyzszy warunek moze by¢ spelniony przez odpowiedni dobor korektora.

Rozpatrzmy uktad dyskretny (rys. 10.13), w ktorym transmitancja obiektu ma na-
stepujaca forme:

LY bytbz bz by 2

GI(Z) N

_1 bz N=M (10.38)
M(Z ) a0+alz +a2Z +"'+aNZ

W celu uzyskania skonczonej w czasie odpowiedzi uktadu zamknigtego na skok jed-
nostkowy mozna zatozy¢, ze transmitancja postulowanego uktadu jest rowna (6.50):
Y(2)
Uz)’

G,(z)=K- Lz = (10.39)
gdzie wspotczynnik K powinien zapewni¢ ustalong odpowiedz na skok jednostkowy
rowng 1.

Postulowana transformata (10.39) jest rezultatem zastosowania w analizowanym
uktadzie szeregowego korektora o poszukiwanej transmitancji Gi(z), co prowadzi do
nastgpujacej zastepczej transmitancji uktadu zamknietego:

Go(5) L)
1 -1
G(z)= M(z j _ gk(Z)L(Z ) - =K'L(Z_l)=Gp(Z), (10.40)
1+Gk(2)£ M(Z )+Gk(Z)L(Z )

Mz™h



374 10. KOREKCJA LINIOWYCH UKEADOW DYSKRETNYCH

skad otrzymujemy transmitancje korektora:

Mz

G (z) = (10.41)

< L(z™h

Wartos¢ wspotczynnika K mozna okresli¢ na podstawie odpowiedzi uktadu (10.39) na
skok jednostkowy:

Y.(2) =KL1L(Z-1), (10.42)
—
ktora powinna by¢ rdwna 1. Prowadzi to do nastepujacej zaleznosci:

W(KT),,.. = lim(1 - z-l)KilL(z-l) =K-L()=1, (10.43)
z—> z—

1
Wynika stad: K =——, gdzie L(1) = L(z ).~ 1.
y 3 L0 g (1) =Lz )L~

Wywod ten prowadzi do nastepujacej transmitancji korektora uktadu o skonczo-
nym czasie odpowiedzi (ang. deadbeat) [42]:

-1
M
Gu(z)=— M) )_1 (10.44)
LH-L(z ")

Stosowanie powyzszego algorytmu ilustruje kolejny przyktad.

Przyklad 10.8. Dany jest dyskretny uktad regulacji ze sztywnym sprzezeniem zwrotnym
jak narys. 10.13, w ktérym transmitancja czlonu w torze gtéwnym jest
nastepujaca:

10
Gi(s)=
s(s+5)

Okres probkowania 7; = 0,01 s.
Do regulacji w uktadzie zamknigetym zastosowaé korektor typu deadbeat.
Zbada¢ odpowiedz na skok jednostkowy uktadu z korektorem.

Transmitancja uktadu dyskretnego w torze gtéwnym jest nastepujaca:
G(z)= (l—z_l)Z ZL = (1 —z_l)Z %— 04 + 04 , co prowadzi do:
s (s+5) s s s+5

G](Z)z(l_z_l)( 2Tz2_ 04z 0,4; j: 0.02 o4, 0,4(270_0?
(z=1)* (z=1) (z=¢")) (z-1) (z—c %)

_0,001(0,49182+0,4836) _ 0,001(0,4918+0,4836z™" )" [,y
©Z2-1,95122+0,9512  1-1,95122' 40,9512z M(z)
Obliczamy: Z(1) = 0,001-0,9754.
Zgodnie z (10.44) transmitancja korektora jest rowna:
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1-1,9512z" +0,9512z 3 1-1,9512z" +0,9512z7

L()-0,00 1(0,49 1827 +0,48362° ) - 0,9754—0,4918z" —0,4836z7

Mozna sprawdzi¢, ze transmitancja toru gtdéwnego (uktadu otwartego) jest rowna:
0,4918z7" +0,48362z~

1-0,4918z7" - 0,48362

oraz zastepcza transmitancja catego uktadu:

G(z) = 0,4918z7" +0,48362~° _Y()

0,9754 U(z)

Wynika stad nastepujacy algorytm obliczania sygnatu wyjsciowego:

y(k)=0,5042u(k —1)+0,4958 u(k-2).

Potwierdza to odpowiedz uzyskana z modelu pelnego uktadu z korektorem (rys. 10.22).

G (2)=

Gy(2) =G (2)G(2) =

=G,(2)

W(KT)
T
Cod : : : : : : :
0,8F // ....... ....... ....... .......
Soopeny oo
0,6 ....... /.,.. ....... ....... .......
I T S TS N SO S O O
B L0
0,2_.../. ....... ....... ....... .......
/ : : : : : : : :
/

G0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08 0,09 ¢5s
Rys. 10.22. Odpowiedz uktadu na skok jednostkowy

Mozna zauwazy¢, ze ustalona odpowiedz nastgpuje po dwoch probkach sygnatu sterujacego
(rys. 10.23).

HkT)
PR SN Y SO VU WU SR SO NS SO SO
SN N T PN VA N NS N -
obod
OO O O S
710000 0,01 0,02 O,iO3 O,iO4 O,i()S 0,66 0,67 0,68 0;09 kT;s

Rys. 10.23. Przebieg sygnatu sterujacego na wyjsciu ekstrapolatora
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Korektor prowadzacy do skonczonej odpowiedzi na skok jednostkowy daje rzeczywiscie szybka
odpowiedz uktadu. Nalezy jednak pamietac, ze — podobnie jak w poprzednio rozwazanych korek-
torach — skrécenie czasu odpowiedzi jest okupione wysoka czutoscig na btedy pomiarowe i nie-
doktadnosci odtworzenia modelu obiektu [52].

Zadania

10.1 W podanym uktadzie T; = 0,1s. Okresli¢ przebieg sygnatu btedu e(k) dla u(z) = 1(2).

T; T;
U(s) 4+ E@z) 10(5s +1) BRG]
s(2s+1)

10.2 Transmitancja cyfrowego regulatora PID moze by¢ wyznaczona przez zastosowanie
przeksztatcenia biliniowego w odniesieniu do transmitancji regulatora ciagltego. W ten
sposob otrzymamy:

17 z+1 2z-1

- +7,—

G, (2)=K,|1+——+
(2) P( T,2z-1 "T z+1

1

Wyznaczy¢ odpowiedz na skok jednostkowy tego korektora przy nastepujacych para-
metrach: Kp=2,25,7;=3,2, Tp=0,8, ;= 0,01 s.
10.3  Okresli¢ uchyb ustalony potozenia w podanych uktadach. Okres impulsowania 7; = 0,1 s.

T; T;
UGs) 4 10 B )
! s(s+1)2
Ue) + i 1 Iooye
- s+1
2
S
T; T;
Uls) + 1 v Y(z) ¢)
- s+1
2
S




Zadania 377

10.4

10.5

10.6

10.7

Dany jest dyskretny uktad regulacji ze sztywnym sprzezeniem zwrotnym jak na rys.
10.13, w ktérym transmitancja cztonu w torze gtownym jest nastgpujaca:

Gi$)= s(s+5)
Okres probkowania 7; = 0,04 s. Do regulacji w uktadzie zamkni¢tym zastosowano dys-
kretny regulator proporcjonalny o wzmocnieniu K. Zbada¢ odpowiedz na skok jednost-
kowy uktadu z korektorem. Przeanalizowaé wartosci przeregulowania oraz uchybu sta-
tycznego dla réznych wartosci K.
Dany jest uktad regulacji ze sztywnym sprzezeniem zwrotnym, w ktorym obiekt jest
okreslony przez nastgpujaca transmitancje (przyktad 9.2):

G(s)= . —
s(s +1)(10s +1)

Korzystajac z wynikow przyktadu 9.2, zaproponowa¢ dyskretny uktad regulacji z ko-
rektorem cyfrowym. Okresli¢ algorytm dzialania korektora w postaci funkcji dyskret-
nego czasu. Przyja¢ okres impulsowania 7; = 0,1 s.

Dyskretny uktad regulacji z obiektem o transmitancji:

2

G = )

zawiera impulsator zerowego rzedu z okresem impulsowania 7; = 0,05 s. Odpowiedz na
skok jednostkowy ukladu otwartego jest pokazana na ponizszym rysunku.

0 5 ; ; ! ! ! ! TS
07 - L e EETITE PR e e TR A T

06 bbb e
05 bt S
9% SO NS U OO O~ SO SO SO S
Y 000 SO O 1000 NUUOY FOOT SO SO o
02 b

R R RS SUUD-Zof0s SUUNOE SOUPU NUPUNE SORUE SORORD SUDRR IO

e X X X X X X X X

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 15
Dobraé¢ cyfrowe regulatory PID oraz PI wedlug procedury Takahasi’ego. Poréwnaé
wlasciwosci obu utworzonych uktadow regulacji.

Do regulacji procesu z obiektem o transmitancji:

0

1 ,
G (s)= e 0
() (s+4)
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10.8

10.9

10.10

10.11

10.12

10.13

zastosowano uklad dyskretny z impulsatorem zerowego rzedu o okresie impulsowania
T; = 0,1 s oraz regulatorem PID. Dobra¢ nastawienia regulatora wedhug procedury Ta-
kahasi’ego i zbada¢ dynamiczne wlasciwos$ci uzyskanego uktadu.

Zaprojektowac¢ dyskretny sterownik Dahlina do uktadu z obiektem o transmitanc;ji:

—2s
e 32 ~0,5s
a) Gi(s)=——,b) G(s)=——"—"——¢
) G=5750 0 Gl 5(0,8s+1)
Przyja¢ okres impulsowania, odpowiednio: a) 7;=1s,b) 7;=0,1 s.
Zaprojektowa¢ dyskretny sterownik Dahlina do uktadu z obiektem o transmitancji:
=5
Gi$)= o
Ss+1D)(2s+1)

Przyja¢, ze na wejsciu obiektu znajduje si¢ ekstrapolator zerowego rzedu o okresie
impulsowania 7; = 1 s. Zbada¢ efekt ‘dzwonienia’ w korektorze, analizujac sygnaly na
wyjsciu korektora oraz na wyjsciu obiektu. Zmodyfikowaé¢ algorytm w celu usuniecia
‘dzwonienia’ i przeanalizowa¢ uzyskane wyniki.

Dla obiektu z zadania 10.9 zaprojektowac¢ sterownik Vogela-Edgara. Porowna¢ uzyska-
ne wyniki z rezultatami otrzymanymi przy zmodyfikowanym algorytmie Dahlina.

Dla procesu z zadania 10.9 zaprojektowac sterownik Vogela-Edgara. Porownac¢ uzyska-
ne wyniki z rezultatami otrzymanymi w zadaniu 10.9 z regulatorem PID. Oceni¢ wta-
sciwosci zastosowanych korektorow.

Dany jest dyskretny uktad regulacji ze sztywnym sprzezeniem zwrotnym jak na rys.
10.13, w ktérym transmitancja cztonu w torze gtownym jest nastgpujaca:

Gi$)= s(s+1)

Okres probkowania T; = 0,1 s. Do regulacji w uktadzie zamknigtym zastosowac korek-
tor typu deadbeat. Zbada¢ odpowiedz na skok jednostkowy uktadu z korektorem.

Zaprojektowa¢ sterownik z minimalnym czasem odpowiedzi do uktadu z obiektem o
transmitancji:
1
Gi(s)=————
(5s+1D10s+1)

Przyjaé, ze na wejsciu obiektu znajduje si¢ ekstrapolator zerowego rzedu o okresie
impulsowania 7; = 1 s. Zbada¢ efekt ‘dzwonienia’ w korektorze, analizujac sygnaly na
wyjsciu korektora oraz na wyjsciu obiektu. Zmodyfikowa¢ algorytm w celu usuniecia
‘dzwonienia’ i przeanalizowac uzyskane wyniki.
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11.1. Wprowadzenie

Okreslenie: system (uktad) nieliniowy odnosi si¢ do takich procesow (obiektow), kto-
re s3 modelowane (opisywane) za pomocg nieliniowych réwnan matematycznych.
Charakterystyczna cecha takiego opisu, ktéra odréznia je od systemow liniowych, jest
to, ze nie stosuje si¢ do nich zasada superpozycji (p. 2.1). Warto$¢ i1 charakter odpo-
wiedzi uktadu nieliniowego zalezy od biezacej warto$ci sygnatu wymuszajacego. Przy
wymuszeniu sinusoidalnym o okreslonej czestotliwo$ci w odpowiedzi pojawig si¢
takze inne czestotliwosci. Konsekwencja tego jest utrata jednoznacznego zwigzku
pomiedzy dziedzinami czasu i czestotliwosci w opisie systemoOw nieliniowych. Zatem
przeksztatcenia catkowe (Fouriera, Laplace’a) staja sie nieuzyteczne w odniesieniu do
tych systemoéw. Inng cecha, o ktorej nalezy pamietaé przy analizie systemow nielinio-
wych, jest brak komutatywnosci, co oznacza, ze nie mozna zmienia¢ kolejnosci wy-
stgpowania poszczegolnych elementéw w systemie. Wynika to bezposrednio stad, ze
odpowiedz uktadu jest nieliniowg funkcjg wymuszenia.

Konieczno$¢ stosowania nieliniowego modelu uktadu regulacji moze wynikaé z
powodu wystepowania wyraznej nieliniowo$ci rzeczywistego obiektu. W takim przy-
padku przyjecie liniowego opisu systemu prowadzi do istotnych bledoéw, ktore unie-
mozliwiaja realizacj¢ regulacji. Innym powodem moze by¢ celowe wprowadzenie
nieliniowosci, aby uzyska¢ pozadane cechy uktadu, prostsza zasade regulacji, obnize-
nie ceny itp.

Kluczowym zagadnieniem zwigzanym z teorig systemow nieliniowych (podobnie
jak w odniesieniu do systeméw liniowych) jest stabilnos¢. Cato$ciowe ujecie tego
problemu zostato podane w pracy doktorskiej A.M. Lapunowa® na temat: ‘Ogéine
zagadnienie stabilnosci ruchu’. Praca ta stata si¢ zrodlem wielu metod oceny stabilno-
$ci rozmaitych systeméw dynamicznych, jak: stacjonarnych i niestacjonarnych (gdy
parametry systemu zalezg od czasu), ciaglych i dyskretnych, deterministycznych i
stochastycznych oraz systeméw klasyfikowanych wedtug jeszcze innych kryteriow. W
tym rozdziale ograniczymy si¢ do przegladu podstawowych metod badania stabilnosci
nieliniowych systemow ciagtych, stacjonarnych.

43 Aleksandr Michajtowicz Lapunow (1857 — 1918). Tworca wspodtczesnej teorii stabilno-
sci. Glowne tezy tej teorii zostaly zaprezentowane w pracy doktorskiej: Obwas 3aoaua 06
yemouuueocmu 0sudicenus, obronionej w 1892 roku.



380 11. NIELINIOWE UKLADY REGULACII

Ze wzgledu na duzg réznorodno$¢ cech uktadéw nieliniowych i ich specyficznych
charakterystyk, powstalo wiele praktycznych metod syntezy takich systemoéw i bada-
nia ich stabilnosci, ktore wywodzg si¢ z ogoélnych zasad teorii stabilno$ci podanej
przez Lapunowa. W dalszej czesci rozdziatu bedziemy rozpatrywac przede wszystkim
uktady jednowymiarowe (SISO). Schemat takiego uktadu jest pokazany na rys. 11.1.
Podwojna ramka oznacza blok nieliniowy. Funkcja F' okre$la sposdb przetwarzania
realizowany przez oznaczony uktad.

x() W)

Rys. 11.1. Schemat uktadu nieliniowego

Ogo6lna zasada przetwarzania w bloku z rys. 11.1 jest podobna jak w przypadku
uktadu liniowego (rys. 2.3), przy czym F jest wyrazone zalezno$cig nieliniowa. Funk-
cje te mozna okresli¢ nastepujaco:

F x’g’”.’d x’y,dlﬂ"‘ﬁd y :0 (11.1)
dt dr” dt d"

Gdy argumentem funkcji F jest takze czas ¢, to mamy do czynienia z uktadem niesta-
cjonarnym. Jesli w takim opisie wydzieli¢ relacje, ktore nie sa zwigzane z dynamika
procesu (nie wystepujg w nich pochodne), to otrzymamy funkcje uktadu statycznego:

fle,y)=0 (11.2)

Niekiedy udaje si¢ bezposrednio okresli¢ statyczne zaleznos$ci pomigdzy wejsciem i
wyjsciem:

v=filxy) (11.3)

Nalezy zauwazyC, ze rozpatrywany system jest nieliniowy, jesli nieliniowy jest
model (11.1). Nieliniowos¢ statyczna wystepuje wtedy, gdy rownanie (11.2) jest nieli-
niowe, natomiast nieliniowo$¢ dynamiczna charakteryzuje si¢ nieliniowa zaleznoscia
wyjscia od biezgcych i poprzednich wartosci wejs¢, co w (11.1) odzwierciedlaja za-
leznosci rozniczkowe.

Rozwiazanie rownania (11.1) dla ¢t — oo wyznacza punkty rownowagi rozpatrywa-
nego systemu nieliniowego. Charakterystyczna cechg takich systeméw jest mozliwos¢
istnienia kilku punktow rownowagi (system liniowy ma tylko jedno rozwiazanie, od-
powiadajace wartosci ustalonej procesu). W nieliniowym systemie swobodnym (bez
wymuszenia), osiggni¢cie konkretnego punktu rownowagi zalezy od warunkow po-
czatkowych.
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Analize uktadu nieliniowego wygodnie jest prowadzi¢ w oparciu o plaszczyzne fa-
zowa, ktora jest wyznaczona przez prostokatny uktad wspotrzgdnych (x, x”). Trajekto-
rie wyznaczone przez punkty rozwigzania funkcji (11.1) w czasie dla wybranych wa-
runkéw poczatkowych pokazuja sposob zachowania si¢ uktadu w otoczeniu punktow
rownowagi. Krzywe wyznaczone przez trajektorie na plaszczyznie fazowej tworza
portret fazowy systemu. Niektore przyktady przebiegu trajektorii fazowych sg poka-
zane narys. 11.2.

x’ a) x’ b) x4 c) x’ d)

N
N ) A
Rys. 11.2. Trajektorie na ptaszczyznie fazowej: uktad II-go rzedu z punktem rownowagi w

poczatku uktadu wspotrzednych (a); cykl graniczny generatora przebiegu harmonicznego (b);
cykl graniczny niestabilny (c); cykl graniczny generatora przebiegu trojkatnego (d)
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Trajektoria na rys. 11.2a odpowiada uktadowi II-go rzedu z wyraznym tlumieniem.
Dla dowolnych warunkow poczatkowych trajektoria zmierza do punktu rownowagi w
poczatku uktadu wspoétrzednych. Jest to statyczny punkt przyciggania (statyczny atrak-
tor), do ktorego dazy uktad z uplywem czasu.

Na rys. 11.2b jest pokazana charakterystyczna trajektoria w formie petli, do ktorej
zmierzaja wszystkie przejsciowe trajektorie niezaleznie od warunkéw poczatkowych.
Zamknieta trajektoria wyznacza cykl graniczny uktadu, ktory jest rezultatem okreso-
wego rozwigzania rownania systemu nieliniowego. W tym przypadku jest to okrag o
srodku w poczatku uktadu wspétrzednych. Zwigzany z nim przebieg ustalony przed-
stawia sinusoide. Podobny cykl graniczny jest pokazany na rys. 11.2¢. Jest to jednak
cykl niestabilny: kazde naruszenie réwnowagi prowadzi do poczatku uktadu (lub in-
nego, wewnetrznego cyklu granicznego), czy tez do obszaru zewnetrznego. W ukla-
dach nieliniowych cykle graniczne maja najczesciej bardziej zréznicowane ksztalty,
ktérym w dziedzinie czasu odpowiadaja odksztatcone przebiegi okresowe.

Cykl graniczny takze tworzy trajektoria pokazana na rys. 11.2d. Linig przerywang
zaznaczono zmian¢ znaku pochodnej x’, natomiast linie poziome odpowiadajg nara-
staniu lub opadaniu wartosci x, co jest charakterystyczne dla przebiegu o ksztatcie
trojkatnym.

Trajektorie na ptaszczyznie fazowej (w przypadku ukladéow wielowymiarowych
jest to przestrzen fazowa) odwzorowuja swego rodzaju pola (przestrzenie) przyciaga-
nia lub odpychania poszczegolnych punktéw (cykli) rownowagi. Jest to wygodne na-
rzedzie do analizy uktadéw nieliniowych, a takze do okreslenia sposobdéw ich korek-
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cji. W przypadku kilku punktow rownowagi, lepiej jest analizowac¢ ich otoczenie po
sprowadzeniu tych punktow (lub geometrycznych srodkéw odpowiednich cykli) do
poczatku uktadu wspoétrzednych (oddzielnie dla kazdego z nich).

W przypadku uktadow, ktorych dynamika jest okreslona przez réwnanie rdznicz-
kowe rzedu wyzszego niz pierwszy, mozna metoda podstawiania przedstawi¢ funkcje
(11.1) w postaci uktadu réwnan roézniczkowych pierwszego rzedu, ktore sa réwnania-
mi stanu o nastepujacej postaci:

x=f(x,u), (11.4)

gdzie: x= [xl,xz,...,xn ]T - wektor zmiennych stanu, u = [ul,uz,...,um ]T - wektor wy-
muszen (zauwazmy, ze te zmienne majg inng interpretacj¢ niz na rys. 11.1),
f(x,u) = D‘l,fz,...,fn ]T - wektor kolejnych funkcji.

Podobnie mozna zapisa¢ funkcj¢ okreslajacg wektor wyjsc:

y=g(x,u): l,yz,...,yp]r (11.5)

Roéwnania (11.4), (11.5) opisuja ogdlny uktad o m wejsciach i p wyjsciach (MI-
MO), jednak dalej bedziemy si¢ zajmowaé gtéwnie uktadami SISO: m=p = 1.

Wspotrzednymi plaszczyzny (przestrzeni) fazowej w systemach opisanych rowna-
niami stanu sg kolejne zmienne stanu.

Przyklad 11.1. Dany jest uktad nieliniowy jak na rys. 11.1, ktory jest opisany nastepuja-
cym réwnaniem:
d’x _dx .
Si(x,y) = d7+25+ fr(x,y), gdzie: fo(x,p)=x+x"=p.
Wyznaczy¢ punkty rownowagi uktadu i narysowac jego portret fazowy.
Zapisa¢ rownanie przetwarzania w postaci zmiennych stanu.

Punkty rownowagi okre§lamy z rownania:
£, ¥)= fo(x,y)=x+x> =0 (wszystkie pochodne sg réwne zero).

Stad otrzymujemy: x; =0, x, = —1.
Rownania zmiennych stanu mozna otrzymac przez podstawienie:

wi=x
dw _dx_
e dte 7
2
%:%:—wl —w12 —2w, —na podstawie: f;(x,y)=0.
t

W postaci macierzowej przyjmuje to nastepujaca forme:

d{w|_ w, . w0 || Wy
— = 5 , z warunkami poczatkowymi: = .
dr | w, —w —w —2w, w,(0) Wa0)

Przyrownujac funkcje prawej strony rownan stanu do zera otrzymamy punkty rownowagi:
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Wy = 0,

-w _W12 —2w, =0, skad: wi; =0, wiz =-1.

OtrzymaliSmy wiec dwa punkty rownowagi (w1, wz) = (0, 0) oraz (w1, wz) = (-1, 0). Pierwszy z
tych punktéw znajduje sie¢ w poczatku uktadu wspodtrzednych, wiec mozna bezposrednio nary-
sowa¢ portret fazowy, rozwiazujac podane réwnanie stanu dla warunkow poczatkowych w

poblizu punktu rownowagi.
Do rozwigzania rownania stanu mozna postuzy¢ si¢ programem SIMULINK. Schemat odpo-

wiedniego modelu jest pokazany na rys. 11.3.

o wi_1
] wil To Workspace
™ s
Integrator
(@
Gain >
¥ Graph
w2
1 o woi
Inte gratori To Workspacei
M
—»
Product

Rys. 11.3. Model do rozwigzywania rownan stanu

Zmieniajac warunki poczatkowe w integratorach dla w; oraz w», otrzymamy trajektorie roz-
wigzan, ktore sg zapisywane w pamieci (workspace). Ich prezentacja na jednym rysunku daje
obraz fazowy analizowanego uktadu (rys. 11.4).

0,4r

s

0,2r

wspotrzedna w,
(=

-08 -06 04 -02 0 0,2 0,4 0,6
wspotrzedna wy

Rys. 11.4. Obraz fazowy w otoczeniu punktu (0, 0)
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Wida¢, ze punkt (0, 0) jest punktem przyciagajacym (atraktorem) rozpatrywanego uktadu.
Drugi punkt réwnowagi: (w1, w») = (=1, 0) jest przesuniety wzdtuz osi wi. W celu otrzymania
porownywalnych wynikéw, nalezy przesuna¢ o te warto$¢ uktad wspolrzednych, aby jego
poczatek pokrywat si¢ z tym punktem. W tym celu dokonujemy podstawienia:

wp = w1

Roéwnania stanu z nowa zmienng w;, przyjmuja nastgpujaca postac:

2 _ 2
=W — Wi, — 2w,

Mozna zauwazy¢, ze w tym przesuni¢tym ukladzie wspotrzgdnych zmienit si¢ znak sktadnika
wy, W drugim rownaniu. Prowadzi to do calkowicie odmiennego portretu fazowego uktadu w

punkcie (-1, 0) (rys. 11.5).
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Rys. 11.5. Obraz fazowy w otoczeniu punktu (-1, 0), do ktérego sprowadzony zostat poczatek
uktadu wspotrzednych

Mozna zauwazy¢, ze asymptota a oddziela obszar przyciagania punktu (wi, w») = (0, 0) — na
rys. 11.5 jest to punkt (wia, w2) = (1, 0) — lezacego po prawe;j stronie tej asymptoty, od obszaru
wiodacego do nieskonczonosci wzdtuz krzywej b (na lewo od poczatku uktadu wspotrzed-

nych).
Z tej analizy widaé, ze punkt (wi, wy) = (0, 0) jest lokalnie stabilny, natomiast punkt (w1, wy) =

(-1, 0) jest niestabilny.
Uktad opisany zgodnie z (11.4) jest uktadem autonomicznym, jesli nie jest podda-
ny zewnetrznym wymuszeniom: u = 0. Wowczas:
x=1(x), x(¢,) =x, (11.6)
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Zaktada sig, ze funkcja f(x) = f(x(7)) jest rozniczkowalna wzgledem wektora x. Wektor
X, ktory jest rozwigzaniem rownania (jesli takie rozwigzanie istnieje):

f(x),_, =f(x,)=[/(x) folx) -~ f,G)] =0, (11.7)

okresla punkty rownowagi uktadu (lub cykle graniczne). Jest to ten sam zbioér punk-
tow, ktory wynika z rozwigzania (11.1).

Metoda ptaszczyzny fazowej jest bardzo waznym narzedziem badania uktadow
nieliniowych — zwlaszcza oceny ich stabilnosci oraz projektowania. Laczy si¢ ona z
pierwszq metodg Lapunowa, ktora pozwala bada¢ stabilnos$¢ lokalng w bezposrednim
sasiedztwie punktéw rownowagi. Stosuje si¢ w tym celu linearyzacje statycznej funk-
cji sktadajacej si¢ na opis uktadu nieliniowego w poblizu punktéw rownowagi. Aprok-
symujacy uklad liniowy mozna bada¢ za pomocag znanych metod odnoszacych si¢ do
systemow liniowych. Rozszerzenie tego podejscia, z pomini¢ciem linearyzacji, pro-
wadzi do bezposredniej metody Lapunowa, ktora jest dalej omowiona.

Innym sposobem linearyzacji uktadow nieliniowych jest metoda linearyzacji har-
monicznej, ktorg mozna stosowa¢ do systemow, w ktorych podstawowa energia zwia-
zana z odpowiedzig na zadane wymuszenie jest zlokalizowana w podstawowej har-
monicznej (czestotliwosci wlasnej uktadu). Wynikajacy stad sposob analizy jest takze
znany, jako metoda funkcji opisujqcej.

Na zakonczenie rozdzialu podane sg zadania z przykladami zastosowania niekto-
rych metod do badania stabilnos$ci i realizacji nieliniowych uktadéw regulacji.

11.2. Stabilnos¢ ukladow nieliniowych
11.2.1.  Definicje stabilnoSci

Zatézmy, ze w rezultacie rozwigzania rownania (11.7) zostaty okreslone punkty réw-
nowagi X, = [X,1, X2, ..., Xrm]’. W tych punktach pochodna wektora stanu wzgledem
czasu jest rowna zero: X = 0, co oznacza, ze stan uktadu jest ustalony.

Zachowanie si¢ uktadu w poblizu punktu réwnowagi mozna zbada¢ przez niewiel-
ka zmiang wektora x wzgledem punktu rownowagi x,: X = X, + AX, co spowoduje
odpowiednig zmiane¢ funkcji: f(x) = f(x,) + Af(x). Przy tych zalozeniach funkcje f(x)
mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Taylora w otoczeniu punktu x,:

2
0y L 21
ox 2! ox
Jesli przyjac liniowa aproksymacj¢ rozwinigcia funkcji f(x) w poblizu punktu réwno-
wagi, to w szeregu (11.8) nalezy zachowac tylko dwa pierwsze sktadniki:

of (x)
ox

f(x)="f(x,)+ (x-x,)’ +...=f(x,)+Af(x) (11.8)

f(x)=f(x,)+Af(x) = f(x, )+ (x-X,) (11.9)

X=X,
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Wygodnie jest rozpatrywaé system (11.6) po jego sprowadzeniu do takiego uktadu,
w ktorym punkt rownowagi znajduje si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych. Jesli f(x,)
=0, to (11.9) sprowadza si¢ do nastgpujacej postaci:

f(X)zM (x-x,)=A,(x-x,), (11.10)
ox X=X,
9h O ]
ox, ox, ox,
o, Of Jf:
. of 9 9 . Y
gdzie A, Z% =|ox, x, ox,
Xheo | 0 7
oS, I . %
| 0x,  Ox, ox, |

Taka transformacja wymaga podstawienia: x =z —x,, gdzie: z — wektor zmiennych
systemu sprowadzonego do oryginalnego rownania (11.6):

d P
a(z—xr)—z X, =z=g(z) (11.11)

Szczego6ly takiej transformacji sa pokazane w przykladzie 11.2. Pozostajac przy po-
przednich oznaczeniach, mozemy napisac, ze autonomiczny system nieliniowy (11.6),
ktorego punkt rownowagi jest polozony w poczatku uktadu wspoétrzednych: x, = 0,
przy dostatecznie matych warto$ciach x moze by¢ przyblizony za pomoca nastgpuja-
cej zaleznosci:

X =Ax, (11.12)
gdzie A=A,

x,=0 "

W odniesieniu do takiego punktu réwnowagi (x, = 0) definiowana jest tzw. stabilnos¢
lokalna, co odpowiada nastepujacemu opisowi.

Poczatek uktadu wspotrzednych systemu (11.6) jest punktem stabilnym, jesli dla kazdej
rzeczywistej liczby £> 0 i poczatkowego czasu ) > 0, wystepuje taka rzeczywista liczba
0> 0, ze dla dowolnych warunkow poczatkowych spetiajgcych zaleznosé:

%<3,
ruch systemu jest ograniczony do nastgpujacej przestrzeni:
Hx(t)H < & dla kazdego t > t.

Inaczej mowiac, uktad jest stabilny, jesli dla danego obszaru wokot poczatku uktadu
wspoétrzednych o promieniu &, znajdziemy obszar warunkéw poczatkowych o promie-
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niu J, startujgc z ktorych, trajektoria ruchu nie przekroczy obszaru wyznaczonego
przez promien é&. llustracja tej definicji stabilno$ci jest pokazana na rys. 11.6a.

A
X2 Xo C)

@)

stabilnos$¢ lokalna stabilno$¢ asymptotyczna stabilnos¢ totalna

Rys. 11.6. Obraz fazowy

Bardziej praktyczne znaczenie ma nastepujaca definicja stabilno$ci asymptotyczne;.
Poczatek uktadu wspotrzednych jest stabilny asymptotycznie, gdy jest on stabilny, a
ponadto jego trajektoria ruchu, w miar¢ uptywu czasu, zmierza do punktu réwnowagi,
co mozna zapisa¢ nastepujaco:

fmix (1) =0

Ilustracja tej definicji jest pokazana na rys. 11.6b.

Powyzsze definicje odnoszg si¢ do stabilnosci lokalnej, ktora jest zwigzana z bez-
posrednim sgsiedztwem punktu rownowagi. Wowczas pole warunkéw poczatkowych
jest ograniczone do dowolnie matego obszaru o promieniu d. Gdy obszar stabilno$ci
systemu jest zwigzany z pewnym ograniczonym rejonem przestrzeni fazowej, to mo-
wimy o stabilnosci globalnej. Najbardziej pozadana cecha systemu nieliniowego, z
punktu widzenia stabilnosci, jest stabilnosc¢ totalna, tzn. aby byt stabilny dla dowol-
nych warunkow poczatkowych (rys. 11.6c).

11.2.2. Stabilnos$¢ lokalna

Ogolna ocena stabilnosci uktadu nieliniowego jest zadaniem ztozonym. Sformutowa-
ne w tym zakresie zasady Lapunowa dzieli si¢ na dwie kategorie: - pierwsza metoda
Lapunowa, pozwalajaca okresli¢ stabilno$¢ lokalng oraz druga (bezposrednia), wia-
sciwa do oceny stabilno$ci globalnej lub totalne;.

Pierwsza metoda Lapunowa (metoda posrednia, lokalna) pozwala okresli¢ stabil-
no$¢ uktadu w sasiedztwie punktéw jego rownowagi. Podstawowym zatozeniem leza-
cym u podstaw tej metody jest dopuszczenie mozliwosci przyblizenia analizowanego
systemu nieliniowego w otoczeniu punktow réwnowagi za pomocg uproszczonych
zaleznosci liniowych. Przy tym zatozeniu, znajdujacy sie w punkcie rownowagi sys-
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tem nieliniowy, przy malych wymuszeniach moze by¢ analizowany jak system linio-
wy. Analiza prowadzona w tych warunkach ma na celu zbadanie, czy zlinearyzowany
system jest stabilny. Do oceny tej wlasciwos$ci mozna stosowaé kryteria odnoszace si¢
do systemow liniowych.

Zagadnienie to jest czgsto ilustrowane za pomoca kulki, ktérej ruchy sg ograniczo-
ne przez powierzchni¢ uksztattowana jak na rys. 11.7.

J»

X

I
I

I I

X, Xp Xe X

Rys. 11.7. Ilustracja I-szej metody Lapunowa

Kulka moze przyjac jedng z trzej pozycji rownowagi, ktore sg zwigzane z potozeniem
x, gdy x" = 0. W tych punktach zmienna x osigga ustalona pozycj¢ (punkt rownowagi).
Jesli warunki poczatkowe x() zostang wybrane stosownie do zaznaczonych na rysun-
ku punktéw réwnowagi, to uktad w nich pozostanie. Sposdb zachowania si¢ uktadu
przy niewielkiej zmianie tych pozycji zalezy od tego, czy dany punkt rownowagi jest
stabilny, czy tez nie. Zauwazmy, ze w przypadku uktadu liniowego zawsze wystapi
tylko jeden punkt rownowagi, z ktorym mozna zwigzaé poczatek uktadu wspotrzed-
nych fazowych.

Badanie stabilnosci lokalnej przez linearyzacje (wedtug pierwszej metody Lapu-
nowa) sprowadza si¢ do nastepujacych krokow.

1. Zapisa¢ réwnanie dynamiki rozpatrywanego systemu w postaci rownan stanu
(11.6) (patrz przyktad 11.1). Rozwigzujac rownanie (11.7), wyznaczy¢ punkty X,
rownowagi uktadu. Przeksztatci¢ rownania uktadu zgodnie z (11.11), aby punkty
rownowagi znalazly si¢ w poczatku uktadu wspotrzednych fazowych.

2. Przeprowadzi¢ linearyzacje rownan opisujacych uktad. Standardowa metoda polega
na rozktadzie rownan nieliniowych w szereg Taylora w otoczeniu punktu rownowa-
gi, pozostawiajac do dalszej analizy liniowg czg$¢, utworzong z dwdch pierwszych
wyrazow tego rozktadu (11.12). W przypadku uktadu jednowymiarowego mamy do
czynienia z jednym réwnaniem (réwnanie rozniczkowe pierwszego rzedu):

dx

=M 11.13
el (11.13)

gdzie /1=a+j,5=f'(x)‘ W
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Réwnanie (11.13) jest liniowa aproksymacja nieliniowego modelu systemu (11.6)
(dla przypadku jednowymiarowego).

3. Zbada¢ warunki stabilnos$ci uzyskanego liniowego réwnania, aproksymujacego
oryginalne réwnanie nieliniowe. Rozwigzanie réwnania rézniczkowego (11.13)
ma nastgpujaca postac (p. 2.3.1):

x(f)=Ce* = Ce”e” (11.14)

gdzie C =x(0).
Jak wida¢, warunek stabilno$ci tego rozwigzania jest okreslony przez nastgpujaca
relacje:

Re{A}=a <0 (11.15)

Jesli = 0, to uktad nie jest stabilny. Zazwyczaj oznacza to, ze stosowana metoda
nie pozwala oceni¢ stabilnosci uktadu.

W przypadku uktadu wielowymiarowego postgpowanie jest podobne, przy czym
nalezy stosowaé zapis macierzowy (11.12). Macierz A (jakobian) jest macierza
kwadratowa utworzona ze wspotczynnikdéw, ktore sg obliczane, jako pochodne ko-
lejnych funkcji w réwnaniu stanu, w odpowiadajacych im punktach réwnowagi.
Zauwazmy, ze rownanie uktadu zlinearyzowanego (11.12) jest identyczne, jak
jednorodne réwnanie stanu systemu liniowego (8.10). Warunek jego stabilnosci
jest okreslony przez wartosci wlasne macierzy A, ktore sa pierwiastkami rownania
charakterystycznego (8.22).

Re{l}=0a,<0,i=1,2,..,n, (11.16)
gdzie A;, i =1, 2, ..., n — warto$ci wlasne macierzy A.

Przyklad 11.2. Dany jest uktad nieliniowy jak na rys. 11.1, ktdry jest opisany nastepuja-
cym rownaniem:

fi(0)= 2%+f2(x) , gdzie: f,(x)=1+x+x".
Zapisa¢ robwnanie przetwarzania w postaci zmiennych stanu.
Wyznaczy¢ punkty rownowagi uktadu i narysowac jego portret fazowy.

Zbadac stabilnos¢ uktadu w punktach rownowagi.
Punkty rownowagi okre§lamy z rownania czesci statycznej uktadu:
1+x+x* =0, skad otrzymujemy dwa punkty rownowagi:
X, ==05+/3/2,
X, ==0,5—j/3/2.

Jest to uktad SISO I-go rzedu, wiec rownanie stanu bezposrednio wynika z podanego rownania
przetwarzania:
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f](x)zz%ﬂﬂﬂz =0, wiec: %z%(l+x+x2)=f(x).

Transformujemy funkcje f{x) tak, aby punkty rownowagi znalazly si¢ w poczatku uktadu
wspotrzednych (11.11). Dla kolejnych punktow otrzymamy:

dla x, =x, =—O,5+j\/§/2:

-1 -1 . .
F0)= )+ mx,))= 0= 422 = 13) +57)
dla x, =x,, =—0,5—}./3/2:

f(x>=‘71(1+<x—x,2)+(x—x,2)2)='71(1+jﬁ+x<2+jﬁ)+x2)

Sprawdzamy stabilnos¢ uktadu zgodnie z (11.15).

. d 1 . 1
- dla pierwszego punktu: y(x) =—— (2 - _1\/5 +2x =——<0;
dx X=X 2 X=X 2
1 . 1
- dla drugiego punktu: LAC)) =——(2+J\/§+2x =——_ <.
X=Xp2 2 X=Xp2 2

W obu punktach réwnowagi uktad jest stabilny.
W celu zbadania portretu fazowego nalezy utworzy¢ model symulacyjny odtwarzajacy roéwna-
nia ukladu. Zauwazmy, ze ze wzgledu na podane punkty rownowagi, rownania ruchu maja
posta¢ zespolona. Model powinien wiec zawiera¢ dwa integratory rzeczywiste: oddzielnie dla
czesci rzeczywistej 1 urojonej rownania uktadu.
Po rozdziale na czg$¢ rzeczywista i urojong rownanie uktadu dla pierwszego punktu réwnowa-

gi(x, =x,=-05+ j«/§/2 ) przyjmuje nastgpujaca postac (x = x, + jx, ):

dj;:f = _71((% +1)? - (x5 — 3 )) - dla cze$ci rzeczywiste;j,
dx, -
Tf = 71(;(“ +1)(2x, — ﬁ) - dla czgsci urojone;j.

Model wedtug powyzszych réwnan mozna tatwo utworzy¢ w programie SIMULINK. Przebieg
trajektorii odpowiadajacej zmiennej rzeczywistej xo dla dwoch réznych warunkow poczatko-
wych jest pokazany na rys. 11.8.

Trajektorie przedstawiaja cykle graniczne, ktorych rozmiar zalezy od warunkéw poczatko-
wych. W funkcji czasu zmienna x. jest przebiegiem okresowym (rys. 11.9). Amplituda oraz
ksztalt tego przebiegu zaleza od zadanych warunkéw poczatkowych.

Uktad zbudowany w odniesieniu do drugiego punktu rownowagi jest opisany nastepujacymi
réwnaniami:

% = _71((% +1)? - xXy(x5+ J3 )) - dla czesci rzeczywistej,
Tf = _71 (x, +D(2x, + «5) - dla czgsci urojone;j.
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Rys. 11.8. Trajektorie zwigzane z rzeczywista zmienng xq

x4(1)

1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 s

Rys. 11.9. Przebieg generowany przez rozwazany uktad

Zaréwno trajektoria, jak i generowany przebieg sa takie same jak dla powyzszego przypadku,
gdy wprowadzimy sprz¢zong wartos¢ warunku poczatkowego: x =x, — jx, .

Powyzszy przyktad potwierdza prawidtowos$¢, ze zespolone wartosci punktow
rownowagi sg oznaka wystgpowania petli granicznej. Kolejny przyktad ilustruje spo-
sob postepowania w przypadku uktadu wielowymiarowego SISO.
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Przykiad 11.3. Dany jest uktad nieliniowy jak na rys. 11.1, ktory jest opisany nastepuja-

cym réwnaniem:
2
f.(x)= 2d—f+9+fb(x) , gdzie: f,(x)=1-x".
de”  dr

Zapisa¢ roOwnanie przetwarzania w postaci zmiennych stanu.
Wyznaczy¢ punkty rownowagi uktadu i narysowac jego portret fazowy.
Zbadac¢ stabilnos$¢ uktadu w punktach rownowagi.

Punkty rownowagi okreslamy z rdwnania czgsci statycznej uktadu:
1-x? =0, skad otrzymujemy dwa punkty réownowagi: x,=1, x,, =-1.

Stosujac proste podstawienie, rownanie uktadu mozna zapisa¢ w postaci dwoch rownan stanu:
dx
1

oy,
dr
%:%l(xz"'l_xlz)

lub w postaci macierzowej:

d [x|i|_ 1 2 —f _|:f](x],x2):|
S =] - =t = -
dr| x, 7(x2+1_x1) So(x15x,)
Obliczamy jakobian funkcji f(x):

oi(x, %) Ifi(xp,x;)

J ox ox 0 1
A= f(x)= I 2=
ox (x) I (x,x)  9Ifr(x,xp) x - O,S}
ox; 0x5

Punkty rownowagi maja dwie wspotrzedne (xi1, x2), ktore sa rozwigzaniem rownania f(x) = 0.
W postaci wektorowej maja one nastepujaca postaé (nie sprowadzamy tu punktéw rownowagi
do poczatku uktadu wspotrzednych):

M TN

Macierz A (jakobian) przyjmuje w tych punktach nastepujace wartosci:

0 1 0 1
Al — 5 A2 —
1 -05] -1 -05]

Rownanie charakterystyczne dla pierwszego punktu:
-1 1
det(A, —I1)=det =2+051-1=0
I -05-4
Wartosci wiasne sg pierwiastkami tego réwnania: A, = —0,25(1 +17 ) Jeden z tych pier-

wiastkow jest dodatni, wigc pierwszy punkt rownowagi (x;, =1) jest niestabilny.

Dla drugiego punktu otrzymamy:
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-1 1

-1 -05-1
Wartosci wlasne sg nastepujace: 4, , = —0,25(1i j\/g ) Cze$¢ rzeczywista obu tych pierwiast-
kow jest ujemna, wigc drugi punkt rownowagi: x,,. =(—1, 0) jest stabilny.

Potwierdzenie tych obliczen znajdziemy na portrecie fazowym otrzymanym na podstawie
modelu rownan stanu (rys. 11.10).

det(A, —14)= de{ } =2 +0,51+1=0

Rys. 11.10. Portret fazowy rozpatrywanego uktadu

Wida¢, ze punkt (—1, 0) jest atraktorem, do ktérego zmierzajg trajektorie z pewnego obszaru
wokol punktu, natomiast inaczej zachowuja si¢ trajektorie w poblizu punktu (1, 0), ktory jest
niestabilnym punktem réwnowagi.

Metoda linearyzacji moze by¢ takze stosowana w odniesieniu do uktadéw, w kto-
rych mozna oddzieli¢ cze$¢ nieliniowag od czgsci liniowej. W takim przypadku, w
otoczeniu punktu rownowagi, obie czgSci moga by¢ rozpatrywane jak elementy ukta-
du liniowego. Technike postepowania wyjasnia kolejny przyktad.

Przyklad 11.4. W uktadzie jak na rys. 11.11 blok nieliniowy jest okreslony nastgpujaca
funkcja:
f(e)=3¢~¢’

Zaktadajac, ze uklad jest autonomiczny, okresli¢ jego punkty rownowagi
oraz zbadac stabilnos¢ uktadu w tych punktach.
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Gi(s)
u(t) 4 e m(?) s+1 W) -
A fe) S +0,55+1 "

Rys. 11.11. Schemat uktadu nieliniowego

W uktadzie autonomicznym brak jest wymuszenia (u = 0), a stan przejSciowy uktadu jest reak-
cja na warunki poczatkowe. Punkty rownowagi odpowiadaja mozliwym potozeniom uktadu w
stanie ustalonym. Wowczas pochodne wzgledem czasu przyjmuja zerowa warto$¢, co w zapi-
sie transmitancji oznacza: s = 0. Zatem, transmitancja cze¢sci liniowej redukuje si¢ do postaci:
G1(0)=1.

W takim stanie schemat uktadu ma postac jak narys. 11.12.

G1(0)

o m(t) 1 U

e(?)

V

Rys. 11.12. Schemat uktadu w punkcie rownowagi

Mozna zauwazy¢, ze: e = —m, co oznacza, ze¢ funkcja przetwarzania czg¢sci nieliniowej jest
nastepujaca:

m=3e—e’ =—e, skad:

de—e’=0

Rownanie to spetniajg trzy punkty, ktore wyznaczajg stany rownowagi uktadu:

€1 :0, 6222, 63:—2.

Kolejnym krokiem jest linearyzacja uktadu (jego cz¢sci nieliniowej) w tych whasnie punktach
roéwnowagi:

f(e)=3e— e

Linearyzacja tej funkcji odbywa si¢ przez jej przyblizenie za pomoca dwoch pierwszych sktad-
nikoéw rozktadu w szereg Taylora w poblizu punktu rownowagi (11.8):

fley=f(e)+f '(e)‘e_e (e—e,), gdzie e, jest punktem rownowagi.

Widac¢ stad, ze przyrost funkcji na wyjsciu bloku nieliniowego jest proporcjonalny do przyro-
stu argumentu na wejsciu, ze wspotczynnikiem proporcjonalnosci A, = f '(e)e:er , jak w
(11.10):
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fle)-fle) =4 (e—e,)
Relacja wyjscie — wejscie bloku nieliniowego w poblizu punktu rownowagi jest wigc okreslona
przez wspotczynnik A.. W tych warunkach zastepczy schemat analizowanego uktadu jest li-
niowy, jak narys. 11.13.

Gi(s)
e(t) ; m(?) s+l o) -
B ’ 52 +0,55+1 -

Rys. 11.13. Schemat zastepczy uktadu zlinearyzowanego

Badanie stabilno$ci uktadu z rys. 11.13 odbywa si¢ zgodnie z zasadami odpowiednimi dla
uktadéw liniowych. Najpierw nalezy okresli¢ warto$ci wspotczynnikéw A, dla kolejnych punk-
tow rownowagi i nastepnie, okresli¢ stabilnos¢ skojarzonych z nimi uktadéw zamknietych.

Azatem: A, =f '(e)ezgr =3-3¢° - =3- 3¢, co dla kolejnych punktow rownowagi daje:

1) =0, 4,=3-3-0=3
A(s+1) 3(s+1)

Transmitancja uktadu otwartego jest rowna: G (s)= = , CO pro-
! g0J o (5) s24+05s+1 57 +0,55+1 P

wadzi do nastgpujacej transmitancji uktadu zamknigtego:
G, (s 3(s+1
Gisy= Gl 3+
1+G,(s) s +35s5+4
Znajdujemy bieguny transmitancji z rbwnania charakterystycznego:
s’ +3,55+4=0,skad: s12=-1,75 +j0,968.
Widag¢, ze oba bieguny maja ujemne czgsci rzeczywiste, wigc uktad jest stabilny w pierw-
szym punkcie rownowagi.
2) =2, 4,=3-3-4=-9

A+ 9(s+1)

s2+0,55+1 _s2+0,5s+l ’

Transmitancja uktadu otwartego jest rowna: G,(s)= co pro-

wadzi do nastgpujacej transmitancji uktadu zamknigtego:
G(s) = G,(s) _ 2—9(s +1)
1+G,(s) s —855-8
Znajdujemy bieguny transmitancji:
s?—8,55—8=0, skad: s; = 9,355, s, = —0,855.
Jeden biegun jest dodatni, wigc uktad jest niestabilny w drugim punkcie rownowagi.
3) es=-2, ,,=3-3-4=-9
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Wszystkie relacje w tym punkcie sg takie same jak w punkcie poprzednim, wigc uklad jest
takze niestabilny. Ostatecznie, uktad jest stabilny tylko w pierwszym z wyznaczonych
punktow réwnowagi, gdy e =e; = 0.
Zachowanie si¢ uktadu w rejonach wyznaczonych przez punkty rownowagi mozna przesledzi¢
na modelu symulacyjnym utworzonym w programie SIMULINK (rys. 11.14).

blok nieliniowy

Yy

?'

XY Graph

Rys. 11.14. Schemat modelu rozpatrywanego uktadu nieliniowego

Transmitancja Gi(s) moze by¢ wprawdzie przedstawiona jednym blokiem, jednak aby umozli-
wi¢ zadawanie warunkow poczatkowych (co jest istotne przy badaniu trajektorii uktadow au-
tonomicznych), na schemacie (rys. 11.14) transmitancja ta zostata utworzona z elementarnych
blokéw. Mozna tatwo odnalez¢ poszczegodlne elementy z oryginalnego uktadu przedstawione-
go na rys. 11.11: w torze gtownym znajduje si¢ model bloku nieliniowego z wejsciem e oraz
wyj$ciem m. Transmitancja cze¢$ci liniowej jest odtworzona za pomoca dwoch integratorow z
odpowiednimi sprz¢zeniami. Wynika to z transmitancji G1(s):

Y(s) s+1 _C(s)

= 1e: = = 2
G(s)= M) 5 +05541 = D)’ gdzie: C(s)=s+1, D(s)=s"+0,5s+1.
. _M(s) _ _ 1
Stad: Y(s) = D(s) C(s)=X(s)C(s), X(s)=M(s) D) .

W torze generacji sygnatu wyjsciowego y(?) jest tworzony sygnat pomocniczy x, ktorego trans-
formata X(s) jest okreslona powyzej. Sygnat ten powstaje z wymuszenia m podanego na uktad
o transmitancji 1/D(s). Sygnal wyjsciowy y powstaje jako kombinacja sygnatu x oraz odpo-
wiednich jego pochodnych, zgodnie z licznikiem transmitancji G(s). Pochodna y’ jest podobna
sumg wczesniejszych sygnalow (sprzed odpowiednich integratorow). Widaé, ze zmienna x
wraz z dwoma jej pochodnymi reprezentuje zmienne stanu.

Uruchamiajac oméwiony model przy réznych warunkach poczatkowych zadawanych w inte-
gratorach, mozna uzyskac rodzine trajektorii wynikajacych z dynamiki uktadu (rys. 11.15). Na
rysunku wyrdznione sa trzy punkty rownowagi. Z przebiegu trajektorii widaé, ze tylko punkt
(7, ") = (0, 0) jest atraktorem.
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Rys. 11.15. Trajektorie rozwazanego uktadu nieliniowego w poblizu trzech punktéw réwnowagi

Transmitancja liniowej cze$ci uktadu rozpatrywanego w przyktadzie 11.4 jest klasy
zerowej, co pozwala zatozy¢ warto$¢ zmiennej s = 0 w punkcie rownowagi. Takie
zatozenie nie jest mozliwe w uktadach wyzszej klasy (wystapi dzielenie przez zero w
wyrazeniu okreslajacym transmitancj¢). Kolejny przyktad pokazuje sposéb postgpo-
wania w takim przypadku.

Przyklad 11.5. W uktadzie z rys. 11.16 blok nieliniowy jest okreslony nastepujaca funk-
cja: fle)=e—e’.
Zaktadajac, ze uklad jest autonomiczny, okresli¢ jego punkty rownowagi
oraz zbadac stabilno$¢ uktadu w tych punktach.

W tym przypadku uktad liniowy jest klasy pierwszej (pojedynczy zerowy biegun), wigc jedy-
nym sposobem zapewniajacym ustalong odpowiedz uktadu, jest zalozenie, ze: m(f) = 0.
Jest to wiec warunek rownowagi uktadu, skad:

fle)=e—€=0.

Jest on spetniony dla trzech punktow: e; =0, e2 =1, e3 =—1.
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Gi(s)
u(t) e 10 m(?) 1 W) R
B s(s+1)

Rys. 11.16. Schemat uktadu nieliniowego

Podobnie jak w przyktadzie 11.4, z warunku autonomiczno$ci uktadu wynika, ze brak jest
wymuszenia (u = 0), a stan przejsciowy jest wywolany przez warunki poczatkowe.
Linearyzacja bloku nieliniowego w punktach réwnowagi pozwala zastapi¢ go przez staly
wspotczynnik wyznaczony przez wartos¢ pochodnej w tym punkcie:

A= @ =1-3¢). ., r=1,2,3,

co daje nastepujace wartosci:
A=l 4L=4=-2.
Te wspotczynniki reprezentuja blok nieliniowy w poszczegdlnych punktach rownowagi. Sta-
bilnos¢ uktadu w tych punktach sprawdzamy, zaktadajac, ze transmitancja uktadu otwartego w
ich bezposrednim sgsiedztwie jest okreslona przez transmitancje czg¢éci liniowej pomnozonej
przez odpowiedni wspolczynnik A.
Pozostaje zatem sprawdzenie stabilnosci uktadu zastepczego w punktach réwnowagi.

1
G,(s) _ s(s+1) _ 1

1) G(s)=

T 14G,(s) 1+ 1 s +s+1
s(s+1)

Bieguny transmitancji sg nastepujace: s, =—0,5% j\/g /2. Maja one ujemng cz¢$¢ rzeczywi-

sta, wigc uklad jest stabilny.

-2
_ G(s) _ s(s+l) =2
2 G(S)_1+Go(s)_1_ 2 T iso2
s(s+1)

Tym razem bieguny transmitancji sa nastgpujace: s,, =-0,5+1,5. Jeden z tych biegunow jest

dodatni, wiec uktad jest niestabilny. Taka sama sytuacja wystapi dla trzeciego punktu: e3 = —1.
Podobnie jak w przyktadzie 11.4, uktad ma jeden stabilny punkt réwnowagi dla e = e; = 0.

W przypadku zlinearyzowanego uktadu drugiego rzedu para pierwiastkow (si, 52)
wyznaczajacych punkt rownowagi uktadu nieliniowego okresla charakter tego punktu.
Dotyczy to takze pary wartoéci wlasnych (41, 4) macierzy w reprezentacji modelu
uktadu w postaci rownan stanu. R6zne przypadki odnoszace si¢ do uktadéw liniowych
sg zestawione w Tabeli 11.1.
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Tabela 11.1. Trajektorie fazowe w poblizu punktéw rownowagi uktadow drugiego rzedu

Nr | Potozenie pierwiastkow Plaszczyzna fazowa Rodzaj
X2
L oba p}erWlastkl rzeczywi- ; wezel stabilny
ste, ujemne X
X2
) oba pierwiastki rzeczywi- J k wezel niestabiln
ste, dodatnie \\ f X ¢ y
X2
oba pierwiastki rzeczywi- \ / .
3. . siodto
ste, o roznych znakach / \ X
X2
pierwiastki zespolone o
4. | ujemnych czesciach rze- ﬂ m ognisko stabilne
. \\J X1
czywistych
_—//
X2
—_
pierwiastki zespolone o \
5. | dodatnich czg¢$ciach rze- /‘: _\/ ognisko niestabilne
czywistych K_/ X
X2
pierwiastki zespolone o / \
6. | zerowych czesciach rze- centrum ($rodek)
czywistych (urojone) K/ X1
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W uktadach nieliniowych moze wystapi¢ kilka punktéw rownowagi, ktére moga
by¢ rozmieszczone w roznych punktach ptaszczyzny fazowej, niekoniecznie w po-
czatku uktadu wspotrzednych. Ponadto majg one na og6t bardziej nieregularne ksztat-
ty w stosunku to tych pokazanych w Tabeli 11.1, co ilustrujg takze zamieszczone
przyktady.

Przyklad 11.6. Uktad dynamiczny jest opisany nastgpujacym réwnaniem rézniczkowym:
X—u (1 -x )x +x=0, gdzie 4= 1. Sporzadzi¢ portret fazowy tego ukta-

du oraz zbada¢ jego stabilnosc.
Badany uktad jest okreslony przez tzw. rownanie Van der Pola, ktore byto pierwotnie wypro-
wadzone dla generatora lampowego [33]. W celu sporzadzenia portretu fazowego oraz do
dalszej jego analizy wygodnie jest go przedstawi¢ w postaci roOwnania stanu. Przyjmujac: x; =
Xz otrzymamy:

X =X,

. _ 1_ 2 _
X, = X)Xy =X

B P = ]

Przyréwnujac powyzsze rownanie do zera, otrzymamy punkt réwnowagi (w punkcie rowno-
wagi zeruja si¢ pochodne zmiennych stanu): (xi, x2) = (0, 0).

Do sprawdzenia, czy w tym punkcie uktad jest stabilny, mozna zastosowa¢ procedure lineary-
zacji rownania stanu w otoczeniu tego punktu i sprawdzi¢ wartosci pierwiastkow rownania
charakterystycznego (wartosci wiasnych) macierzy A (11.12):

X =AXx,

gdzie:

afl (xnxz) af] ('xl’x2)

A ox, ox, [ 0 1 }
o (x%,)  9fs (%) “2xx, -1 1-x]
ox, ox,

Macierz A w punkcie rOwnowagi przyjmuje nastgpujaca wartos$c:

A | 0 1 [o 1
R R AR B T o O I

Réwnanie charakterystyczne jest wielomianem utworzonym wedtug zaleznoscei (8.22):

0-1 1
A A+1=0
1= -

|@W—MF

1+ /3

Pierwiastki tego rownania sa warto$ciami wlasnymi macierzy A: 4, = . Czesci rze-

czywiste obu biegunéw (pierwiastkow réwnania charakterystycznego) sa dodatnie, a wigc
rozwazany punkt rownowagi jest niestabilny. Potwierdzaja to przebiegi trajektorii na plasz-
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czyznie fazowej (rys. 11.17) uzyskane na drodze symulacji rozwigzania rownania stanu dla
kilku wybranych warunkéw poczatkowych. Z przebiegu tych trajektorii wida¢, ze daza one do
cyklu granicznego, ktory tworzy krzywa zamknigta.

z \\\\ N\ I‘|
U\

R
\

~ \

/
=
—

-2 \ /
3 \
4
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

Rys. 11.17. Portret fazowy uktadu Van der Pola

W dziedzinie czasu, temu cyklowi odpowiada przebieg okresowy jak na rys. 11.18. Mozna
zauwazy¢, ze jest to stabilny cykl graniczny z widocznymi odstepstwami od przebiegu harmo-
nicznego, co wynika z nieregularnego obrau cyklu granicznego.

2,5 T

-0,5 \/

-1

O L L
A AN A LA
Al AmAmAIE
SETL ANANEINE
SVAVA | |

| | |

/ /

|
I
/
VA T

0 10 20 30 40 50 60

-1,5
V

-2
-2,5

Rys. 11.18. Przebieg okresowy dla warunkéw poczatkowych (0,1 0,1)
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Zauwazmy, ze w rozwazanym przykltadzie nie ma mozliwosci rozdzielenia czesci
statycznej i dynamicznej w roéwnaniu uktadu, co wymaga okreslenia punktow réwno-
wagi bezposrednio na podstawie rownan stanu.

11.2.3.  Bezpos$rednia metoda Lapunowa

Przedstawiona powyzej pierwsza (posrednia, lokalna) metoda Lapunowa ma istotne
ograniczenia, ktore polegaja na tym, ze pozwala ona okresli¢ stabilno$¢ tylko w okolicy
punktéw rownowagi (chociaz moze zawodzi¢ w przypadku, gdy wartos$ci wtasne macie-
rzy A majg zerowe czeSci rzeczywiste). Bardziej uniwersalne zastosowanie ma druga
(bezposrednia) metoda Lapunowa. Ma ona zwlaszcza bardzo duze znaczenie teoretycz-
ne, natomiast jej praktyczne zastosowanie jest niekiedy ktopotliwe. Wynika to stad, ze
definicje stabilnosci wedlug bezposredniej metody Lapunowa odnoszg si¢ do pomocni-
czej funkcji skalarnej V(x), definiowanej dla danego systemu w taki sposob, ze jest to
funkcja pozytywnie okres§lona w pewnym regionie wokdt poczatku uktadu wspotrzed-
nych: V(x) > 0, x # 0, za wyjatkiem punktu zerowego, w ktérym funkcja przyjmuje war-
tos¢ zerowa: V(0) = 0. Dobor tej funkcji nie wynika bezposrednio z modelu rozwazane-
go uktadu i wymaga pewnych dodatkowych uzgodnien. Zaktada si¢ tu, ze punkt row-
nowagi zostat sprowadzony do poczatku uktadu wspotrzednych.

W uktadach stacjonarnych funkcja V(x) nie zalezy od czasu (jak rowniez rGwnania
stanu uktadu). W takim przypadku pochodna funkcji /(x) wzgledem czasu jest okre-
$lana nastepujaco:

P = 3 ag)fX)fi(X) _ ZE)V(X)%
i=1 i=1

dt ’ ox; dt
A1) (11.17)
o v V() | L)
| oy 0x, ox,, :
Jn(X)

gdzie n — rozmiar réwnania stanu x =f(x) (11.6).

Uktad nieliniowy przedstawiony rownaniem (11.6) jest stabilny asymptotycznie w
obszarze D zawierajacym poczatek uktadu wspotrzednych, jesli mozna wyznaczy¢
funkcje Lapunowa V(x), ktora spetnia nastepujgce warunki:

V(x)>0 dlax#0oraz V(0)=0 (11.18)
V(x):dzg")w dlax#0 (11.19)

V(x) = oo dla [x’ — oo (11.20)
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Jesli w (11.19) ostry warunek (<) zostanie zamieniony na relacje (2): (< — <) w od-
niesieniu do calego obszaru D, to méwimy, ze uklad w obszarze D jest stabilny, ale
niekoniecznie asymptotycznie.

Kolejny przyktad wyjasnia podstawowe kroki postgpowania zwigzane z zastosowa-
niem II-giej metody Lapunowa.

Przyklad 11.7. Dany jest uktad nieliniowy opisany nastepujacym rownaniem:
5 3
=43 [ B a0
dr?  \ dr

Zapisa¢ rownanie przetwarzania w postaci zmiennych stanu.
Wyznaczy¢ punkty rownowagi uktadu i narysowac jego portret fazowy.
Zbadac stabilno$¢ uktadu w punktach rownowagi wedtug posrednie;j
metody Lapunowa.

Zbadac¢ stabilnos¢ uktadu wg drugiej metody Lapunowa.

Przez podstawienie nowej zmiennej x, w miejsce pierwszej pochodnej otrzymamy:

dy _

e 2

dx
(T;:—xl—%(xzy

lub w postaci macierzowej:

d{x|_ Xy _ | AGx)
hdl = ;| =f(x)= .
di| x| | =% —0.25x S2(x1, %)
Uktad do symulacji tego uktadu jest pokazany na rys. 11.19. Przyrownujac prawa strong row-
nania do zera, otrzymujemy wspoirzedne jedynego punktu rownowagi: x, = (0, 0).

» Vv’
x
]l O
Scope1
- p x’_z ; X?
B0 i m
, ; X1 XY Graph1
X 4’{ 5 I t —
‘ | . N[
Scope2
| /A —
X .@ » [
Scope
. >
X
>

Rys. 11.19. Schemat modelu SIMULINK
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Do oceny stabilnosci ukladu w tym punkcie stosujemy posrednia metode Lapunowa. Portret
fazowy uktadu jest pokazany na rys. 11.20. Réwnanie charakterystyczne macierzy Jakobiego

jest nastepujace:

0 1 A0
detlA-T1). _, = -

el )xz—o {—1 —0,25x§} {0 /J

-A 1
= det] 5 =2 +1=0
-1 —0,25x2—/1
0 X,=0

Xy =

-0,5 -04-03-02-01 0 01 02 03 04 05 x1

Rys. 11.20. Trajektoria uktadu w poblizu punktu réwnowagi (0, 0)

Warto$ci wlasne sg pierwiastkami rownania charakterystycznego: A, , = j. Czgs¢ rzeczywi-

sta wartosci wlasnych jest rowna zero, wiec nie mozna na tej podstawie sadzi¢ o stabilnosci
uktadu. Zastosujemy wiec bezposrednig metodg Lapunowa.

Przy tworzeniu funkcji Lapunowa czesto nawigzuje si¢ do definicji energii na podstawie
wspotrzednych rownania zmiennych stanu, sprawdzajac, czy uzyskana w ten sposob funkcja
spehnia kryteria funkcji Lapunowa.

Pomijajac state wspotczynniki, propozycja jest nastepujaca (rys. 11.21):

V0=V (x.0) = +x7

Widaé, ze funkcja z uptywem czasu zmierza do zera, gdy jednoczesnie trajektoria dazy do
poczatku uktadu wspotrzednych, ktéry jest punktem réwnowagi (rys. 11.20). Funkcja Lapu-
nowa V jest rozniczkowalna w otoczeniu poczatku uktadu wspotrzednych, przyjmuje dodatnie
warto$ci za wyjatkiem punktu réwnowagi: V' (0, 0)=0.

Okreslamy pierwsza pochodng funkcji Lapunowa wzgledem czasu (z uwzglgdnieniem zapisu
funkcji w postaci zmiennych stanu):

d d dx d dx
=V (x1, %) = —V (X1, %) —L +—V (X1, %) —2 = 2x;%, + 2% (—x —0,25)63):—0,5)64
py (31,x7) o (31,x7) a o, (%1,%7) y 1X2 +2x5\-x 2 2
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0,35
0,3
0,25
0,2
0,15

0,1

005075 10 15 20 25 30 35 40 45 is

Rys. 11.21. Przebieg funkcji Lapunowa V(x(%), x2(¥))

Widaé¢, ze pochodna jest ujemna, za wyjatkiem punktow, gdy x, = 0, w ktorych pochodna jest
zerowa. Przebiegi zmiennych stanu xi, x, sa pokazane na rys. 11.22. Mozna zauwazy¢, ze
przebiegi te sa zgodne z ksztattem trajektorii na rys. 11.20. Przy kazdym przej$ciu przez zero
zmiennej x; pochodna funkcji Lapunowa takze przyjmuje warto$¢ zerowa (rys. 11.22).

0,6
0,4

0,2

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 ts

Rys. 11.22. Przebiegi zmiennych stanu x:(), x2(¢)

oonf LA
-0,02r : : : : : : : :

S N O
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0065510 15 20 25 30 35 40 45 s

Rys. 11.23. Przebieg pochodnej funkcji Lapunowa V'~
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Wida¢ wiec, ze proponowana funkcja spelnia wszystkie kryteria funkcji Lapunowa i uktad jest
stabilny w punkcie rownowagi i jego otoczeniu, cho¢ nie jest to stabilno§¢ asymptotyczna,
gdyz pochodna 7> ma wartosci zerowe poza poczatkiem uktadu wspoétrzednych.

Przy stosowaniu bezposredniej metody Lapunowa istotnym problemem jest okre-
Slenie funkcji, ktore spelnia warunki funkcji Lapunowa. W tym zakresie brak jest
ogoblnych zasad, ktére mozna stosowa¢ w odniesieniu do dowolnego uktadu. W przy-
padku uktadéw fizycznych mozna poszukiwaé takiej funkcji, positkujac si¢ zalezno-
$cig na energi¢ analizowanego uktadu [30, 61]. Uzyskane si¢ w ten sposob funkcje
moga mie¢ jedna z nastepujacych form:

- w przypadku, gdy punkt rownowagi lezy w poczatku uktadu wspotrzednych:

V(X)=x +x; +...+ X, (11.21)
- jesli punkt rownowagi jest okreslony przez wspotrzedne xi,, X2, ... :

V(x)=(x,—x, F+(r, = x, f ot (x, - x,, (11.22)

- w przypadku niespetnienia warunkéw funkcji Lapunowa mozna poszukiwaé innych
rozwigzan, na przyktad:

V(X) = al('xl - xlr)2 + a, (X2 - x2r>2 +.t a, ('xn = X )2 (1 123)
- lub w postaci ogdlnej formy kwadratowej:
V(x):zza,j(xi—xi,)(xj—xj,,) (11.24)
i=1 j=1
Na bazie bezposredniej metody Lapunowa powstalo wiele szczegdélowych algo-
rytmow badania stabilno$ci uktadow nieliniowych.

11.2.4. Metoda Popova

Metoda Popova** okre$la warunki, jakie powinna spetni¢ charakterystyka amplitu-
dowo-fazowa czgsci liniowej uktadu nieliniowego, aby rozwazany uktad nieliniowy
byt absolutnie stabilny. Odnosi si¢ ona do uktadow nieliniowych z ujemnym sprzeze-
niem zwrotnym, w ktorych mozna wydzieli¢ czgs¢ liniowa (rys. 11.24). Zaklada sie, ze
statyczna charakterystyka cztonu nieliniowego m = f{e) spetnia nastgpujace warunki:

k<2 <i . £0)=0, 20, (11.25)
e

gdzie: ki 1 k> s3 dowolnymi nieujemnymi liczbami rzeczywistymi.

# Vasile M. Popov (1928 - ) — rumunski inzynier i matematyk, zajmujacy si¢ teorig regulacji i
stabilnosci systemow dynamicznych. Od 1968 roku przebywa w Stanach Zjednoczonych.
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(1
u(t) +  e(?) o m(f) Gi(s) y R

Rys. 11.24. Schemat uktadu nieliniowego z wydzielong czgsécig liniowa

Warunek (11.25) oznacza, ze trajektoria wyznaczona przez funkcje m(f) = f(e) jest
ograniczona przez dwie proste, wyznaczone przez wspolczynniki ki i1 k2 (rys. 11.25).
Punkty lezace na tej trajektorii wyznaczajg statyczne wspolczynniki wzmocnienia
czesei nieliniowej uktadu.

Rys. 11.25. Tlustracja przebiegu trajektorii f{e) przy spelnieniu warunkéw (11.25)

Zgodnie z twierdzeniem Popova [23, 29, 61] uktad nieliniowy spetniajacy warunek
(11.25), w ktorym transmitancja Gi(s) cz¢$ci liniowej ma wszystkie bieguny w lewej
polptaszezyznie zmiennej zespolonej s (czg¢$¢ liniowa jest stabilna asymptotycznie),
jest stabilny globalnie w stanie bez wymuszenia (u(f) = 0), jesli istnieje taka skonczo-
na liczba ¢, dla ktorej spelniona jest nierownosc:

Re{(1+jqa))G1(ja))}+k1>0, (11.26)
2
przy czym: 0<k, <co, limG,(jw)=0. Oznacza to, ze funkcja nieliniowa fle) jest
klasy [0 k2], przy praktycznym zatozeniu, ze ki = 0.
Zalezno$¢ (11.26) mozna rozszerzy¢ na specjalne przypadki nieasymptotycznej

stabilnosci czesci liniowej uktadu:
- gdy G,(s) ma pojedynczy biegun w poczatku uktadu:

lim Im{G,(jw)} — —o, (11.27)
w—0+
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- gdy G,(s) ma podwojny biegun w poczatku uktadu:

lim Re{G,(jw)} = —o°
@0+ (11.28)
Im{G, (jw)} < 0 dla matych wartosci w

Kryterium Popova okresla wystarczajace warunki stabilnosci uktadu nieliniowego o
strukturze jak na rys. 11.24, gdy czg¢$¢ liniowa o transmitancji Gi(s) jest stabilna asymp-
totycznie lub gdy spetione sg takze warunki (11.27), (11.28), odpowiednio przy poje-
dynczym lub podwojnym zerowym biegunie tej transmitancji. Formutowane sg takze
dodatkowe warunki w odniesieniu do czgéci nieliniowej, ktore oméwimy ponizej.

Zapiszmy widmowa transmitancje¢ czesci liniowej analizowanego uktadu nielinio-
wego w nastepujacej formie:

G(jo)y=U(w)+jV(w) (11.29)
W nawigzaniu do (11.26), definiowana jest transmitancja Popova:
Gp(jw) =Re{G(jo)} + joIm{G (jo); =U(®) + jVp(@) , (11.30)

gdzie V,(w) = oV ().
Uwzgledniajac (11.30) w (11.26), otrzymamy nowg forme kryterium Popova:
Re{G,(j)} ~qIm{G, ()} + >0, (11.31)
2

co mozna zapisa¢ w postaci nastepujacego warunku, odnoszacego si¢ do plaszczyzny
zespolonej G,(jw) =U(w)+ jV,(w):

U(a))—qa)V(a))+k12>0 (11.32)
Graniczng linig warunku (11.32) na ptaszczyznie G,(jw) jest nastgpujaca prosta
U(a)):qa)V(a))—kl2 (11.33)
lub: oV (w)=Vp(w)= [U(a)) + li; , (11.34)
2

nazywana prosta Popova. Przecina ona 0§ rzeczywista w punkcie —1/k> (po ujemne;j

stronie osi) 1 ma nachylenie 1/q = tgi (rys. 11.26). Prosta Popova powinna by¢ tak

poprowadzona, aby cata trajektoria transmitancji czg¢sci liniowej Gp(jw) dla pulsacji

0 £ w < oo znalazla si¢ na prawo od niej. Rozpatrzmy blizej przypadki pokazane na

rys. 11.26 [23].

— Prosta Popova o nachyleniu 1/g, z rys. 11.26a przecina o$ rzeczywista w punkcie
—1/k,, ktory jest wspdlny z trajektorig czesci liniowej: —1/k, = —1/ky, gdzie ky jest
zapasem wzmocnienia czesci liniowej uktadu. Jest to ilustracja najbardziej typo-
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wego przypadku, w ktorym £k, (= kq) jest statycznym wspotczynnikiem wzmocnie-
nia czegsci nieliniowej opisanej funkcjg stacjonarng bez histerezy: m = fle).

— Jesli, ze wzgledu na uksztattowanie trajektorii transmitancji czesci liniowej, punkt
—1/k, nie pokrywa si¢ z punktem —1/k, (rys. 11.26b), a charakterystyka czgsci nie-
liniowej jest jednoznaczna i stacjonarna, to wzmocnienie statyczne czesci nieli-
niowej o warto$ci nie wiekszej od k, zapewnia stabilnos¢ globalng catego uktadu.

— W ogo6lnym przypadku, gdy czes¢ nieliniowa jest okreslona za pomoca zaleznosci
niestacjonarnej m(z) = f(e(t),t) oraz wystepuja elementy z histereza, to w (11.26)
nalezy przyja¢ ¢ = 0. Oznacza to, ze prosta Popova jest prostopadta do osi rze-
czywistej uktadu wspotrzednych, a wspotczynnik wzmocnienia czgsci nieliniowej
jest definiowany przez punkt —1/ks, (rys. 11.26a).

Vp(®) a) V(o) b)
1/gs V4a Vay

k| Jy ey, w=co ©=0

U(w)

w=0
@== U(w)

—1/ka=—1/ky

Gp(j a)) o

Rys. 11.26. Charakterystyki amplitudowo-fazowe na ptaszczyznie Gp(j @)

Jedna z gtownych zalet metody Popova jest geometryczna interpretacja warunkow sta-
bilnosci uktadu [5].

Przykiad 11.8. Dany jest uktad nieliniowy, ktorego czes$¢ liniowa jest okreslona za po-
mocg nastgpujacej transmitancji:
7,5(0,02s +1
Gi(s)= (O02:+1)
(s +1)(0,0155 +1)(0,01s° 4+ 0,045 +1)

Stosujac metode Popova okresli¢ graniczng warto§¢ wspotczynnika k, =
kgr, dla ktorej uktad nieliniowy jest globalnie stabilny.

Bieguny transmitancji sg nastepujace: 51 = —1, 52 = —66,67, s34 = —2+£j9,78. Spelnione sg wigc
warunki stosowania kryterium Popova. Charakterystyki amplitudowo-fazowe Gi(j@w) oraz
Gp(jw) czesci liniowej rozpatrywanego uktadu sg pokazane na rys. 11.27. Obie charakterystyki
przecinajg os$ rzeczywista U(w) w tym samym punkcie. Na podstawie (11.33) wida¢, ze w tym
punkcie V(@) = 0 oraz U(w) = —1/k>.

Warto$¢ pulsacji w tym punkcie mozna obliczy¢ z zaleznoSci:

V(w)=Im{G,(jw)} =0, skad otrzymujemy: @= @ =103 s’..
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Z kolei punkt na osi rzeczywistej mozna okresli¢ z zaleznosci:
U(w,) =Re{G,(jw,)} =-1,756 ==1/k, , skad: k, =1/1,756 = 0,569 = k,,. .

Vp( Q))

10

U(w)

—-10;

8

Rys. 11.27. Charakterystyki amplitudowo-fazowe na ptaszczyznie U(w) + jVp(w)

Z relacji (11.32) wynika, ze rozpatrywany uklad nieliniowy bedzie stabilny globalnie, jesli
spetniony bedzie warunek: &, <k ,awigc k, <0,5695.

Przez punkt przeciecia trajektorii Gp(jw) z osig rzeczywista mozna przeprowadzié prosta Po-
pova, ktora w tym przypadku ustala warto§¢ wspolczynnika g (nachylenie prostej wynosi 1/g).
Przez punk —1/k; nalezy wiec przeprowadzi¢ prosta, ktora w tym przypadku jest styczng do
trajektorii Gp(jw) dla @= @ (prosta Popova nie moze przecinac tej trajektorii). Jest ona nachy-
lona do osi rzeczywistej pod katem w (rys. 11.27), ktéry mozna okresli¢ analitycznie na pod-
stawie stosunku pochodnych obu sktadowych:

D(Im) D(im)= dlm{gp(j N pre)= dRe{gp (i)}
a a

g

1/g=tgy =®, gdzie

chodne nalezy obliczy¢ dla w= ax, skad: tg = 7,15, skad: = 82° oraz g = 1/tg w=10,14.

, przy czym po-

Wyznaczenie wspolczynnika k, w istocie sprowadza si¢ do okre§lenia maksymal-
nej warto§ci wzmocnienia otwartego uktadu nieliniowego z cze$cia liniowa, ktory po
zamknigciu pozostaje stabilny globalnie. Wspotczynnik k&, mozna wiec podzieli¢ na
dwie czgsci: k> = ki ki, gdzie wspolczynnik k; zostaje dotaczony do transmitancji czesci
liniowej, tworzac razem uktad o transmitancji: kG 1(j@), natomiast k, odwzorowuje
wzmocnienie cze¢sci nieliniowej. W odniesieniu do czgéci nieliniowej, k2 (lub £,) jest
statycznym wspotczynnikiem wzmocnienia, ktory definiuje nachylenie prostej ograni-
czajacej rozmieszczenie charakterystyki nieliniowej (rys. 11.28).
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Kryterium Popova dostarcza informacji o wystarczajacym (a nie koniecznym) wa-
runku stabilnosci globalnej uktadu nieliniowego: na jego podstawie nie mozna sadzic¢
o zachowaniu si¢ uktadu po przekroczeniu przez k, wartos$ci granicznej. Sprawe te
ilustrujg przyktady z rys. 11.28: dla k> > kg, uklad z elementem z rys. 11.28a moze
przej$¢ do stanu stabilnego z oscylacjami niethumionymi (stabilny punkt réwnowagi),
natomiast w przypadku elementu z rys. 11.28b, oscylacje nie beda thumione, co oznacza
stan niestabilny (dodatkowe warunki sg natozone przez wartosci parametréw a oraz D).

Y ) 1y b)
-a_ |/ X —a / X
a X / a X
- D

Rys. 11.28. Charakterystyki elementéw nieliniowych o tym samym wspotczynniku wzmocnienia

Wazng zaleta metody Popova jest jej uniwersalnos¢: brak jest istotnych warunkow,
ktore ograniczaja jej stosowanie. Mozna wigc ja stosowaé¢ do ukladow wysokiego
rzedu, z opdznieniem, a takze do uktadéw o parametrach roztozonych.

Przyklad 11.9. Dany jest uktad nieliniowy, ktorego czes¢ liniowa jest okreslona za po-
moca nastepujacej transmitancji [5]:
k
Gils)=""753 g
(Ti N +2§17}S+1)(T2 S +2§2T2S +1)
z nastepujacymi parametrami: k, = 1; 71 = 5; {1 =0,5; T» = 1,5; & = 0,04,
Stosujac metode Popova, okresli¢ graniczng warto$¢ wspotczynnika
wzmocnienia statycznego czesci nieliniowej k», dla ktorej uktad nielinio-
wy jest globalnie stabilny.

Dla podanych warto$ci parametrow bieguny transmitancji sa nastepujace: s12 = 0,1(~1+jV3);
s34 =-0,0267%j0,9992. Spelnione sga wiec warunki stosowania kryterium Popova.
W celu sporzadzenia trajektorii widmowej transmitancji Gp(j@) = U(@) + jVp( @) na plaszczyz-
nie Nyquista, obliczamy (dla : k, = 1):
(1-Te*)(1-T ") - 44T 6 The”
(eaner +a-120 s’ +a-170"))
—sz((l—ﬂzwz)szz +(1—T22(02)§1Tl) .
(eamw? +a-120"2 fee e’ +a-T0y?)
Przebiegi trajektorii Gp(jw) oraz Gi(jw) (tylko fragmenty) sa pokazane na rys. 11.29.
Na rysunku wykreslone sg rdwniez dwie proste Popova: prosta graniczna, ktdéra wyznacza naj-

wigksza warto$¢ wspotczynnika wzmocnienia kg = kpi = 1,61 (-1/kp1 = —0,62) oraz prosta pro-
stopadta do osi rzeczywistej (g2 = 0, —1/kp, = —0,855 (kp2 = 1,17). Punkt —1/k; = —0,573 okresla

U(w)=Re{G(jo)} =

Vp(@) = 0lm{G(jo)} =
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przeciecie trajektorii (Gp(jw) oraz Gi(jw)) z osia rzeczywista. Wspotczynnik ks = 1,745 jest wige
zapasem wzmochienia czgéci liniowej uktadu. Przez analogi¢, wspotczynnik ke = kpi mozna
traktowac jako graniczny zapas wzmocnienia uktadu nieliniowego, przy czym ogolnie: kg < kq.

08 T T

T T T

0,6

0,4

0,2

JIm{Gp(jo)}

1 L 1 1 1 1
-1 -0,8 -0,6 0402 0 02 04 06 08
Re{Gp(jo)}

Rys. 11.29. Charakterystyki amplitudowo-fazowe na ptaszczyznie U(w) + jVp( @)

Na rysunku zaznaczono wartosci pulsacji w charakterystycznych punktach: a,, @, - na prostej
granicznej (1/¢; = —0,843) oraz @. — na dodatkowej prostej Popova. Dla ilustracji stanu dyna-
micznego rozwazanego uktadu na rys. 11.30 pokazane zostaly wyniki symulacji uktadu w
dwoch jego stanach: po przekroczeniu wzmocnienia krytycznego oraz w stanie stabilnym.

0,4 - - - - - - - a)
03 : : : : : : q
0,2
0,1
0
-0,1
-0,2
-0,3
-0,4
0,4
0,3
0,2
0,1
0
-0,1
-0,2
-0,3

b)

Rys. 11.30. Przebiegi w uktadzie nieliniowym: po przekroczeniu wzmocnienia krytycznego a)
oraz w stanie stabilnym b)
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W charakterze elementu nieliniowego wybrany zostat uklad z rys. 11.28a z nastgpujacymi pa-
rametrami: @ = 0,1, D = 0,161, co daje wzmocnienie statyczne k, = 1,61 = kg.. Ponadto w czgsci
liniowej wprowadzono dodatkowe wzmocnienie: k; = 3,0 (rys. 11.28a) oraz k = 2,406 (rys.
11.28b - stabilny). Ze wzgledu na charakter elementu nieliniowego przebieg z rys. 11.30a przed-
stawia stan odpowiadajacy stabilnemu punktowi réwnowagi po przekroczeniu krytycznej warto-
$ci wzmocnienia.

11.2.5. Rozszerzona metoda Nyquista

Metoda ta jest znana w literaturze takze, jako kryterium okregu (kotowe) lub kryterium
Kudrewicza, ktory je pierwszy zastosowat. Twierdzenie Kudrewicza, ktore definiuje to
kryterium, odnosi si¢ do uktadu nieliniowego okre§lonego przez (11.25). Wspotczynniki
ki 1 k» wyznaczaja proste, pomiedzy ktérymi miesci si¢ charakterystyka statyczna czgsci
nieliniowej uktadu (rys. 11.25). Twierdzenie to mozna sformutowac nastepujaco [29, 33].
Ukfad nieliniowy o charakterystyce statycznej okreslonej przez (11.25) i stabilnej
asymptotycznie czesci liniowej jest stabilny, jesli charakterystyka amplitudowo-fazowa
Gi(jw) przy zmianie pulsacji w granicach 0 < @ < o nie przecina si¢ z okregiem D(ki,
k), ktorego srodek lezy na ujemnej czeSci osi rzeczywistej, natomiast jego Srednica jest
wyznaczona przez dwa graniczne punkty okregu: —1/k, —1/k na tej osi (rys. 11.31).
Srodek okregu oraz jego promien sa wyznaczone przez wspotczynniki ki, ka:

—M, jO | - $rodek okregu oraz: koh jego promien.
2kk, 2kk,

iim{G(Ga)} |

k2 /\a):oo w=0

_kithk

[

Rys. 11.31. Charakterystyka amplitudowo-fazowa z trajektoria G(jw) oraz okregiem okresla-
jacym stabilno$¢ uktadu nieliniowego

Zauwazmy, ze w przypadku gdy: k&1 — k», promien okrggu D przyjmuje zerowa
srednice, natomiast powstaty punkt ma potozenie —1/k, = —1/k. Stabilno$¢ uktadu jest
wowczas zapewniona przez warunek:

Re{G,(jw)} >—% lub: kRe{G,(jw)}>-1,
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co jest rownowazne kryterium Nyquista, jesli Gi(s) ma wszystkie bieguny w ujemnej
polptaszczyznie s. Parametr & petni rolg¢ wspotczynnika wzmocnienia.

Przedstawione kryterium wywodzi si¢ z kryterium Popova i jest w literaturze nazy-
wane rozszerzonym kryterium Nyquista, kryterium Kudrewicza lub kryterium okregu
(ang. circle criterion), co wiaze si¢ z warunkami wzajemnego polozenia trajektorii
transmitancji widmowej Gi(jw) oraz wiasnie okregu D. Pokazane na rys. 11.32 przy-
padki sktadaja si¢ na formalna definicje tego kryterium [4]:

Im{G,(jo)} a) Im{G,(jo)} b)
| | ] T Re(Gi(o)] 1 Re{Gi(o)}
k, k, k,
Im{G,(jo)} c) Im{G,(jo)} d)
1 ) 1 Re{G(jo)} b 1 |Re{Gi(jo)}
_;2 _E k, k,

Rys. 11.32. Stabilne rejony potozenia charakterystyki wykresu Nyquista (zacienione obszary)

nieliniowy system, spetniajacy zatozenie (11.25), na podstawie ktérego wyznacza si¢
okrag D(ki, k2) (rys. 11.31), ktorego srodek lezy na ujemnej osi rzeczywistej plaszczy-
zny Nyquista, z czeScia liniowa okreslona przez transmitancje Gi(s), jest stabilny
asymptotycznie, jesli spelniony jest jeden z nastgpujacych warunkow:
1. dla 0 < ki < k, trajektoria transmitancji widmowej Gi(jw) obejmuje wskazany
okrag P razy w kierunku przeciwnym do wskazéwek zegara przy zmianie pulsacji
w zakresie (—eo < @ < +e0), gdzie P — liczba niestabilnych biegunéw transmitancji
Gi(s) - rys. 11.32a;
2. dla 0=k <k, trajektoria transmitancji widmowej G1(j @) spetnia warunek:
Re{Gi(jw)} >—1/k» dla P=0 - rys. 11.32b;
3. dla ki <0<k, trajektoria G(jw) lezy wewnatrz okregu D, P =0 - rys. 11.32c.
Przypadek pokazany na rys. 11.32d odpowiada trajektorii ujemnej transmitancji
(-Gi(jw)). Wowcezas: ki < kx < 0, a pozostate warunki sg jak w p. 1.

Przyklad 11.10. Dany jest uktad nieliniowy, ktorego cz¢s¢ liniowa jest okreslona za po-
mocg nastgpujacej transmitancji:

10
= e

Zbada¢ warunki stabilnosci tego uktadu.
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Bieguny transmitancji Gi(s) sa nastgpujace: s1 = 1, s» = —2. Uklad otwarty jest wiec niestabilny z
jednym biegunem o dodatniej wartosci (P = 1). Przebieg trajektorii transmitancji widmowej na
plaszczyznie Nyquista jest pokazany na rys. 11.33.

1,5
w=-0,77

. 05- .

? _ = oo

= 0 fo:, ,,,,,,,,,,,,,,, @ I

©

E-05+ :

-1 N =2 e
w=0,77
R 74 3 ) 0

0
Re{G(jo)}

Rys. 11.33. Charakterystyka Nyquista obejmujaca dowolny okrag D wewnatrz zamknigtej
trajektorii wyznaczonej przez transmitancj¢ widmowa G1(j @)

W utworzong zamknigta trajektori¢ mozna wpisaé okregi, ktore spelniajg warunki kryterium:
kazdy z nich jest objety jeden raz przez charakterystyke Nyquista w kierunku przeciwnym do
ruchu wskazowek zegara (Srodki okregoéw leza na osi rzeczywistej). Najwigkszy z nich wyzna-
cza nastepujace granice: —1/ki = —4,6 (ki = 0,22) oraz —1/k, = -2,5 (k2 = 0,40). Wspotczynniki
te wyznaczaja obszar dopuszczalnych zmian statycznej charakterystyki uktadu nieliniowego
(rys. 11.34 — obszar z zaznaczong charakterystyka nieliniowg). Biorac pod uwage skrajne wa-
runki utworzenia takich okregéw, otrzymamy warunek stabilnosci: —1/kim > —5 oraz —1/kom <0,
skad: 0,2 < kim < kom < oo, ktory w calo$ci odnosi si¢ do uktadu liniowego - rys. 11.34. Moga to
by¢ takze mniejsze przedzialy, wyznaczone przez mniejsze okregi na rys. 11.33.

fe)
Y m=fle)
~'
Il
s

m;k\me e
m;k\e
m;k’).e

Rys. 11.34. Statyczna charakterystyka stabilnego uktadu nieliniowego lezy w obszarze wyzna-
czonym przez graniczne warto§ci wspotczynnikow 0,2 <k < ky < oo

Jesli w rozwazanym uktadzie nieliniowa charakterystyke zamieni¢ na zalezno$¢ liniowa, repre-
zentujaca prostg przechodzaca przez poczatek ukladu wspoétrzednych ze wspotczynnikiem
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nachylenia £, to powyzsze zadanie zamieni si¢ na problem okres§lenia wartosci tego wspot-
czynnika w transmitancji liniowego uktadu otwartego:

Gils)= K

(s+2)(s-1)

przy ktorym uktad zamknigty bedzie stabilny. Latwo sprawdzi¢, ze zachodzi to dla: 0,2 <k, a
wigc podobnie jak powyzej dla k; = k» = k (okrag przeksztalca si¢ w punkt).

Przyklad 11.11. Dany jest autonomiczny uktad nieliniowy, ktorego czg$¢ liniowa jest
okreslona za pomoca nastepujacej transmitancji:
s—0,5 Y(s
Gi(5)= 1)
s°=2s+1,5 E(s)
Stosujac kryterium kotowe, zbada¢ warunki stabilnosci tego uktadu.

Uktad ma strukture jak na rys. 11.24, przy czym: u(t) =0, e = —y.

Bieguny transmitancji cz¢sci liniowej otrzymujemy z rownania charakterystycznego:
s2=2s+1,5=0, skad: s;o=1= j\/2/2 — oba pierwiastki majg dodatnie czesci rzeczywiste (P =
2). W celu okreslenia stabilnych rejonéw wyznaczonych przez kryterium kotowe, nalezy po-
stuzy¢ si¢ wykresem Nyquista transmitancji widmowej Gi(jw) i sprawdzi¢ warunki jak na rys.
11.32a: trajektoria powinna dwukrotnie okraza¢ okrag D(ki, k») w kierunku dodatnim. Waru-
nek ten spehiaja tylko mniejsze okrggi wpisane w trajektori¢ czesci liniowej transmitancji
widmowej na rys. 11.35. Najwigkszy przedzial stabilnej pracy uktadu nieliniowego jest wy-
znaczony przez punkty —1/a oraz —1/b. Stabilny przedziat zmian wzmocnienia uktadu liniowe-
g0 jest wyznaczony przez graniczne punkty —1/a = —0,5, —1/b=—-0,333, skad: a = 2,0; b = 3,0.
Te wspotczynniki okreslaja strefe dopuszczalnych zmian czgséci nieliniowej uktadu reprezen-
towanej przez zalezno$¢ liniowa (wzmocnienie k= a = b - rys. 11.36). Jak widaé, dopuszczalna
strefa zmian jest dosy¢ waska.

Im{G\(jo)}

206 05 —04 —03 =02 =01 0 0.
Re{G\(jo)}

Rys. 11.35. Trajektoria Nyquista do analizy kryterium kotowego

Sprawdzmy, jak zachowuje si¢ uktad w poblizu asymptot ograniczajacych te strefe. W tym
celu czes$¢ nieliniowa reprezentujemy za pomoca elementu o wzmocnieniu &, co na rys. 11.36
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odpowiada prostej o takim wilasnie wspotczynniku nachylenia (graniczne asymptoty maja
nachylenie a lub b). Przy takim zatozeniu transmitancja catego autonomicznego uktadu jest
réwna transmitancji G1(j@) pomnozonej przez wspotczynnik k. Otrzymujemy wiec nastepujace
réwnanie przetwarzania w tym uktadzie (model w dziedzinie Laplace’a):

$2Y(s) = ksE(s)— 0,5kE(s) + 2sY (s) —1,5Y(s) .

Poniewaz E(s) = —Y(s), wigc powyzsza zalezno$¢ przyjmuje nastepujaca postaé w dziedzinie czasu:
V() =2-k)y(1)-05C6-k)y() ,

co tatwo jest zrealizowa¢ w postaci modelu symulacyjnego.

................................... YO
: .
..................................... o
L e
m:
...................................... 1...
0
—0,8 -0,4 0 0:4 0;8 e
............................... S
................................ _2

Rys. 11.36. Dopuszczalna strefa zmian charakterystyki czesci nieliniowej uktadu

Uzyskane przebiegi sygnalu wyjsciowego y(¢) sg pokazane na rys. 11.37. Latwo zauwazy¢, ze
wspotczynniki wzmocnienia k = 1,98 oraz k = 3,05 leza juz w strefie niestabilnosci uktadu.
Przebiegi uzyskano dla nastgpujacych wartosci poczatkowych: y(0) = 1,0 oraz y’(0) = -0,5.
Podobnie jak w przyktadzie 11.10, takze tutaj, mozna wyznaczy¢ przedziat zmiennosci ekwi-
walentnego wspoélczynnika £, badajac stabilno$¢ uktadu zamknigtego, w ktorym transmitancja
uktadu otwartego jest rowna:

o3 0

1,8"""-‘ 175.
1,6
1,4

b

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 s 20 5 10 15 20 25 30 35 40 45 Ls

Rys. 11.37. Odpowiedzi uktadu w poblizu granicy obszaréw stabilnosci
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k(s—=0,5)
s2—2s+ 1,5

Zadanie sprowadza si¢ wigc do okreslenia przedziatu zmian k, w ktorym stabilny jest uktad o
transmitancji:

G(s) = kGi(s) k(s—0,5) _L(s)

1+kGi(s) s*>=(2-k)s+0,53-k) M(s)
Bieguny transmitancji G(s) wyznaczymy, rozwigzujac rownanie: M(s) = 0. Pierwiastki tego
réwnania przyjmuja ujemne czesci rzeczywiste dla: 2 < k < 3, co jest zgodne z otrzymanym
powyzej wynikiem na podstawie kryterium kotowego.

kGy(s) =

11.3. Metoda funkcji opisujacej

Rozpatrzmy nieliniowy uktad regulacji jak na rys. 11.24. Zat6zmy, ze na wejscie blo-
ku nieliniowego podawany jest sygnat harmoniczny:

e(t) = Asin(awr) (11.35)
Jesli w bloku nieliniowym nie wystepuja elementy inercyjne, to na wyjsciu pojawi
si¢ sygnal, ktory mozna przedstawi¢ w postaci szeregu Fouriera:
m(t) = f(e(t))= My + M, sin(wt + @)+ M, sin(2et + @,) +... (11.36)
W przypadku, gdy f(e) jest funkcjg antysymetryczna, to Mo = 0.
Linearyzacja harmoniczna polega na zatozeniu, ze przebieg wyjsciowy m(t) moze
by¢ przyblizony przez sktadnik, odnoszacy si¢ do pierwszej harmonicznej (11.36):
m(t) = M, sin(wt + ¢,) = B, sin(wt) + C, cos(awt), (11.37)
co mozna przedstawi¢ w postaci zespolonego wektora (zespolonej amplitudy):
M (A)=B,(A)+jC,(A) (11.38)
Iloraz zespolonego wektora na wyjsciu bloku nieliniowego do amplitudy harmo-
nicznego sygnatu wejsciowego jest nazywany funkcja opisujaca [57]:

B(A)+C,(4) _
A

J(A)=P(A)+jO(A) = J, (11.39)

gdzie: P(4)= ;A J’O F(Asinar)sinax d(a), O(A) = ;L?(Asin ax)cosax d(ax) .

Przyklad 11.12. Okresli¢ funkcje opisujaca dla dwoch typowych nieliniowosci:
a) dla idealnego dwupotozeniowego przekaznika, dla ktorego:
y = f(x)=Dsgn(Asin(wt))
b) dla nieliniowosci trzeciego stopnia:
y=flx(t))=D(4sin e .
Ksztalty tych funkcji sa pokazane na rys. 11.38.
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Zaktadamy, ze w obu przypadkach sygnat testujacy ma postac (11.35).
W pierwszym przypadku, zgodnie z (11.39), otrzymujemy:
P@@—QLrﬁsmAmmnmnmdmn—ggjﬁnwdmn—fg
a8 74 do -
. 1 2z . 2D ("
Mozna sprawdzié, ze: Q(4) = ) J. Dsgn(Asinax)cosax d(ax) = EJ‘ cosax d(ax)=0.
0 0
4D

Zatem: J(A) = P(A) = )

W przypadku nieliniowosci trzeciego stopnia otrzymamy:
yv=f(x()= D(Asin a)t)3 = DA{isinat - isin3a)t) = %A2DAsina)t - %A3Dsin3wt

Do dalszych rozwazan pozostawiamy tylko sktadnik z podstawowa harmoniczng, co w postaci
wektorowej ma nastgpujacg forme:

Y = 42D4
4

Wobec tego:
3

J(A)=§Q=§A2D

4 4 4
4 a) by b)
D
Bx*
x‘ X‘
-D

Rys. 11.38. Przyktady nieliniowych funkcji

W niektorych wybranych przypadkach funkcja opisujaca zalezy takze od pulsacji
sygnalu wejsciowego:
J(A4,0) = P(4,0)+ jO(4,0) .
Odnosi si¢ to do przypadku nieliniowosci wyzszego rzedu, gdy w opisie funkcji nielinio-
wej wystepuja takze pochodne wzgledem sygnalu wejsciowego. Takie zaleznosci nie
wystepuja w wigkszosci standardowych przypadkéw (z nieliniowo$ciami zerowego rze-
du), ktore beda dalej rozpatrywane. Pozostaniemy zatem przy zatozeniu jak w (11.39).
Sktadnik urojony w wyrazeniu na funkcje opisujaca (11.39) jest rozny od zera tyl-
ko w przypadku, gdy funkcja nieliniowa jest wielowartosciowa (funkcja z histereza).
Woéwcezas wspotczynnik urojony w (11.39) mozna okresli¢ za pomoca catki krzywoli-
niowej obliczanej wzdhuiz zamknigtego konturu charakterystyki nieliniowej (rys.
11.39) [57]:
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1 272
0(A)=—| f(4Asinax)cosax d(ax)=
™ : (11.40)

Ezzfﬁf(Asina)t)d(Asina)t) =7;12§f(x)d(x) =—7[_;2S

gdzie S jest polem wyznaczonym przez zamknigty kontur charakterystyki.

S
t=n2wm
A S 4 X
J =0
=320 t=nlo

Rys. 11.39. Nieliniowa charakterystyka z histereza

Funkcja opisujaca J, wyznaczona wedtug przedstawionej metody petni rolg zespo-
lonego wspotczynnika wzmocnienia, ktory zastepuje nieliniowa funkcje f{e) w sche-
macie na rys. 11.24, co jest pokazane na rys. 11.40.

v

— J Gi(s)

Rys. 11.40. Schemat uktadu sterowania z funkcja opisujaca

Zauwazmy, ze warto$¢ wspotczynnika zespolonego J = J(A4) zalezy od amplitudy
sygnatlu wejsciowego. Wszystkie wielkosci na rys. 11.40 reprezentuja odpowiednie
wektory zespolone odniesione do pulsacji s — jw. Na przyktad, przy zatozonym
sygnale harmonicznym reprezentowanym przez zespolony wektor uchybu £, wektor
wyj$cia mozna okresli¢ z zaleznosci:

Y(jo) = EJG,(jo)

Transmitancja uktadu zamknigtego z rys. 11.40 przyjmuje wiec nastgpujaca postac:
JG(j©) _ G(jo)
1+JG (jo) Jl_,_Gl(jw)

G(jo) = (11.41)
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przy czym, ze jes$li J = 1, to mamy do czynienia z uktadem liniowym, ktorego stabil-
no$¢ jest okreslana na podstawie relacji trajektorii transmitancji ukladu otwartego
G1(jw) do punktu (-1, 0) na pltaszczyznie Nyquista. W uktadzie nieliniowym reprezen-
towanym za pomocg funkcji opisujacej role punktu (-1, 0) pelni funkcja —1/J(A4).
Przyktad wzajemnej relacji pomiedzy funkcja —1/J(A4) oraz Gi(jw) jest pokazany na
rys. 11.40. Do wykreslenia funkcji —1/J(4) mozna postuzy¢ si¢ reprezentacja wyktad-
nicza funkcji opisujace;j:

J=|J e (11.42)
gdzie: |J | =[P (A)+0*(4), ¢=arctg%§j;‘
W takim razie: —1 :;edwﬂr).
J(A) |J(4)

Ilustracja wspoélzaleznosci trajektorii odwrotnosci funkcji opisujacej i charaktery-
styki Nyquista na plaszczyznie zespolonej uktadu otwartego jest pokazana na rys.
11.41.

Im{G,(jo)}

Re{G\(jo)}

Rys. 11.41. Trajektoria transmitancji czesci liniowej i odwrotnosci funkcji opisujace;j

W rozpatrywanym przypadku funkcja opisujaca ma charakter zespolony, natomiast
cze$¢ liniowa jest reprezentowana transmitancjg I-szej klasy (z zerowym biegunem).
Obie charakterystyki przecinajg si¢ w trzech punktach wyznaczonych przez amplitudy A
(wyznaczone przez funkcje opisujaca) oraz pulsacje @ (zwigzane z trajektorig transmi-
tancji uktadu liniowego). Punkty te odpowiadajg cyklom granicznym uktadu, ktore mo-
g3 byc¢ stabilne Iub niestabilne. Przy ich ocenie obowigzuja nastgpujace zasady:

— jesli zwigkszenie amplitudy 4 powoduje przesuni¢cie punktu na charakterystyce —
1/J(A) na prawo od trajektorii G1(jw), to jest to cykl niestabilny;

— jesli zwigkszenie amplitudy 4 powoduje przesunigcie punktu na charakterystyce —
1/J(4) na lewo (na zewnatrz) od trajektorii G1(jw), to jest to cykl stabilny.
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W ten sposéb punkt (4>, @») okresla cykl graniczny stabilny, a pozostate dwa
punkty wyznaczajg cykle niestabilne.
Charakterystyczne przypadki potozenia widmowej transmitancji czgéci liniowej

uktadu 1 odwrotnosci funkcji opisujacej na ptaszczyznie Nyquista sg pokazane na rys.
11.42.

Im{G,(jw)} a) Im{G\(jw)} b) Im{G\(jw)} °)
Gi(jw) G (jw) G, (jw)
-1 Re{Gi(jw)} -1 Re{Gi(jw)} Re{G\(jw)}
J(4) J(4)
T‘” fa)

Rys. 11.42. Potozenie widmowej transmitancji czesci liniowej i odwrotnos$ci funkcji opisujace;j

Przyktad z rys. 11.42a) odpowiada sytuacji systemu niestabilnego: trajektoria trans-
mitancji widmowej calkowicie obejmuje wykres odwrotnosci funkcji opisujacej. Prze-
ciwny przypadek jest pokazany na rys. 11.42b): trajektoria transmitancji widmowej
znajduje si¢ po prawej stronie trajektorii —1/J(4). W przykladzie z rys. 11.42c) wystepu-
je cykl graniczny i potrzebna jest blizsza analiza w celu okreslenia jego rodzaju.

Przyklad 11.13. W uktadzie jak na rys. 11.24 funkcja nieliniowa jest okre§lona réwna-
niem:
m(t)= f(e)=e+e>, u(t) =0,
natomiast transmitancja cze¢sci liniowej jest nastepujaca:

1
G(s)=——.
1) s(s-i—l)2

Zbada¢ warunki stabilno$ci tego uktadu.

Funkcja opisujaca dla czesci nieliniowej moze by¢ okreslona na podstawie wynikow przyktadu
11.12, gdzie dla sktadnika trzeciego stopnia otrzymano:

J(4)= %AzD , D = 1. Pierwszy skladnik rozpatrywanej funkcji jest liniowy o wzmocnieniu 1,

wiec ostatecznie, dla funkcji f(e)=e+ e, otrzymamy: J(A4)=J(4)=1+ % A% (cze$é urojona

jest rowna zero).
Na plaszczyznie Nyquista nalezy wykresli¢ funkcje —1/J(4):
-1 -1
Ay % A
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Wykresy obu funkcji: ujemnej odwrotnos$ci funkcji opisujacej oraz widmowej transmitancji
czescei liniowej sa pokazane na rys. 11.43. Pulsacje odpowiadajaca wspdlnemu punktowi obu
trajektorii mozna okresli¢ z warunku:

1
jol+jo)’
Wida¢, ze punktowi wskazanemu na rys. 11.43 odpowiada pulsacja an = 1, przy ktorej
Re{G,(jw)} =—-0,5 . Warto$¢ amplitudy A4, przy ktorej trajektoria odwrotno$ci funkcji opisuja-

cej przechodzi przez ten punkt, mozna okresli¢ z warunku:

_ 2
! =-0,5,skad: 4=4, =

1+%A2 ﬁ

Im{G,(jw)} = Im{ }: 0, skad otrzymamy nastgpujace warunki: @» = +1, @; = 0.

0,2

>

Im{Gi(jo)}

-1 0,8 0,6  -04 —0,2 0
Re{Gi(jw);

Rys. 11.43. Trajektorie czesci nieliniowej i liniowej uktadu

Punkt ten wyznacza cykl graniczny, ktory jest niestabilny, gdyz wzrost amplitudy 4 w tym
punkcie powoduje przesunigcie trajektorii odwrotnosci funkcji opisujgcej na prawo od trajekto-
rii widmowej transmitancji G;(j@) (trajektoria tej transmitancji obejmuje czg§¢ trajektorii
—1/J(A4), dla 4 > A4;), wiec jest to cykl graniczny niestabilny. Poniewaz trajektoria —1/J(4) bie-
gnie az do poczatku uktadu wspolrzgdnych, wigc nie mozna znalez¢ warunkoéw stabilizacji
uktadu. Mozna to uzyska¢ jedynie przez korekcje elementu nieliniowego, na przyktad przez
dodanie do cze¢$ci nieliniowej elementu z nasyceniem (Tabela 11.2, wiersz 5).

Wartosci funkcji opisujacych dla typowych nieliniowosci sg zestawione w Tabeli
11.2. Przedstawiono tam w postaci graficznej przebiegi odpowiednich nieliniowosci
oraz zwigzane z nimi funkcje opisujace. Na podstawie ukladu z pozycji 7 mozna
otrzymac¢ funkcje wielu innych elementow przez odpowiednia zmian¢ ukazanych pa-
rametrow: D, a, b, ki lub k.
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Tabela 11.2. Funkcje opisujace typowych elementéw nieliniowych

Funkcja nieliniowa Funkcja opisujaca
1. ol
4D
. J(A4)=—
X ) A
-D
W y
’ D A<a: JA)=0
- ’ x 4D a 2
A>a: J(A)=— l—(—]
A A
-D
3., 7
D a\’ .4Da
- a - A>a J(A)=— 1—[—] -]
x A A2
-D
y
4. D
2 2
-a_—b R A>a: J(A):z_D I—LEJ + 1_(2] _ja—b
b a x A A A A
-D
y
5. b
2D a a a 2
—~ . A>a: J(4)=— arcsin—+—,|1-| —
a na A A A
-D
y
6.
/ a a a)
—a (4 . A>a J(4) =tga - 8% arcsin L+ L 1—[—)
a x A
7 y
: ky/ A<bhb: JA)=h, A>a:
D,I,(,],",} H
*?1 *b ba - J(A):kz+%[klarcsin%—kzarcsin%—%bcosﬁ+27Dcosﬂ—%acosaJ
. |-D
f gdzie: cosa=a/A, cosff=b/A, kkb=D
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Przyklad 11.14. W uktadzie z przyktadu 11.13 w charakterze elementu nieliniowego
umieszczony jest przekaznik 3-potozeniowy symetryczny bez histerezy
(jego funkcja nieliniowa i funkcja opisujgca sg okreslone w pozycji 2 Ta-
beli 11.2) z nastgpujacymi parametrami: D =1, a = 0,1. Cz¢$¢ liniowa re-
prezentuje transmitancja jak w przyktadzie 11.13:
1

G(s)=——.
1(5) s(s+1)°
Zbada¢ warunki stabilnosci tego uktadu.
Funkcja opisujaca rozpatrywanego elementu nieliniowego jest nastepujaca (Tabela 11.2):

2
J(A):% 1—(%} .

Przebieg tej funkcji wzgledem zmiennej A/a jest pokazany na rys. 11.44. Uzyskuje si¢ w ten

sposéb prostsza posta¢ funkcji wzgledem nowej zmiennej: x = 4 .

Sl L R
6 Lo

5_

0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 3,5 Ala
Rys. 11.44. Trajektorie czeSci nieliniowe;j i liniowej uktadu

Wida¢, ze funkcja ta przyjmuje maksymalng warto$¢ w punkcie, ktéry mozna okresli¢ na pod-
stawie jej pochodnej:

2_
W Adla) _4D) 1 N =l ad: A= 2, d=a2 =012 ~01414.
a

d(4/a)  max| /42 _4 x?

W tym punkcie funkcja opisujaca przyjmuje nastepujacg wartosc:

4D | (a4 1)
J(A)—HW/I—(Z] _m‘,l— ﬁ} ~ 6366 .

Trajektorie czgsci liniowej i nieliniowej uktadu na plaszczyznie Nyquista s pokazane na rys. 11.45.
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Generalnie, trajektorie te sa podobne do tych z przyktadu 11.13. Trajektoria —1/J(4), przy wzro-
Scie A4, porusza si¢ po ujemnej czesci osi rzeczywistej w strone poczatku uktadu wspotrzednych,
przecinajac trajektori¢ G, (jw)w punkcie (-0,5, j0), gdy amplituda 4 = 0,1013. Wida¢, ze wy-
znaczony w ten sposob cykl graniczny jest niestabilny. Trajektoria —1/J(A4) przyjmuje maksymal-
ng warto$¢ —0,16 dla 4 = 0,14 1 zawraca w strong ujemnych wartosci, przecinajac ponownie tra-
jektorie G (jw) w tym samym punkcie (0,5, jO) przy wartosci amplitudy sygnatu wymuszaja-
cego A = 0,6285. Tym jednak razem punkt ten wyznacza stabilny cykl graniczny, gdyz wzrost A
laczy si¢ z wyjsciem trajektorii elementu nieliniowego na lewo od trajektorii G,(jw) .

A

Im{G|(jo
Gion |
4 04
-1

— 40,2
J(4) A=014 .

Gi(jo)

1 1 1 »
-1,2 -1 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0 Re{G\(jo)}

Rys. 11.45. Trajektorie czesci nieliniowe;j i liniowej uktadu

Tworzacy sie w ten sposob stabilny cykl graniczny jest dobrze widoczny na plaszczyznie fa-
zowej (rys. 11.46). Mozna zauwazy¢, ze zardwno trajektorie majace poczatek na zewnatrz
cyklu, jak i te, zaczynajace si¢ w jego wnetrzu, zmierzaja do ustalonego cyklu granicznego.
Cykl graniczny niestabilny (dla 4 = 0,1013) nie daje si¢ zaobserwowac.

Charakterystyczna cecha cyklu stabilnego jest generacja ustalonych oscylacji na wyjsciu ukta-
du. Obrazuja to przebiegi na rys. 11.47. Wida¢, ze amplituda stabilnych oscylacji na wejsciu
uktadu przyjmuje warto$¢ obliczong dla tego stanu: 4 = 0,6285.

Sygnat wyjsciowy jest jednoczes$nie sygnalem btedu (u(f) = 0): y(f) = e(f). Na rysunku jest
takze pokazany przebieg sygnatu m(f) na wyjsciu ukladu nieliniowego (jest to takze sygnatl
wejSciowy do czesci liniowej). Mozna zauwazy¢, ze blok opisany transmitancja G,(s) ma
charakter filtru dolnoprzepustowego. Jest to, w istocie, warunek stosowania metody funkcji
opisujacej do analizy systemow nieliniowych.

Sygnat wyjsciowy y(¢) = e(f) nie jest doktadnie sinusoidalny (harmoniczny), o czym $wiadczy
nieco odksztatcony ksztatt cyklu granicznego na ptaszczyznie fazowej (rys. 11.46).
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czas, $

Rys. 11.47. Przebiegi sygnatu wyjsciowego y(f) oraz na wejsciu czesci liniowej m(z) uktadu

Metoda funkcji opisujacej moze by¢ stosowana w odniesieniu do uktadow, ktére
maja cechy filtru dolnoprzepustowego. W takim przypadku mozna oczekiwal, ze
energia reprezentowana w sktadnikach odnoszacych si¢ do wyzszych harmonicznych
przebiegu wyjsciowego jest niewielka. Jednak, ze wzgledu na nieuniknione uprosz-
czenie zwigzane z linearyzacjg harmoniczna, doktadno$¢ tej metody jest na ogot
mniejsza od metody plaszczyzny fazowe;.
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11.4. Metoda plaszczyzny fazowej w regulacji przekaznikowej

Dwu- lub tréjpotozeniowy przekaznik jest wygodnym elementem wykonawczym w
uktadzie regulacji. Umieszczenie takiego elementu w torze gtéwnym lub w sprzezeniu
zwrotnym powoduje, ze mamy do czynienia z uktadem nieliniowym. Takie rozwigza-
nia sa ograniczone do ukladéw drugiego rzedu. Do ich analizy moze by¢ stosowana
zarowno metoda funkcji opisujacej, jak 1 metoda portretu fazowego. Ta ostatnia jest
zwykle doktadniejsza, wigc ponizej omowione sg podstawowe zasady jej stosowania.

Rozpatrzmy niezalezny od czasu autonomiczny uktad drugiego rzedu (u(f) = 0) o
strukturze jak na rys. 11.48, w ktorym:

h(e)=h(é,é,e) (11.43)

u(t) o+ e(?) He) m(f) 61 W) ;

Rys. 11.48. Schemat uktadu nieliniowego

Metoda podstawiania opis ten mozna przedstawi¢ w postaci modelu stanowego:
x =f(x)

11.44
m=g(X) ( )

U | _ fi(x,x,)
gdzie: X_Lj , f(x)—{fz(xl,xz)}

Uogolniajac rozwazania z p. 11.2 mozna zauwazy¢, ze rownanie rozniczkowe opi-
sujace trajektori¢ uktadu we wspotrzednych x, x, ma nastepujacg postaé:

%_ fz(xlaxz)
dx, - fl(xlaxz) (1149

Zaleznos$¢ (11.45) pozwala doktadnie analizowaé przebieg trajektorii uktadu na
podstawie jego rOwnania stanu. Zauwazmy, ze (11.45) przedstawia rownanie roznicz-
kowe pierwszego rzedu.

Przyklad 11.15. W uktadzie z rys. 11.49 wyznaczy¢ trajektorie na ptaszczyznie fazowe;.
Przyja¢ nastgpujgce parametry przekaznika: D = 1,0; a = 0,1 oraz uktadu
ciggtego: T=1,0; K=1,0.
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o

u)=0, et b m(7) K w0
o >

5 s(sT +1)

Rys. 11.49. Schemat uktadu nieliniowego
Na podstawie transmitancji czg¢éci liniowej otrzymujemy:

Y(s)= M (s), skad: sQY(s)=§M(s)—%sY(s).

ST +s

Przechodzac do postaci czasowej otrzymamy: y(¢) = ? m(t) — % (1) .

Przyjmujac w charakterze zmiennych stanu: x,(t) = y(¢), x,(t) = y(¢)

otrzymamy nastgpujgce rOwnanie stanu:
X, () = x, ()
K

. 1 2
5 (0)= =50+ m(0)
co mozna zapisa¢ w nastepujacej postaci:

o)l el oLt e
“@O| |0 —UT|x,0| |K/T

oraz: y(t)=x,(¢), przy czym: e(t) =—y(t).
Zaklada sie, ze wielko$¢ e(¢) nie zmienia wartosci dla —a < e(¢) < a . Na tej podstawie funkcja
dziatania przekaznika moze by¢ zapisana nastepujgco:
m(t) = { D dla(e(r)>a)v((e(t) <0) A l(e(t) > —a))
—D dla(e(r) <-a)v((é@t) > 0) A (e(r) < a))
Rownanie (11.45) w tym przypadku przyjmuje nastgpujaca postaé:

L (t)+£m(f)
%:fz(xnxz): T’ r :—l+£m(t)L
& filx) X, (f) T T x,(2)
X, (¢
a zatem: dx, :K#dxz

1
7 M= x50

Ostatecznie otrzymujemy:
dx, = —T+KTm(t); dx,
Km(t) = x, ()

Relacja pomigdzy x:(f) oraz x»(f) moze by¢ wyznaczona przez catkowanie powyzszej zalezno-
$ci. Granice calkowania s3 wyznaczone przez przedziat czasu, w ktorym zachodzi analizowany
proces: [fo, £). Warunki poczatkowe (¢ = fy) s3 wyznaczone przez wektor:
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x(0) :|:x1(0):|

x,(0)
Pomigdzy czasem poczatkowym fo, a czasem ¢, w ktorym nastepuje przetaczenie przekaznika,
sygnat m(f) = m= const. W tych warunkach otrzymujemy:

xl(t)_xl(to)=jdx1 =j‘(_T+KTm ]dxz =T(x2(to)_x2(t))

l l

Km —x,(t)
— KTm(In(Km — x, (1)) - In(Km — x,(t,)))
Wspotrzedna x; zmienia si¢ zgodnie z zaleznoscia:

X, (1) = x,(ty) + T(x, (1)) — x,(t)) — KTm(In(Km — x, (1)) - In(Km — x, (£,)))

Zauwazmy, ze: sY(s)=M(s)

Tl X,(s), skad tatwo okres$li¢ graniczne warto$ci (asymp-
sT +

toty) zmiennej x»: x» = KD lub x, = —KD. Stosownie do tego sygnal m przyjmuje wartosci:
m=D lub m=-D.

Trajektorie rozpatrywanego uktadu na ptaszczyznie fazowej wraz z zaznaczonymi asymptota-
mi zmian zmiennej x, oraz obszarami dwoch warto$ci zmiennej m sa pokazane na rys. 11.50.
Jest to zbidr oddzielnych trajektorii, ktore maja poczatki wyznaczone przez odpowiednie wa-
runki poczatkowe (punkty te oznaczone sg kropkami).

X2

i—a

~1.5 i i i
’ -1 0,8 —0,4

Rys. 11.50. Trajektorie uktadu z przekaznikiem z histereza przy réznych warunkach poczatkowych

Wida¢, ze przekaznik wyznacza przedziaty liniowej pracy ukladu, gdy jego stan pozostaje
ustalony. Jesli poczatek trajektorii znajduje si¢ na asymptocie poziomej, zwigzanej ze zmiang
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pozycji przekaznika, to trajektoria odpowiadajaca odpowiedzi uktadu liniowego przebiega do
osiggniecia asymptoty pionowej, wyznaczonej przez granice histerezy przekaznika.

W uktadzie moze wystapi¢ cykl graniczny, jesli polowkowe trajektorie dla obu potozen przekaz-
nika beda takie same. Jego charakterystyki zalezg od parametréw przekaznika oraz transmitancji
czesci liniowej. Przyklad takiego cyklu jest pokazany na rys. 11.51. Jest to cykl stabilny. Widac,
ze punkty graniczne obu symetrycznych czesci trajektorii (poczatkowy i koncowy) znajduja si¢
na pionowych asymptotach wyznaczonych przez histereze przekaznika. Przy zmianie wielkosci
zadanej u(f) przebieg wyjsciowy y(t) = x,(¢) bedzie za nig podazat.

Rys. 11.51. Cykl graniczny uktadu z przekaznikiem z histereza

Przebiegi zmiennych stanu (x;, x») oraz sygnal na wyjsciu przekaznika (ze zmienionym zna-
kiem, gdyz na wejscie przekaznika jest podany sygnat —)(#)) sa pokazane na rys. 11.52.

L. : c—m(f): :
il i N 1 S I
I | : : : : :
3 : : L : 1 R I
1 FO [ 2 ] oA [
0,5 [ ER SSRRRTT |4H44H:.)f..|.\\..: ....... oo SRS PRI T -
: : i SN 1 FANLN § 1
| I / v : A : /
N N ) L
ok ~I""""'5 ....... ol AL L) A, YN
: S / | ' \/ A\ L/
] 5 N \ : [N N
: B | L T
] N b : RN : !
0.5/ ;I ....... "\I’I|>|TI 444444 o) N Ill 444444 4
’ : : ! S Sy (=t N
1 : \li‘ : | (1) f| : )l |f
1 : ' : : : : :
_1 i i L il i il k
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 s

Rys. 11.52. Przebiegi generowane w uktadzie z przekaznikiem
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Wida¢, ze sygnal wyjsciowy y(¢) jest dostatecznie wygladzony, chociaz jego amplituda jest
dosy¢ duza. Jest to istotne w przypadku, gdy na wejscie podana zostanie okreslona wartosé
zadana u(t), ktoéra powinna by¢ stabilizowana.

Uktad regulacji z przekaznikiem (dwu- lub trojpotozeniowym) jest rozwigzaniem osz-
czednym, jednak znang niedogodnoscia jest tu wystepowanie oscylacji w sygnale wyj-
sciowym. Zbyt duza amplituda oscylacji uniemozliwia osiagni¢cie pozadanego efektu
regulacji. Kolejny przyktad pokazuje sposob redukc;ji tych niepozadanych oscylacji.

Przyklad 11.16. W uktadzie z przyktadu 11.15 wprowadzi¢ korekcje szeregowa op6znia-
jaca w celu zmniejszenia amplitudy oscylacji wielko$ci wyjsciowe;.

Rozpatrywany uktad nieliniowy z korektorem jest pokazany na rys. 11.53. Zastosowano takie
same parametry uktadu jak w przyktadzie 11.15.

u(t) o ed) sT+1 |mO| AT m(r) K O
sT/f+1 & s(sT+1) -

Rys. 11.53. Schemat uktadu nieliniowego z korektorem szeregowym

Dobrany zostal korektor opdzniajacy. Sposob doboru korektora jest przedstawiony w [62].
Parametry korektora sg nastepujace: 4 = 10, 7= 10,0001 s, = 0,01.

W celu poréwnania efektu korekeji z uktadem bez korektora analiz¢ wykonano dla wymusze-
nia u(¢) = 1. Przebiegi zmiennych stanu w uktadzie bez korektora i z wybranym szeregowym
korektorem przyspieszajacym (zmienne z indeksem k) sa pokazane na rys. 11.54.

Widag, ze korektor powoduje zwigkszenie czestotliwosci oscylacji i zmniejszenie ich amplitudy.

1,5 ! ! '

Rys. 11.54. Przebiegi zmiennych stanu w uktadzie bez korektora i z korektorem szeregowym
przyspieszajacym
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Uktady przekaznikowe majg szerokie zastosowanie w uktadach automatyki z uwa-
gi na ich prostg i niezawodng konstrukcje (praktyczne zastosowanie majg przekazni-
kowe uktady elektroniczne). Pozadane charakterystyki tych ukladéw uzyskuje sie
przez wprowadzenie korekcji i dodatkowe sprzgzenia zwrotne [62].

Zadania

11.1.

11.2.

11.3.

11.4.

Uktad nieliniowy jest okreslony za pomoca nastepujacego rownania:
2

dy 2\ dy)

2 +(0.5+y )dt 0,6(dtj +y=0

— zapisa¢ dynamike uktadu za pomoca réwnan stanu ze zmiennymi x1, X2;

— wyznaczy¢ punkty rownowagi uktadu;

— zbadac¢ stabilnos¢ uktadu w punktach rownowagi;

— przyjmujac funkcje Lapunowa w postaci: V' = x12 +x§, zbadac¢ jego stabilnos¢ globalna.
Przeprowadzi¢ analiz¢ stabilnos$ci oraz sporzadzi¢ portret fazowy uktadu z przyktadu
11.6, przyjmujac, ze w rownaniu Van der Pola wspotczynnik = —1.

W podanych uktadach okresli¢ punkty rownowagi, przeprowadzi¢ linearyzacj¢ oraz
oceni¢ stabilno$¢ w otoczeniu poszczegolnych punktow rownowagi. Korzystajac z pro-
gramu SIMULINK, zamodelowa¢ uktady i wyznaczy¢ przebiegi trajektorii fazowych w
warunkach autonomicznej pracy uktadu. Uwaga: transmitancje czgsci liniowej uktadu
nalezy reprezentowa¢ w postaci zmiennych stanu, aby mozna bylo zadawa¢ warunki
poczatkowe w poszczegolnych integratorach.

Wiy el A mo 1 w P
m = |e|-2e >
B s(s+1)
LORNCURN IR VNN S AN
_ s +s+2

Korzystajac z programu SIMULINK, przeprowadzi¢ analiz¢ podanego autonomicznego
uktadu z przekaznikiem z histereza. Okresli¢ trajektorie uktadu dla ré6znych warunkow
poczatkowych (patrz: uwaga w zad. 11.3), przyjmujac nastgpujace parametry w poda-
nym schemacie: D = 1, a = 0,2, K = 2,5. Okresli¢ wptyw wartosci tych parametrow na
czgstotliwos¢ oscylacji.
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11.6.

11.7.

11.8.

11.9.

11.10.

>l

u(®)=04 () m(1) | K W) R

X1 s+1

Ponizsze rownanie jest jedng z wersji rownania Duffinga.
d’y  dy »? -
+—=——y|1-=—|=0,gdziep#0,
de?  de p2
— okresli¢ punkty rownowagi i ich stabilnos¢;
— wyznaczy¢ trajektorie fazowe uktadu w poblizu punktow roéwnowagi.
System jest opisany nastepujacym uktadem rownan:
)E:l = —le + X9
— wyznaczy¢ punkty rownowagi i okresli¢ ich charakter;
— wyznaczy¢ trajektorie fazowe w poblizu punktu stabilnego.
System nieliniowy jest opisany nastgpujacym uktadem rownan:
').Cl =X
Xy ==X =X+ (x5 =1)(x +2x,)
Stosujac funkcje Lapunowa: V = 5x12 + 2xx5 + 2x§ , pokazaé, ze system jest stabilny
asymptotycznie w poczatku uktadu wspotrzednych.
Dany jest uktad nieliniowy jak w zad. 11.4, przy czym cz¢$¢ liniowa jest okreslona za
pomoca nastgpujacej transmitancji:
k
Gs)=————,
s(0,Is +1D)(s+1)
natomiast przekaznik dwupolozeniowy z histereza ma nast¢pujace parametry:
D=1,a=0,2.
Stosujac metode funkcji opisujacej, okreslic:
— warunki stabilno$ci uktadu dlak =1;
— dla jakich wartosci £ >0 stabilno$¢ uktadu nie zalezy od amplitudy 4 sygnatu biedu ?
System nieliniowy jest opisany nastgpujacym rownaniem:
Y+x+x(1-x2)=0
Pokaza¢, ze jest on stabilny asymptotycznie w poczatku uktadu wspoétrzednych. Okre-
$li¢ graficznie obszar przyciagania.
Dany jest uktad nieliniowy jak w zad. 11.4, przy czym cz¢$¢ liniowa jest okreslona za
pomoca nastepujacej transmitancji:
30
Gi(s) = )
5(0,1s +1)(0,6s + 1)
natomiast czg¢$¢ nieliniowa jest wykonana w postaci przekaznika 3-potozeniowego sy-
metrycznego o nastgpujacych parametrach: D=1, a = 1.
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11.11.

11.12.

11.13.

11.14.

11.15.

Stosujac metode funkcji opisujacej, okreslic amplitude i pulsacje drgan w stabilnym
punkcie rownowagi.
Uktad nieliniowy ma cz¢$¢ nieliniowa jak w Tabeli 11.2, wiersz 7, z nast¢pujacymi
parametrami: k; = k» = 1,0; a = 0,9; b = 0,4, natomiast cz¢$¢ liniowa jest okreslona przez
nastepujacg transmitancje:

k
G st s
— Stosujac kryterium kotowe okresli¢ stabilnos¢ uktadu dla k£ = 1; wyznaczy¢ graniczna
warto$¢ wzmocnienia k, przy ktorej uklad jest stabilny;
— okresli¢ funkcje opisujacg J(A4) czesci nieliniowej i wyznaczy¢ warunki stabilnosci
uktadu (metoda funkcji opisujacej) dla k = 1; wyznaczy¢ graniczng warto$¢ wzmocnie-
nia k, przy ktorej uktad jest stabilny.
Stosujac kryterium kotowe, okresli¢ obszary stabilno$ci uktadow o podanych transmi-
tancjach.

1 s 1
a) G(S):ma b) G(S):ms c) G(S):m
Stosujac kryterium Popova okresli¢ obszary absolutnej stabilno$ci uktadéw o podanych
transmitancjach.
Q) G =— T2 by Gs)=—=5 O Gly= S0
(s+1)(s—1) (s +1)2 (s +1)(s> +1)
Uktad rozpatrywany w przyktadzie 11.13 (str. 422) jest strukturalnie niestabilny. Poka-

za¢, ze dodanie w szereg z elementem nieliniowym uktadu z nasyceniem (Tabela 11.2,
wiersz 5), moze prowadzi¢ do stabilizacji catego uktadu. Okresli¢ warunki takiej stabi-
lizacji przy podanej transmitancji czgéci liniowej uktadu.

System jest opisany nastepujacym roOwnaniem:

a) ¥+x(3-2x)+6x—4x"=0;

b) ¥+0,4x(1-x*)—x=0;

€) ¥+0,2%+3x+x>=0;

d) ¥+0,5x+x(x*-1)=0;

— okresli¢ rbwnania stanu wybranego systemu;

— wyznaczy¢ punkty rownowagi i okresli¢ ich charakter;

— wyznaczy¢ trajektorie fazowe w poblizu punktow rownowagi.
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D.1. Alfabet grecki

Wielka litera
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beta
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D.2. Podstawowe funkcje programu MATLAB w bloku
CONTROL SYSTEM

Blok programowy (ang. foolbox) CONTROL SYSTEM zawiera wiele funkcji uzy-
tecznych do tworzenia i analizy uktadow regulacji. Ich pelna lista jest dostepna w
pomocy programu MATLAB [41]. Bardziej zaawansowane podej$cie do zagadnienia
zastosowania programu MATLAB do analizy systemow sterowania mozna znalez¢ w
obszernej literaturze [6, 8, 12, 40]. Ponizej przedstawione sg jedynie te funkcje, ktore
sg uzyte w programach prezentowanych w ksiazce, na wskazanej stronie.

nyquist (licz,mian) rysuje charakterystyke czgstotliwo§ciowa Nyquista
transmitancji uktadu otwartego okreslonej przez
licznik (1icz) i mianownik (mian) (str. 145)

[g,fi,omf,omg] =margin(licz,mian) okresla zapas wzmocnienia i fazy; g jest zapasem
wzmocnienia (g), £i przedstawia liczbowa wartosé
zapasu fazy (A¢ ), omf jest pulsacja ( wr ), nato-
miast omg — pulsacja ( wa) (str. 145)

bode (licz,mian) rysuje charakterystyke czestotliwosciowa Bodego
transmitancji uktadu okreslonej przez licznik
(1icz) i mianownik (mian) (str. 146)

f=iztrans (F) funkcja z bloku Symbolic Math Toolbox, ktéra
dokonuje odwrotnego przeksztalcenia z funkcji F(z)
(str. 168)

num=[1 1];
den=[1 0.2 -0.5];

sysc=tf (num, den) ;

tworzy transmitancje uktadu ciaglego (dyskretnego
— ponizej) wyznaczonej przez wielomiany licznika
(num) oraz mianownika (den); T — okres probko-

sysd=tf (num, den, T) ; wania (str. 191)

sysd=tf (licz,mian, T, 'tustin') transformuje  uklad ciagly o transmitancji
{licz/mian} do uktadu dyskretnego wedlug
przeksztatcenia biliniowego; T — okres probkowania
(str. 189)

sysd=c2d(sysc, T, 'prewarp',oma) ; transformuje uktad ciaglty do uktadu dyskretnego o
okresie probkowania T, ze skalowaniem pulsacji
wzgledem wartosci krytycznej oma (str. 191)

[licz,mian] =tfdata(sysd, 'v') ; zwraca w postaci wektorow: licznik (1icz) i mia-

nownik (mian) transmitancji sysd (str. 221)
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rr=roots (ded)

okresla miejsca zerowe wielomianu zadanego w
postaci wektora ded (str. 221)

impulse (sysc,tfin);

wykresla odpowiedz impulsowa uktadu o transmi-

tancji syscodczasut = 0Odot = tfin

step (sysd, 25) ;

wykresla odpowiedz na skok jednostkowy uktadu o
transmitancji sysc od czasu t = 0 do t = 25; jesli jest
to uktad dyskretny, to oznacza to liczbe probek
odpowiedzi (str. 221)

sysz=feedback (sysd, 1) ;

wyznacza transmitancj¢ uktadu zamknigtego przy
zalozeniu, ze w sprzgzeniu zwrotnym znajduje si¢

czton o transmitancji jednostkowe;j (str. 221)

rippleO (num,den,1,1,T,9, [0 0.05 0 1.6]);

funkcja niestandardowa utworzona na bazie proce-
dury ripple(np,dp,nc,dc,T,n) dostgpnej w [70],

zaktadka ‘Functions’ (str. 223)

sys = ss(A,B,C,D);

tworzy obiekt sys reprezentujacy uktad opisany
réwnaniami stanu na bazie macierzy A, B, C, D (str.
235)

lsim(sys,u,t);

wykresla odpowiedz uktadu sys na wymuszenie u
W czasie wyznaczonym przez t (str. 235)

X=expm (A*t (k)) ;

oblicza warto$¢ funkcji macierzowej e’ dla dys-
kretnej wartosci czasu wyznaczonej przez (k) (str.
259)

nichols (GO, freq) ;

ngrid

wykre$la na karcie Nicholsa charakterystyke ampli-
tudowa w funkcji fazy uktadu otwartego o transmi-
tancji GO w funkcji fazy i rysuje okrggi odnoszace
si¢ do wspolrzednych uktadu zamknigtego (str. 298)

Blizsze informacje o sposobie uzycia poszczegdlnych funkcji oraz polecen programu
MATLAB mozna uzyska¢ w bloku pomocy, po uruchomieniu programu. Bardzo uzy-
teczng formg uzyskania takiej pomocy jest bezposrednie korzystanie z polecenia help
na gldownym ekranie programu. Na przyktad w odpowiedzi na polecenie:

help impulse

otrzymamy informacje o sposobie uzycia funkcji impulse.
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