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Modele zalezne od zdarzen

Przy analizie systemow zaleznych od zdarzen nalezy,
w szczegolnosci oszacowac dwa podstawowe
parametry:

e ilu zdarzen (wyzwalajacych dziatanie systemu)
nalezy sie spodziewac w okreslonym przedziale
czasowym;

* jak dtugi moze by¢ okres czasu pomiedzy dwoma
kolejnymi zdarzeniami.



Przyktady systemow kolejkowych
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System kolejkowy

Strumien wejsciowy jest tworzony przez
uporzadkowany zbior zdarzen wejsciowych. Jest on
okreslony przez rozktad prawdopodobienstwa
dtugosci okresow czasu pomiedzy kolejnymi
zdarzeniami oraz przez liczbe jednostek, ktore moga
sie pojawic jednoczesnie. Przyjmuje sie, ze
przedziaty te s3g scisle zdeterminowane lub, ze s3
losowe.



System kolejkowy

Procedura obstugi kolejki opisuje sposob wyboru
oczekujgcych zgtoszen do obstugi. Mogg tu byc
stosowane rézne rozwigzania, jak:

* wspomnhniana juz zasada ‘pierwszy przyszedt —
pierwszy do obstugi’ (FIFO);

e zasada: ‘ostatni przyszedt — pierwszy do obstugi’
(ang. last in first out — LIFO);

* Jlosowy wybor do obstugi (ang. selection in
random order - SIRO);

 wybor na zasadzie preferencji, np. zadania o
krotkim czasie obstugi sg wybierane czesciej.



System kolejkowy

Kolejka moze byc charakteryzowana przez rozmaite
wskazniki, jak: sredni czas oczekiwania, sSrednia i
rzeczywista liczba oczekujacych, liczba miejsc w
kolejce (ograniczona lub nieskonczona) i inne.

Urzadzenie obstugi jest charakteryzowane przez
liczbe i konfiguracje kanatow obstugi, przyjety
rozktad prawdopodobienstwa odnoszgcy sie do
czasu obstugi jednego zgtoszenia lub liczby
obstuzonych jednostek w odcinku czasu
(wydajnosc).



System kolejkowy

Oznaczenia stosowane do opisu systemow kolejkowych.

L.(t) — liczba oczekujgcych na obstuge, tacznie z
obstugiwanym (liczba jednostek w systemie), okreslona w
chwili t.

L, — Srednia dtugosc kolejki do chwili t:

t
L, = 1'[ L. (z)dz
0

L, =}L1}.3 L, - $rednia dtugo$é kolejki w ogdle.
a(t) — liczba zgtoszen do momentu t.
A, — Srednia liczba zgtoszen do chwili t:

_a)
ﬂ‘_t

- Srednia liczba zgtoszen w ogole.



System kolejkowy

A =1lim 4, - $rednia liczba zgtoszeh w ogdle.

[ oo

W, — Sredni czas realizacji zadania w systemie:

1 a(t)
W, = W,
a(t) =

W, — czas obstugi i-tego zgtoszenia w systemie
W = limW; ogolny czas dziatania systemu

t—ow

P, — prawdopodobienstwo, ze w systemie znajduje sie n
jednostek



Klasyfikacja systemow kolejkowych

W celu uporzadkowania opisu systemow kolejkowych
wprowadzono oznaczenie, ktore zaproponowat D. Kendall:

1/2/3/4/5...,
gdzie:
Parametr 1 — symbol rozktadu strumienia zgtoszen:
M — markowski (rozktad Poissona) czas zgtoszenia;
D — deterministyczny czas zgtoszenia;
E,— rozktad Erlanga rzedu /.
Parametr 2 — symbol rozktadu czasu obstugi:
M — markowski (rozktad Poissona) czas obstugi;
G — dowolny rozktad obstugi;
D — deterministyczny czas obstugi.
E,—rozktad Erlanga rzedu /.



Klasyfikacja systemow kolejkowych

Parametr 3 — liczba stanowisk obstugi.

Parametr 4 — liczba miejsc w systemie (stanowiska obstugi
+ kolejka): jesli liczba jest nieskonczona, parametr jest
pomijany.

Parametr 5 — liczba zrodet strumienia zgtoszen.

Na przyktad, zapis: M/M/1 oznacza system z pojedynczym
kanatem obstugi, w ktorym zgtoszenia i obstuga maja
rozktad Poissona.

Brak symbolu na ktorejs pozycji oznacza, ze liczba zgtoszen
nie jest limitowana, lub, ze obowigzuje zasada FIFO obstugi
kolejki.



Przyktady systemow kolejkowych

System M/M/1
Charakterystyka systemu:

zgtoszenia: proces Poissona z intensywnoscig A (Srednia
liczba nowych zgtoszen w jednostce czasu);

czas obstugi: rozktad wyktadniczy z parametrem u
(Srednia liczba obstuzonych jednostek w czasie);
pojedyncze stanowisko obstugi;

czas obstugi nie zalezy od czasu odstepu miedzy
zgtoszeniami;

nieskonczona kolejka, stad, jest to system M/M/1/.

Parametry systemu:
Wspodtczynnik wykorzystania (intensywnosc¢ ruchu):

A
p="
Y7



Przyktady systemow kolejkowych
Zauwazmy, ze warunek stabilnosci systemu kolejkowego
wymaga sie, aby: p< 1, co oznacza, ze:
intensywnosc¢ obstugi () > intensywnosc¢ zgtoszen (A).
Mozna to takze zapisa¢ wzgledem czasu:
sredni czas obstugi (1/u) < $redni czas zgtoszen (1/A).

Graf funkcjonowania systemu kolejkowego M/M/1:
A A A A
ONBORROREERON
v v
H H H H
Wezty reprezentujg stany systemu, przy czym, numer stanu
n oznacza liczbe jednostek, znajdujacych sie w systemie

(suma jednostek w kolejce oraz obstugiwanych). Stan
Zerowy oznacza, ze w systemie nie ma zadnych jednostek.



Kolejka M/M/1

Dla kolejnych standw mozemy napisac nastepujace
rOwnosci:

n=0: Ap, = up,

n=1: AP, +up, = (u+A)p,

N=2: Ap + up; =(u+A)p,

n>1: ﬂ'pn—l +/Jpn+1 :(lu_l_ﬂ“)pn
skad otrzymamy:

dlan=0: P =Py = A



Kolejka M/M/1

Ostateczna zaleznosc:

=(1-p)p"
Rownanie to okresla prawdopodobienstwo zdarzenia, ze w
systemie kolejkowym znajduje sie n jednostek (klientow).
Poniewaz 0 < p <1, wiec p, jest funkcjg ekspotencjalng,
monotonicznie malejaca.

Srednia liczba jednostek w systemie moze byé estymowana
nastepujaco:

ann Zn(l p)p" =(1- p)pz p = p_ﬂi,z

Gdy intensywnosc¢ obstugi 1z zmniejsza sie do wartosci
bliskiej intensywnosci zgtoszen A (12 — A), to wzrasta liczba
jednostek przebywajacych w systemie: L.— oo



Kolejka M/M/1

Sredni czas przebywania jednostki w systemie:

Wb | 1

A=A u(-p)

Srednia dtugo$¢ kolejki (liczba jednostek):
o 22 _ ,02
q
ppu—A4) 1-p

Sredni czas oczekiwania w kolejce:

Wo=w, L= P

T 4 u(-p)




Kolejka M/M/1

Przyktad

Myjnia samochodowa przecietnie obstuguje jeden
samochod w czasie 12 min. Do myjni przyjezdzajg Srednio 4
samochody w ciggu godziny. Okresli¢ podstawowe
parametry tego systemu: intensywnosc¢ zgtoszen, inten-
sywnos¢ obstugi, intensywnosc ruchu (stopien
wykorzystania), srednig dtugosc kolejki, Sredni czas
przeznaczony na mycie samochodu. Wyznaczyc¢ rozktady
prawdopodobienstw: liczby samochodow w systemie oraz
czasu catej procedury (kolejka + mycie).



Kolejka M/M/1

Zapiszmy parametry zwigzane z rozpatrywanym systemem
kolejkowym:

- intensywnos¢ zgtoszen A =4 [1/godz];

- intensywnos¢ obstugi 1= 1/12 min =5 [1/godz];

- stopien wykorzystania p= A/ =4/5 = 0,8 (system jest
stabilny, gdyz p < 1);

- srednia liczba samochodow w myjni (tfgcznie z kolejkg) N =
pl(1=p) = 4,

- $rednia dtugosc kolejki L, = p*/(1—p) = 3,2 (liczba
samochodow w kolejce);

- sredni czas przeznaczony na mycie (kolejka + mycie)

W, =1/u/(1-p) = 0,25/0,2 = 1,25 godz, z czego w kolejce
kierowcy traca Wq Czasu: Wq =W,-1/u=1,25-0,2=1,05
godz



Kolejka M/M/1

Prawdopodobienstwo wystgpienia okreslonej liczby
samochodow w systemie jest wyznaczone przez parametr p,:
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Rozktad prawdopodobienstwa liczby samochodow w systemie.




Kolejka M/M/1

Proces na wejsciu:

1,5 ! ! ! T

Odstep czasu na wejsciu, godz.

Sredni czas w systemie, godz.

Czas, godz



Kolejka M/M/1
Statystyka kolejki:
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Kolejka M/M/s

System z liczbga stacji obstugi rowng s :
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Kolejka M/M/s

Graf funkcjonowania systemu kolejkowego M/M/s:

A A A A A A

U 2u Su SH SH SH S 7
O: APy = Hp,

10 Apy+ upy = APy +2up, < (A + )Py = APy +2up,

2

3

APy + 24Py = AP, +3up, < (A+2u) P, = AP, + 3 4p;
APy + 3Py = AP, +4up, S (A+31) Py = AP, +4up,

S S S S

n=s: APs+SuPs =APs_ +SuPs. = (A+Su)Ps = APs_; + SUPs.,
n = 5+1: ﬂ“ps+l + S:ups+1 — ips + S:ups+2 Nt (ﬂ“ + S/u) ps+1 — ﬂ“ps + S:ups+2

o0 0 ’

n>s+l: /Ipn +Sup, = /lpn—l +StPn < (2' + S:u) Pn = /lpn—l + SUP,,



Kolejka M/M/s

Prawdopodobienstwo wystgpienia pustego systemu mozna
okresli¢ podobnie, jak w systemie M/M/1:

Po+ P+ P+ -+ pn_|_...:1 ,Skad:

s—1 n

2 Ney - I_ P
p0=(1+p+(p /2)+---+ p S!S S+---> —{no Iy
A
oraz: © =" <1
SH

Ostatecznie:
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Kolejka M/M/s

Podstawowe wskazniki systemu.

S+1

Yo,

- Srednia liczba jednostek w systemie: L =p+ .
(s=DI(s—p)

- Srednie wykorzystanie obstugujgcych stacji:
L, =AWg =p
- Sredni czas wykorzystania stacji obstugi:
Wy =1/u
- Srednia liczba jednostek w kolejce: L, =L, -Lg=L,—p
- Srednie wykorzystanie systemu:
U=P(n>0), U=1-p,—p,—...— P,

- Sredni czas jednostki w systemie: W, =L /4



Kolejka M/M/1/b
System z ograniczong dtugoscig kolejki
Konfiguracja systemu:

e

\ Kolejka Serwer
A |

- >
dtugos¢ b

Podstawowe zatozenia:

- zdarzenia na wejsciu pojawiajg sie zgodnie z procesem
Poissona z intensywnoscia /;

- na wyjsciu znajduje sie jedna stacja o intensywnosci obstugi £
- pojemnosc systemu jest ograniczona do b jednostek;

- odbior z kolejki odbywa sie wedtug zasady FIFO.



Kolejka M/M/1/b
Graf funkcjonowania systemu kolejkowego M/M/1/b:
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Analiza tego grafu prowadzi do nastepujgcych zaleznosci:
n=0: APy =up,
APy + Py = APy + HPy = (A + 1) Py = AP, + 4P,

n=1
n=2: AP, +up, = AP, + up; < (A + u)p, = Ap; + 1P,
n=3: AP+ up; =Ap, + up, < (A+p)p; =Ap, + up,

n=b: HMPy=APp_; < UP, = APp_,



Kolejka M/M/1/b
Ogélnie: 1Py = APp_y,

A A
skad: Pb=""Ppi=| | Po=P Py
7 7

tatwo sprawdzi¢ nastepujaca relacje normalizujaca:

po:(1+p+p2+---+pbyl,skad: Po = b( Jn:

oraz: 1 —
pn:pnpO:pn 11[3)4_1




Kolejka M/M/1/b

Na podstawie tych zwigzkow mozna otrzymac charakterystyki:
- efektywna intensywnosc¢ na wejsciu:
/’tele(p0+p1+...+ pb—l):ﬁ(l—pb) )
- $Srednia liczba jednostek w systemie: L, = Z np,
n=0

- Srednie wykorzystanie stacji obstugi: Lg =1—-p, =1-

- $redni czas wykorzystania obstugi: Wg =1/ 4

- Srednia liczba jednostek w kolejce: L, =L —Lg

- Srednie wykorzystanie systemu: U =P(n>0) U =1-p,
- Sredni czas jednostki w systemie: W, =L /A,

- Sredni czas jednostki w kolejce: W, =L,/ 4,



Kolejka M/M/1/b

Przyktad:

Rozpatrzmy przypadek z myjnig samochodowg, jak w kolejce
M/M/1, w ktdrej kolejka jest ograniczona przez liczbe miejsc
parkingowych do b = 5 samochodow. Czas obstugi wydtuza sie
o0 1 min, co jest zwigzane z koniecznoscig dojazdu z parkingu
do myjni. Pozostate parametry pozostajg niezmienione.

Okresli¢c podstawowe charakterystyki systemu o nastepujgcych
danych:

intensywnosc¢ zgtoszen 4 =4 [1/godz];
intensywnosc¢ obstugi 1= 60/(12+1) = 60/13 = 4,6154;
dtugosc kolejki b = 5;

stopien wykorzystania p= A/ =4-13/60 = 0,8667 (system
jest stabilny).



Kolejka M/M/1/b

Porédwnanie danych z kolejki M/M/1:

Okresli¢ podstawowe charakterystyki systemu o nastepujgcych
danych:

- intensywnos$¢ zgtoszen A = 4 [1/godz] — tak samo, jak w M/M/1;

- intensywnos¢ obstugi 1= 60/(12+1) = 60/13 = 4,6154 - mniej;

- dtugosc¢ kolejki b =5 —-w M/M/1 bez ograniczen;

- stopien wykorzystania p= A/ =4-13/60 = 0,8667 (system jest
stabilny, bardziej wykorzystany niz w M/M/1).

Obliczamy:

- rozktad prawdopodobienstwa liczby samochodow w systemie:

_onl=p _ al-p
pn_p 1—pb+1_p




Kolejka M/M/1/b
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- efektywna intensywnos¢ na wejsciu:

o = A(1- ps) = Ap° 11__ ;’6 = 3,5475

(przy A = 4)



Kolejka M/M/1/b

- Srednia liczba samochoddw w myjni (tacznie z kolejka):

5
L, = » np, =2,0878
n=0
- srednie wykorzystanie stacji obstugi: Ly =1—p, =0,7686
- srednia liczba jednostek w kolejce: L, =L, —Lg =1,3192
- Sredni czas obstugi w systemie: W, =L,/4, =0,5885
- Sredni czas przebywania w kolejce: W, =Lqs/ 4, =0,3719

W systemie M/M/1/b liczba stanéw jest ograniczona przez
dtugosc kolejki, co radykalnie zmienia jego wtasciwosci.



Kolejka M/M/1/b

W porownaniu z kolejka bez ograniczen liczby oczekujgcych
zdarzen (M/M/1/ ), kolejka M/M/1/b moze mieé radykalnie
inne wtasciwosci. llustruje to przyktad z myjnia, jesli zmieniona

zostaje tylko dtugosc kolejki (pozostate dane bez zmian):
symulacja M_M_1

Sredni czas w systemie :0.6925 godz.

Srednia dtugo$é kolejki : 2.9114

Wykorzystanie obstugi :0.84523

symulacja. M_ M _1 b

Sredni czas w systemie :0.47212 godz.
Srednia dtugo$é kolejki : 1.7739
Wykorzystanie obstugi :0.80357
Liczba odrzucen: 109

Intensywnosc¢ odrzucania : 0.39898



Kolejka M/M/1/b

Proces na wejsciu:
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Kolejka M/M/1/b
Statystyka kolejki:
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Podstawy Modelowania Systemow

. Opis systemow dynamicznych

model bezposredni: rownania rézniczkowe odpowiedniego
rzedu;

model zmiennych stanu;
interpretacja fizyczna zmiennych stanu;
rownowaznos¢ modeli: elektryczne - mechaniczne

Modele klasycznej mechaniki
rownania Newtona;
formalizm Lagrange’s,

modele Hamiltona.



Podstawy Modelowania Systemow

3. Modele procesow fizycznych

model tarcia suchego;
model tarcia lepkiego;
ruch falowy;

model linii diugiej.

Modele nieliniowych systemow dynamicznych
typowe modele uktadow nieliniowych;

systemy chaotyczne;

nieliniowe uktady dyskretne;

identyfikacja systemow chaotycznych;



5.

Podstawy Modelowania Systemow
Chaos w uktadach elektroenergetycznych
ferrorezonans;
tuk elektryczny: modele dynamiczne;
tuk elektryczny spawalniczy.
Modele procesow stochastycznych
podstawowe funkcje;
metoda Monte Carlo;
zastosowania.
Modele zalezne od zdarzen: systemy kolejkowe
zasada organizacji, podstawowe wiadomosci;
rodzaje systemow kolejkowych, oznaczenia;
system M/M/1: graf funkcjonowania, charakterystyki.






