Modele Procesow Stochastycznych

Rozktad prawdopodobienstwa (rozktad zmiennej losowej)
P(A) jest miarg, pozwalajaca przypisac
prawdopodobienstwo zmiennej losowej lub zbiorom te;
zmiennej wedtug regut okreslonych w A. Kazdej zmiennej
losowej mozna przypisac prawdopodobienstwo jej
wystgpienia.

W przypadku dyskretnej zmiennej losowej x, definicja
prawdopodobienstwa jest intuicyjna:

ka =P(X=xk)=f(xk):fk _ fk

N n

27

j=1
gdzie f, jest liczbg przypadkdéw wystgpienia wartosci x,,
natomiast N jest sumg wszystkich mozliwych prob.




Modelowanie Procesow Stochastycznych

Zapis ten mozna rozszerzyC¢ na odpowiedni zbior wartosci
dyskretnych, na przyktad:
P6<X<9)=P(X =6)+P(X =7)+P(X =8)

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa f(x) jest funkcja
rzeczywistg okreslajgcg prawdopodobienstwo wystgpienia
okreslonego zdarzenia ze zbioru B:

P(B) = | £ (x)d

Na przyktad: P(a£X<b):jf(x)dx

W szczegdblnodci, jeéli B pokrywa catg przestrzen zdarzen,

to:. _[f(x)dx .



Modelowanie Procesow Stochastycznych

Zapis ten mozna rozszerzy¢ na odpowiedni zbior wartosci
dyskretnych, na przyktad:

P(6< X <9)=P(X =6)+P(X =7)+P(X =9)

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa f(x) jest funkcija
rzeczywistg okreslajgcg prawdopodobienstwo wystgpienia
okreslonego zdarzenia ze zbioru B:

P(B) = | f(x)dx

b
Na przyktad: Pla< X <b)= jf(x)dx
W szczegdlnosci, jesli B pokfywa catg przestrzen zdarzen,
to: j f(x)dx =1
B



Modelowanie Procesow Stochastycznych

Dystrybuanta rozktadu prawdopodobienstwa F(x)
jest prawdopodobienstwem przyjecia przez zmienng
losowg X wartosci mniejszej od x:

F(x)=P(X <x)

gdzie P(X < x) oznacza prawdopodobienstwo, ze
zmienna losowa X przyjmuje wartoSC mniejszg od x.
Inaczej mowigc, dystrybuanta okresla szanse
przyjecia przez zmienng losowg X wartosci mniejsze;
od x.



Modelowanie Procesow Stochastycznych

W przypadku dyskretnej zmiennej losowej, P(X < x)
oblicza sie przez sumowanie wszystkich
prawdopodobienstw P(X = x,) dla x,<x:

F(x)= Y P(X =x,)

P(X =x,)=p;

jest funkcjg prawdopodobienstwa zmiennej losowej X
oznaczajgcg prawdopodobienstwo, ze zmienna
losowa X przyjmie wartosc x, (dla zmiennych
losowych dyskretnych).

gdzie:



Modelowanie Procesow Stochastycznych

Jesli k w (3.4) wyczerpuje wszystkie wartosci
zmiennej dyskretnej, to:

Dla zmiennej losowej ciggte] zachodzi relacja:

F(x)=P(X < x) = j f(t)dt (3.7)
i odwrotnie: -
f(x)= dF @) _ F (x) (3.8)

Na podstawie (3.7) mozna napisac:
Px; < X<x)=P(X<x,)-P(X<x))=F(x,)-F(x))

(catka oznaczona)



Modelowanie Procesow Stochastycznych

Przykiad 3.1. Okresli¢ rozktad zmiennej losowej, ktora
przyjmuje wartosci rowne sumie oczek w dwukrotnym rzucie
kostkg. Wykresli¢ dystrybuante tej zmiennej. ObliczycC
prawdopodobienstwo P(7 < X < 12).

Prawdopodobienstwo uzyskania dowolnej wartosci 1..6 w
pojedynczym rzucie kostkg wynosi 1/6. Zbior wartosci uzyskanych
w dwoch rzutach kostkg jest nastepujacy: A=(2, 3,4, 5,6, 7, 8, 9,
10, 11, 12). Latwo okresli¢c prawdopodobienstwo uzyskania
kazdego z elementow tego zbioru:

P(X =2)=(1/6)(1/6) = 1/36 — w obu rzutach muszg wystgpic
jedynki: (1, 1);

P(X =3)=(1/6)(1/6) + (1/6)(1/6) = 2/36 —> (1, 2) V (2, 1);
P(X =4)=3(1/6)(1/6) = 3/36 —> (1, 3) V (3, 1) V (2, 2);

P(X =5)=4(1/6)(1/6) =4/36 > (1,4) v (4, 1) v (2, 3) V (3, 2);



Modelowanie Procesow Stochastycznych
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Prawdopodobienstwo P(7 < X < 12) jest sumg prawdopodo-
bienstw dla poszczegolnych zmiennych ze zdefiniowanego
przedziatu:

P(71<X<12)=P(X =8)+P(X =9)+ P(X =10)+ P(X =11)+ P(X =12)
=5/36+4/36+3/36+2/36+1/36=15/36.



Modelowanie Procesow Stochastycznych

Wartos¢ oczekiwana E(X) zmiennej losowej X jest wartoscig
srednig z n zmiennych x;, z ktorych kazda wystepuje z
prawdopodobienstwem p;:

E(X)=u=) xp,
i=1

W przypadku ciggtym wartos¢ oczekiwana jest obliczana
nastepujgco:

E(X)=u= [¢f(t)dt

Wariancja D?(X):
D*(X)=0" = E((X - 1)*) = E(X") - E(X)’
Wielkosc¢: D(X) = o jest odchyleniem.



Modelowanie Procesow Stochastycznych

Moment rzedu | (/= 1, 2, ...) zmiennej losowej X wzgledem liczby
c jest okreslany nastepujaco:

Z (x, —c) p, dla zmiennejlosowejdyskretne;j
, k
Hy =

I (x—c) f(x)dx dla zmiennejlosowejciagle]

Jesli ¢ = 0, to mowimy o momencie zwyklym. Moment zwykty
pierwszego rzedu jest wartoscig srednia.

W przypadku, gdy ¢ = 1, to mamy do czynienia z momentem
centralnym rzedu /. Moment centralny rzedu drugiego jest
wariancjg, a pierwiastek z niego jest odchyleniem standardowym.



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Rozklad rownomierny (jednostajny). Funkcja gestosci
prawdopodobienstwa f(x) w rozktadzie rownomiernym na odcinku

[0, 1] jest rOGwna:

I dla0<x<l

f(x)= {
0 w pozostatych przypadkach
W przypadku dyskretnym, prawdopodobienstwo wylosowania
kazdej z wartosci, przyjmowanych przez zmienng losowa, jest
jednakowe. W takim przypadku, zmienna x przyjmuje wartosci
catkowite w zdefiniowanym przedziale. Przyktadem jest rozktad
wynikow rzutu jedng kostka: kazdy z szesciu wynikow ma to samo
prawdopodobienstwo, rowne 1/6: zero (0) lub jeden (1).



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

W ogolnym przypadku, gdy zmienna losowa jest zdefiniowana w
przedziale [a, b], funkcja gestosci jest okreslana nastepujgco:

J(x) =+

0

\

1/(b-a) dlaa<x<b

w pozostatych przypadkach

natomiast dystrybuanta ma nastepujgcg postac:

F(x)=:

(

0 x<a
(x—a)/(b—a) a<x<b

1 b<x

\



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Rozkiad dwumianowy (Bernoulliego, ang. binomial distribution)
opisuje liczbe sukcesow k w N niezaleznych probach, z ktorych
kazda ma to samo prawdopodobienstwo sukcesu p.
Jesli zmienna losowa X zostanie zdefiniowana, jako suma N
zmiennych losowych: N

X=>X

z ktorych kazda moze przyjgc wartosé 1 z prawdopodobienstwem
p albo wartos¢ 0 z prawdopodobienstwem 1 — p, to zmienna X
moze przyjac kazdg wartosc catkowitg z przedziatu <0, N>, przy
czym prawdopodobienstwo, ze k sposrod N zmiennych X;
przyjmie wartosc 1, wynosi:

fr =P =R=| " 1= k= x-
y ()= =k)= kp( p) L k=0,1,...,N;x=k,

gdzie: [N): N
k) RN -k




Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Podobnie mozna wyznaczycC dystrybuante zmiennej losowej X 0
rozktadzie dwumianowym:

Fy(x) = Z[ jpa )N

fX()C)‘E ) FX(x)‘E g b)
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Gestosc prawdopodobienstwa (a) oraz dystrybuanta (b) rozktadu
dwumianowego; N=6, p=0,25. Wartos¢ oczekiwana: Ex =N-p



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Rozkiad Poissona jest pewnym rozszerzeniem rozktadu
dwumianowego. Zmienng losowg definiuje sie przy zatozeniu, ze
wartosc 4 = N p > 0 jest stata, natomiast N dgzy do
nieskonczonosci. Prawdopodobienstwo przyjecia przez te
zmienng wartosci k jest okreslone za pomocg wzoru Poissona:

k
f() = P(X =k) = lim P(XNzk)ze-”/; k=0,1,2, ...

Widac, ze wartosc¢ x = k, ktdorg moze przyjmowac zmienna losowa
jest dowolng catkowitg liczbg nieujemng. Zauwazmy takze, ze
podobnie, jak w rozktadzie dwumianowym, parametr A jest
wartoscig oczekiwang zmiennej losowej (srednig liczbg zdarzen w

jednostce czasu).



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Dystrybuanta jest okreslana nastepujgco:

Rozktad Poissona ma szerokie zastosowanie do modelowania
roznych zdarzen, ktore majg charakter policzalny: liczba
nieprawidtowych produktow, liczba rozmow telefonicznych
prowadzonych w okreslonej jednostce czasu, liczba
wypromieniowanych czgstek w jednostce czasu i innych. W takim
przypadku zmienna x ma znaczenie liczby zdarzen zachodzgcych
w zatozonej jednostce czasu.



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Rozktad wyktadniczy charakteryzuje sie nastepujgcg funkcjg
gestosci prawdopodobienstwa:

fr(x)=de™™ ,x20,1>0

oraz dystrybuanta: Fo(x)=1-¢ Ax
Rozktad ten dobrze sie nadaje do modelowania zgtoszen
telefonicznych lub oceny niezawodnosci. Jesli zmienna x
reprezentuje czas, to rozktad ten opisuje prawdopodobienstwo
przejscia uktadu z jednego z dwoch mozliwych stanoéw w drugi w
okreslonym czasie. Jak widac, rozktad zalezy tylko od jednego
parametru A, ktory opisuje odstepy czasu pomiedzy kolejnymi
zdarzeniami. Tym samym wielkosc¢ 1/A oznacza liczbe
niezaleznych zdarzen, ktére majg zajsCc w jednostce czasu. Jest to
takze wartoS¢ oczekiwana: E,(x) = 1/A.



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Przykiad Czas oczekiwania na potgczenie telefoniczne jest
zmienng losowg X o rozktadzie wyktadniczym o wartosci
oczekiwanej 10 s. Okresli¢, jakie jest prawdopodobienstwo, ze
telefonujgca osoba bedzie czekata na potgczenie nie krocej niz 5
S I nie dtuzej niz 10 s.

Okreslamy parametr A rozktadu. Wartos¢ oczekiwana wynosi:

E,(x) =1/A =10, skad: A = 0,1. Otrzymamy:

P(5< X <10)= F10)=F(5) = (1= ™2 ) — (1= M) =g — g% = g 0I5 _ 0110

—e % —e1=0,239.



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Rozklad Erlanga jest szczegdlnie przydatny do reprezentacii
zdarzen (na przyktad, liczby rozmow telefonicznych),
realizowanych w okreslonej jednostce czasu. Wywodzi sie on z
rozktadu wyktadniczego. Funkcja gestosci prawdopodobienstwa
jest okreslana nastepujgco (x > 0):

) LI
fx(x)= (k—1)!

k-1 —Jx n
- e " (Ax
oraz dystrybuanta; Fo(x)=1- Z fl' )
n=0 )
gdzie: k=m — liczba naturalna (parametr ksztattu), 4 > 0 —
parametr skali.

Wartos¢ oczekiwana: I
EX(X) :/‘L



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Rozktad Erlanga jest stosowany do sytuacji, gdy analizowany
proces jest podzielony na szereg k kolejno realizowanych faz i
kazda faza ma cechy rozktadu wyktadniczego (rys)

A A A
RO O SR O R
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Dla duzej wartosci k rozktad Erlanga zbliza sie do wiasciwosci
rozktadu normalnego. Jest on czesto stosowany do
reprezentowania czasu potrzebnego do wykonania
wieloetapowego zadania.



Niektore Rozktady Prawdopodobienstwa

Typowy rozktad Erlanga k-tego rzedu moze byc¢ zilustrowany

nastepUJacym przyktadem (rys):
niech n oznacza zdarzenie, ktore zachodzi w czasie t,;

* niech zmienne losowe X4, X,, ..., X, 0znaczajg odcinki czasu
pomiedzy kolejnymi zdarzeniami; zaktadamy, ze sg to zmienne
losowe o rozktadzie wyktadniczym z parametrem 4,

* niech N oznacza liczbe zdarzen w czasie t; jest to zmienna
losowa o rozktadzie Poissona;

W takim przypadku, do czasu t, zajdzie k zdarzen:

Zmienna losowa t, ma rozktad Erlanga k-tego rzedu z parametrem

A. Prawdopodobienstwo, ze w czasie t zajdzie k zdarzen jest
okreslone przez dystrybuante.



Generowanie Liczb Losowych

Generowanie liczb pseudolosowych o rozktadzie
rownomiernym. Stosuje sie w tym celu algorytmy liniowe lub
nieliniowe. Przyktady algorytmow liniowych:

x, =(1176x, , +1476x, , +1776x, 5 )mod(2*2 —5)
x, =2"(x, | +x,_,+x, 5 +1)mod(2* ~1629)
przy zadanych warunkach poczatkowych.

Przyktady generatorow nieliniowych:
X, = (a/xn + b)modm

X, = (a(n +n, + b)_l modm

przy zadanych wartosciach parametrow a, b, n, n,, m.



Generowanie Liczb Losowych

W przypadku generacji liczb pseudolosowych o zadanym
rozktadzie, niekiedy mozna bezposrednio korzystac z definicji
rozktadu. Na przyktad, analiza rozktadu dwumianowego o danej
funkcji prawdopodobienstwa prowadzi do nastepujgcego
algorytmui:

« Wygenerowac zbiér N zmiennych pseudolosowych U = {u,, u,,

ey UpJ
« QOkresili¢ liczbe x elementow tego zbioru, dla ktorych spetniony
jest warunek: u; < p.

W rezultacie, x jest poszukiwang zmienng pseudolosowg o
rozktadzie dwumianowym.



Generowanie Liczb Losowych

Najpopularniejszym sposobem generowania liczb
pseudolosowych o zadanym rozktadzie jest metoda odwracania
dystrybuanty. Jesli znana jest dystrybuanta danego rozktadu, to
mozemy napisac:

F(x)=a = x,=F ' (a)

gdzie: a = u; jest liczbg pseudolosowg o rozkfadzie
rownomiernym, F'(a) - funkcja odwrotna do F(x).

W rezultacie, x jest poszukiwang zmienng pseudolosowg o
rozktadzie dwumianowym.



Generowanie Liczb Losowych
W przypadku rozktadu wyktadniczego, funkcja odwrotna do

dystrybuanty F,(x)=1- e

1

dana jest rownaniem: X =F ()= _iln(l —u;)

Znajomosc funkcji odwrotnej moze postuzy¢ do generacji liczb
pseudolosowych wedtug dyskretnego rozktadu Poissona. W tym
przypadku, pojedyncza liczba losowa x; jest rowna liczbie wartosci
rozktadu wyktadniczego o sredniej rownej 1, ktore dodane razem
przekraczajg wartos¢ oczekiwang rozktadu Poissona 4. Stad
powstaje nastepujgcy algorytm:

sum = 0; j = -1; % warunki poczatkowe

while (sum < 1),

y =u; z=-In(1-y);

sum =sum + z;

Jj=i+ 1,

endwhile;

Wartosc j jest generowang zmienng losowg o rozktadzie Poissona

Z parametrem A.



Przyktad
prawdopodobienstwa rozktadu dwumianowego dla N =6 oraz p =
0,25. Opracowac program do generacji liczb losowych wedtug
tego rozktadu dla tych samych parametrow. Wygenerowac duzg
liczbe zmiennych losowych i na ich podstawie przeprowadzic
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Generowanie Liczb Losowych

cje funkcji ggstosci.

0,1

3

Pojedyncza zmienna

Jx)

Na slajdzie 14 jest pokazana funkcja gestosci

0,355 oo P e R RIEEIIIEIRIERES
035k Q. . ............... ..............
0251 oo — —
02k T S
) : :
0,15_ ........................................................ ............... ..............
@ ' :
0,1 R S S IR ..............
0,05_ ..............
0 1 1 I ?ﬂ—g
0 1 2 3 4 5 x 6

Estymata gestosci



Generowanie Liczb Losowych

W przypadku rozktadu Poissona z parametrem A = 5,
porownanie estymaty z funkcjg gestosci jest pokazane na
ponizszym rysunku.

S(x) 2 ) ‘
0,16 e ON ............................ ..............................
o ? ?
0,14 F g e P RITITIIE
0,12 o ooveeemee e ............................ ..............................
? 0) ?
0,1 Y ............................ ..............................
0,08 F T ............................ ..............................
) g ® g
0,06 e ............................ ..............................
0,04 oo ............................ U UTR TR RRUR
0,02 | ...........................................................
0 i L S =9 o
0 5 10 X 15

Funkcja gestosci prawdopodobienstwa i jej estymata (kotka)



Generowanie Liczb Losowych

W przypadku rozktadu Erlanga, pseudolosowe liczby mogg by¢
generowane na podstawie pseudolosowych liczb uzyskanych dla
rozktadu rownomiernego wedtug nastepujgcej relacji:
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Funkcja gestosci prawdopodobienstwa i jej estymata (kotka)



Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo (MC) zostata opracowana, jako narzedzie
numeryczne do estymacji roznych parametrow procesow
stochastycznych (np. wartosci oczekiwanej) na podstawie ich
realizacji w warunkach rzeczywistych lub symulowanych. Jej
powstanie tgczy sie ze znanym projektem Manhattan podczas lI-
giej Wojny Swiatowej, zwigzanym z budowg bomby jadrowe;j.
Pomyst te] metody wigze sie z polskim matematykiem
Stanistawem Ulamem, ktory pracowat w projekcie.

Metoda MC jest zazwyczaj ilustrowana przyktadami zwigzanymi z
obliczaniem catek oznaczonych.



Metoda Monte Carlo

Zatdzmy, ze nalezy oszacowac wartosc¢ catki funkcji f(x) w
przedziale [a, b], co zapisujemy nastepujaco:
b

S = j £(x)dx

Wartosc¢ catki jest rowna polu V\flyznaczonemu przez funkcje
f(x), co mozna takze obliczy¢, jako pole pod wartoscig srednia
tej funkcji w granicach catkowania, a zatem:




Metoda Monte Carlo

- wartosc srednia catkowanej funkcji:
b
[
S = b—a
- pole wyznaczone przez wartosc srednia:

S=(b-af,

Wartosc srednig mozna estymowac statystycznie przez
wyznaczenie wartosci funkcji f(x) w N punktach wybranych
wedtug rozktadu rownomiernego:

2./ (5) pole D )

r _ n=l A
Joup = N ——> S:(b—a)”le




Metoda Monte Carlo
Przyktad 1. Stosujgc metode MC obliczy¢ wartos¢ podanej

catki: ] 1
S = j F(x)dx = j xe~dx
) )

*Ustalamy liczbe generowanych punktow N = 100. Losowe
wartosci w przedziale [-2, 1] o rozktadzie rownomiernym sg
ustalane nastepujgco:

X =a + (b-a).*rand(N,1);
gdzie:a=-2,b =1.

*W powyzszej instrukcji x jest wektorem zawierajgcym
argumenty funkcji podcatkowej: f(x) = v



Fragment programu:

% przedzial: 3

a=-2; 2,51
b=1; 5|

% liczba punktow

N = 100;

X =a + (b-a).*rand(N,1);
% funkcja

f=x.*exp(x); 0
% srednia 0,5
sr=mean(f);

S=(b-a)*sr,

1,5

1

Metoda Monte Carlo
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Metoda Monte Carlo
Porownanie wynikow dla N = 100:

rzeczywista wartosc: S, = 0,406005849709838
estymowana wartos¢: S = 0,343329818074488

Mozna stosowac rozne wersje tej metody, na przyktad:

3 ! !

- rozrzutem wokot wartosci *° | | | o
rzeczyWiStej Db .............. .............. ............. .............. ......... o

I — — T— R S
| S SR S SO |
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Metoda Monte Carlo

Przyktad 2. Stosujgc metode MC obliczy¢ wartosc liczby .
Wykorzystac relacje pomiedzy polem okregu i polem
wpisanego w okrag kwadratu.

Porownujac pola obu figur, otrzymamy:
S, 4R* 4

[
p N

skad:

72.:4:45’0:4(Sk_Sn0):4 I_Sno
P Sk Sk Sk

gdzie: S, — pole okregu; S, — pole kwadratu;
S,, jest polem obszaru miedzy kwadratem i
okregiem.



Metoda Monte Carlo

Algorytm postepowania:

*Generujemy N par niezaleznych liczb losowych x;, y. w
przedziale [-1, 1] o rozktadzie rownomiernym, ktore
traktujemy jako wspotrzedne punktéw lezgcych w
kwadracie o boku 2R.

*Liczymy liczbe punktow lezgcych poza okregiem. S3
to te sposrod wygenerowanych punktow, ktore
spethiajg warunek:

x>+yr>1 ,i=1,2,.., N



Metoda Monte Carlo
Wynik obliczen:

dlaN =100

T~ 3,24.
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Metoda Monte Carlo

Przyktad 3. Stosujgc metode MC obliczy¢ mase, Srodek ciez-
kosci oraz moment inercji krgzka z otworem, jak na rysunku.
Przyjac nastepujgce parametry badanego obiektu: R, =1,

R,=0,2,d=0,5, p=1 (gestos¢ materiatu). , A
Analityczne zaleznosci sg nastepujgce:

- masa krazka:
M = [ p(x, y)dxdy
S

i /

- Srodek ciezkosci:

Xy = A;J‘jxp(x,y)dxdy Yy = A;jjyﬂ(x»Y)dXdy
S S

- moment bezwtadnosci:

J = H(xz + 32 o(cx, y)dxdy

S



Metoda Monte Carlo

Algorytm dyskretnhego rozwigzania tego zadania moze
bazowac na podziale catego obszaru krgzka na N

matych elementow, ktérych masa przyjmuje wartosc:

S
mj = P} Y;) = plx, y)drdy

S = n(RE = Rzz)

Wychodzgc stgd mozna obliczy¢ poszukiwane parametry.
Uzyskane rezultaty wg metody MC:

N =1000, M= 3,0159, X, =—0,0593, J=1,5464;
*N =100000, M = 3,0159, X, =-0,0673, J=1,5345.

x:xjvy:yja

gdzie:

Wartosc¢ obliczona analitycznie: J = 1,53609.






