Modelowanie Nieliniowych Systemow
Dynamicznych

Dynamika systemow jest odtwarzana za pomocg modeli
zaleznych od czasu. W ogoélnym przypadku, czas moze by¢
reprezentowany w postaci ciggtej lub dyskretnej. W
zaleznosci od tego, stosowne modele sg formutowane w
postaci rownan roézniczkowych (czas ciggty) lub réwnan
roznicowych (czas dyskretny).

W odniesieniu do systemow liniowych stosowane sg dobrze
poznane, uniwersalne narzedzia analityczne, ktore pozwalaja
badac¢ ich stabilnosS¢ oraz roznorodne charakterystyki w
dziedzinie czasu i czestotliwosci. W przeciwienstwie do tego,
narzedzia badania systemow nieliniowych s3 czesto
ograniczone do scisle okreslonej grupy systemow.



Rownanie Van der Pola

Rownanie Van der Pola opisuje oscylacje w uktadzie

elektronicznym ze wzmacniaczem (oryginalnie z

zastosowaniem lampy typu trioda). Dynamika uktadu jest

okreslona za pomoca nastepujgcego rownania nieliniowego:
d’y dy

2 (l—yz)dter:O

gdzie 11— wspotczynnik ttumienia.

Rownanie (3.1) mozna zapisa¢ w postaci uktadu rownan
pierwszego rzedu:
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Rownanie Van der Pola

Oryginalny uktad Van der Pola: oscylacje w uktadzie
elektronicznym ze wzmacniaczem sg wynikiem sprzezenia w

obwodzie wzmacniacza.
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Rownanie Van der Pola

Realizacja modelu w programie SIMULINK:

d2 d | wid
2y — ,Ll( — yZ)y - Y+ F(t) To Workspace
dt dt

ol (]

Scopet

3;; 1 y' 1 y > I:l
+, L P> = * L 5
Integrator1 Integrator XY Graph
0
Constanti w2 1

Product1]| x To Workspace1

ﬂ <« y?
X
mi Product

1 | Constant

Warunki poczatkowe: y’(0), y(0) s3 zadawane w integratorach



Rownanie Van der Pola

Rownanie Van der Pola
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Przyktady rozwigzania w dziedzinie czasu



Rownanie Van der Pola

Portrety fazowe

Przyktady trajektorii fazowych



Rownanie Van der Pola
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Wptyw warunkow poczatkowych na stan przejsciowy
generatora; m =500

Zastosowania generatora mozna rozszerzyc przez
wprowadzenie zewnetrznego wymuszenia (uktad

. i 2
nleautonomlczny): dzy_lu(l_yz)dery:Fcosa)t
dt dt



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Rownanie Duffinga jest czesto stosowane do opisu drgan
uktadow mechanicznych sprezystych z ttumieniem (sztywna
sprezyna, sprezysta belka), a takze nieliniowe uktady
elektroniczne, ktore podlegajg wymuszeniom oscylacyjnym:

5('+5)'(J_ra)§x+,8x3 = F cos(wt + @)

gdzie: 0 — wspotczynnik ttumienia;
[ — liniowy wspoétczynnik sztywnosci;
@,°— wspotczynnik oscylacji (wtasnych);
F — amplituda wymuszenia;
@ — pulsacja wymuszenia.



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Zaleznos¢ powyzsza moze byc¢ przedstawiona w postaci
dwodch rownan rozniczkowych pierwszego rzedu (rownania

stanu): |
u=v

\'/:$a)gu—,8u3—5v+|:cos(a)t+g0)

gdzie dwie zmienne (zmienne stanu) majg prosta
interpretacje fizyczna:

U — przemieszczenie,
vV — predkosc.

Rownanie Duffinga odwzorowuje drgania sprezystej belki
pobudzanej przez elektromagnesy.



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Zaleznos¢ powyzsza moze byc¢ przedstawiona w postaci
dwodch rownan rozniczkowych pierwszego rzedu (rownania
stanu):
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wymuszenie

Rownanie Duffinga jest baza do analizy roznych zjawisk
fizycznych, w zaleznosci od jego parametrow.



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Dla parametrow: =0, @ =0 oraz przy dodatnim znaku przy
wspotczynniku a)g, przyjmuje nastepujgca forme:
X+ X + ng = F cos(wt)

Jego rozwigzanie daje dwie wspotrzedne, ktore w stanie
ustalonym formujg elipse:
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A jest amplitudg, ktorej najwieksza wartos¢ wystepuje dla

warunku:
Wrez = Jwg _(5/2)2

gdzie w,, jest pulsacja nieliniowego rezonansu.



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Przebiegi zwigzane z rozwigzaniem rownania Duffinga:
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Obecnos¢ nieliniowego cztonu fx3 catkowicie zmienia
wtasciwosci rownania, gdyz przedstawia ono uktad
nieliniowy:

5(+5Xia)o2x+ﬂx3 = F cos(awt + @)



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Przyjmujgc dodatni znak przy sktadniku a)&x uzyskuje sie

dwa punkty w przestrzeni stanow (x, x ) o minimalnej
energii, co tatwo zauwazyc, rozpatrujac ustalong (niezalezna
od czasu) wartosc sity:

Fo(X) = —(J_r m§x+ﬁx3)
skad mozna wyznaczy¢ energie potencjalng (przy zerowych
warunkach poczatkowych):

X 2,2 4
V() =] Fy(xydx =+ 20X 1 A
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Przebiegi energii potencjalnej dla obu wartosci znakow
stojacych przy wspoétczynniku (@,)? jest pokazany na rysunku:



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Przebiegi energii potencjalnej w zaleznosci od znaku
wspotczynnika a)g uzyskuje sie

765}

A

a)g >()//

X+ X

Wida¢, ze dla (w,)? < 0 wystepujg dwa punkty stabilne oraz
punkt niestabilny w poczatku uktadu. Zauwazmy, ze wniosek
ten jest zbiezny z kryterium Lapunowa formutowanym w
odniesieniu do systemow dynamicznych.



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Trajektorie fazowe tego rownania dla réznych warunkow
poczatkowych sg pokazane na rysunku:
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W przypadku przyjecia dodatniej wartosci kwadratu pulsacji
wiasnej: (@,)? = 1,0, funkcja energii potencjalnej V(t) ma
jedno minimum, co zmienia obraz trajektorii fazowej
systemu oraz samych przebiegow czasowych.



Rownanie rozniczkowe Duffinga
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Mozna zauwazyc, ze w tym przypadku otrzymuje sie bardzo
regularne odpowiedzi w dziedzinie czasu oraz na
ptaszczyznie fazowej. Parametr @, ma bezposrednia

interpretacje fizyczna: jest to pulsacja wtasna uktadu, skad:
T, = 21t/ w,.



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Przy rozwazaniu pobudzanego nieliniowego uktadu Duffinga
korzystamy z rownania z wymuszeniem. Nastepny przyktad

ilustruje zachowanie sie rozwigzania dla przypadku (@,)*< 0
Z wymuszeniem.
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Odpowiedz czasowa (a) i trajektorie fazowe réwnania Duffinga (b) dla
(@,)? =-1,0



Rownanie rozniczkowe Duffinga

Kolejna symulacja zostata wykonana dla nastepujgcych
parametrow: F=5,5; 6=0,5; £=2,5; (®,)? =-1,0; ®=1,0
przy takich samych, jak powyzej warunkach poczagtkowych.
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Uzyskuje sie chaotyczne zachowanie sie uktadu: zadna czesc
odpowiedzi sie nie powtarza, a portret fazowy zawiera obszary
przyciggania (atraktory).



Systemy chaotyczne

Najczesciej przyjmuje sie nastepujgce wtasciwosci:

e sgtranzytywne (czyli majg tzw. wiasnosc
rozprzestrzeniania, co oznacza, ze trajektorie,
czyli ciggi kolejnych obrazéw danego punktu,
rozpoczynajgce sie w jakimkolwiek zbiorze sg
,rozsytane” na caty zbior);

* majg gesty zbior punktow okresowych;
* s wrazliwe na zmiane warunkow poczgtkowych.

Tranzytywnosc¢ — gwarancja, ze idgc wzdtuz trajektorii jego
punktéw, mozna sie dosta¢ dowolnie blisko kazdego punktu
Z catego zbioru.



Systemy chaotyczne

Rownania Lorenza:

y, (1) = 0‘(3’2 -V (t))
Y, (1) = By (1) — Y, (1) =y (D) y5(1)
Y5 (1) =—py5 () + y;(D)y, (1)

przy nastepujgcych parametrach:

o =10, f=28, y=8/3

oraz przy warunkach poczatkowych:
¥1(0) =0, y,(0) =1, y5(0) = 5



Systemy chaotyczne




Systemy chaotyczne
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Obwodd Chua
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Obwaod Chua: schemat zastepczy a) oraz charakterystyka

diody Chua b)

Charakterystyka diody Chua:

g =9(Ug) =1

G, dlau, <E
G,Ug +(G, -G, )JE dlau, <—E

G,us —(G,~G,)E dlaug >E



Obwodd Chua

Rownania obwodu:




Obwodd Chua

Przebieg zmiennych stanu:
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Dioda Chua moze byc¢ reprezentowana za pomoc3a
roznych obwodow elektronicznych.



Obwdd Chua
Jeden z przyktadow fizycznej realizacji obwodu Chua:
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Znane sg przyktady zastosowania w telekomunikacji
do szyfrowania przesytu danych.



Modelowanie nieliniowych uktadow dyskretnych

Zapis rownan dynamiki w postaci dyskretne;
prowadzi do dynamicznych systemow dyskretnych.
Odpowiednie rownania otrzymuje sie przez
dyskretng aproksymacje rownan ciggtych:

dX AX X — Xk

=—r— = = X — X
dt At t—(t-1) © I
System Roésslera:
X:—y— Z Xy :Xk—l_h(yk—1+zk—1)
y = X+E€ey —> Yo=Y T h(Xk +eYk—1)

z=Ff+xz—mz Ly =2 +h(f +E€X 2y _mzk—l)



Modelowanie nieliniowych uktadow dyskretnych

Portret fazowy systemu Rosslera:




Modelowanie nieliniowych uktadow dyskretnych

Ogodlna postac¢ uktadu dyskretnego:

Jest to tzw. rownanie logistyczne. Dyskretne
systemy logistyczne charakteryzujg sie
wystepowaniem punktow bifurkacji, ktére zwigzane

sg z gwattownym rozdwojeniem procesu, przy
niewielkiej zmianie parametru b.

(bifurcare — rozdwajac¢, rozwidlac).



Modelowanie nieliniowych uktadow dyskretnych

Przyktad procesu bifurkacji:
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Modelowanie nieliniowych uktadow dyskretnych

Cechga charakterystyczng zjawiska bifurkacji jest
podwojenie czestotliwosci przebiegdw generowanych
zgodnie ze wzorem logistycznym, po osiggnieciu przez
parametr b odpowiednich wartosci: b = 3,0, 3,4494897,
3,5440903, ... W rezultacie kolejnych zdwojen okresu
oscylacji, czestotliwos¢ generowanych drgan wzrasta w
kolejnym n-tym punkcie bifurkacji do wartosci 27, n =0,
1, 2, ... Towarzyszace tym punktom wartosci parametru
b = b, stosujg sie do prawa Feigenbauma:

S = lim 0,1 —b

N—o0 bn —b

" =4,6692016091...

n+1




Modelowanie nieliniowych uktadow dyskretnych

Proces generacji przebiegow bifurkacji z uwzglednieniem
stanu przejsciowego jest pokazany ponize;.

1.0




|dentyfikacja systemow chaotycznych

Chaos, ze swej natury, trudno poddaje sie ogdolnemu
opisowi i uporzgdkowanej klasyfikacji. Podstawowa miara
takich zachowan jest tworzona na bazie teorii stabilnosci
Lapunowa, a ich ocene rozwaza sie w przestrzeni fazowej
opisujacej badany system.

Mozna uznac, ze uktad jest chaotyczny, jesli sgsiednie,
poczgtkowo bliskie trajektorie, oddalajg sie od siebie
wyktadniczo, co prowadzi do nastepujacej zaleznosci:

AX(t) ~ e AX,
gdzie: AX, - poczatkowa odlegtos¢ rozwazanych trajektorii;
A - wyktadnik (wspdtczynnik) Lapunowa.

Warunkiem chaotycznosci systemu jest dodatnia wartosc
wyktadnika A.



|dentyfikacja systemow chaotycznych

Wartos¢ wyktadnika A zalezy od kierunku trajektorii oraz od
wybranej wartosci poczgtkowej, wiec nalezy mowic o
spektrum wspotczynnikéw Lapunowa dla danego systemu, a
jego wymiar jest rowny liczbie wspotrzednych fazowych
(liczba rownan systemu w postaci uktadu rownan pierwszego
rzedu — rownan stanu). Zatem, dla n — wymiarowego
autonomicznego systemu, spektrum wyktadnikdéw Lapunowa
jest okreslone przez zbior: A,i=1, 2, ..., n. Zbiér ten mozna
uporzgdkowac wedtug kolejnych wartosci:

W22

Maksymalna liczbowa wartos¢ wspotczynnika z tego
spektrum: A, = A,,, charakteryzuje maksymalng szybkos¢
separacji trajektorii systemu.



ldentyfikacja systemow chaotycznych

Wartos¢ wspotczynnikad,,,, jest zazwyczaj przyjmowana,
jako miara chaotycznosci systemu.

Wazng miarg chaotycznosci systemu jest takze liczba
wyktadnikow Lapunowa, ktére majg wartosci dodatnie. Jesli
warunek ten jest spetniony dla wiecej niz jednego
wyktadnika w spektrum, to mowimy o systemie
hiperchaotycznym (hiperchaos deterministyczny).
Przypadek taki moze wystgpi¢ w systemie o liczbie
wymiarow n > 4.,

Obliczanie wyktadnikéw Lapunowa wymaga zaangazowania
zaawansowanych metod numerycznych (patrz skrypt i
przyktady numeryczne). Metoda obliczeniowa wywodzi sie
Z nastepujacych zatozen.



ldentyfikacja systemow chaotycznych

Rozwazmy pojedynczg trajektorie systemu, zwigzang z
funkcjag f(x(t)), na ktérej wybieramy dwa punkty, odlegte o
wartos¢ Ax,, przy czym w procedurze numerycznej ciggty
czas w zastepujemy numerem m kolejnej ewoluc;ji (iteracji)
wzdtuz rozwazanej trajektorii:

AX = T (Xg +AXy) — FM(Xg)

Wyktadnik odpowiadajgcy wspotczynnikowi Lapunowa
moze byc obliczony zgodnie z relacja:

f ™ (X0 +A%) = ™ (%)
AXy

AX
M ~In
AX,

AM = In

Wartos¢ m jest granicg powyzszego wyrazenia:



ldentyfikacja systemow chaotycznych

1 m-—1
A= lim Zln

m—oo M JZO

£(x;)

Kolejne wartosci logarytmow sg usredniane z m-tej iteracji.

Przyktad: Wyznaczy¢ wyktadniki Lapunowa dla ciggtych
rownan Rdsslera:

X=—Yy—2

Yy =X+ ay

Z=b+xz-cz

przy nastepujgcych parametrach: a =0,15; b = 0,20;
c =10,0.



ldentyfikacja systemow chaotycznych

Przebieg trajektorii z = g(x,y):




ldentyfikacja systemow chaotycznych
Przebieg zmiennej x(t):
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Zauwazmy, ze w poszczegolnych okresach czasu oscylacje sie nie
powtarzaja.



ldentyfikacja systemow chaotycznych

Przebiegi wyktadnikow Lapunowa dla badanego systemu Roésslera:

) Dynamika wyktadnikéw Lapunowa
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Na koncu rozpatrywanego przedziatu, wspotczynniki te przyjmuja
nastepujgce wartosci: 4, =0,09; A4, =0,0; 4, =-9.81.






