Modele Klasyczne] Mechaniki

Klasyczne rownania ruchu (rownania Newtona)
ZazZwycCzaj zapisuje sie w nastepujacej postaci:

2
dxj

J dtz

M=y, j=3i-Li=1,2,...,n,1=2,1,0

gdzie: n — liczba punktéw materialnych,

[ — oznaczenie przestrzeni trojwymiarowej,
co razem tworzy 3n wymiarowa przestrzen
konfiguracyjng, w ktorej punkty sg okreslone przez
wspotrzedne:

T
X=[x, x, ... x;]

;- sita dziatajaca na poszczegolne punkty.



Modele Klasyczne] Mechaniki

W ogdolnym przypadku, rownanie dynamiki uktadu,
moze by¢ ograniczone wiezami o liczbie p, ktore sg
zdefiniowane przez nastepujace funkcje:

(X)) = (X, X9, X3,,0)=0, k=1,2, ...,p

Wiezy, okreslone powyzej, ograniczajg ruch
poszczegolnych punktow uktadu, redukujac
swobode ruchu do m stopni swobody:
m=3n—p
Wspotrzedne uogolnione:

X; =X;(q1,9759,) ,1=1,2, ..., m
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Formalizm Lagrange’a

Réwnania Lagrange’a dla systemu z wymuszeniem
(w wiezami) maja nastepujacg postac:

d a’e _%:f’jzl,Z,...,Wh
dr| a4, ’

gdzie:g=E, —E, -funkcja Lagrange’a (lagrangian),
E,=Elq; q,, 1) - energia kinetyczna,
E,= E (g, t) — energia potencjalna
/- sita w postaci wymuszenia £ lub

rozproszenia:
Jj=15-DPj4;
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Formalizm Lagrange’a

Istotna roznica pomiedzy klasycznymi rownaniami
rozniczkowymi opisujgcymi ruch uktadu
dynamicznego (rownaniami Newtona), a
rownaniami Lagrange’a polega na tym, ze w tych
ostatnich nie wystepuje sita i zwigzane z nig pojecia,
jak rownowaga sit, sity reakcji. Jej miejsce zajmuje
energia w postaci kinetycznej i potencjalnej,
ktorych roznica definiuje funkcje Lagrange’a £ =
L(q;, q;, 1). Takie ujecie dynamiki uktadu jest
nazywane formalizmem Lagrange’a.
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Formalizm Lagrange’a

Przyktad: Okreéli¢ réwnania Lagrange’a ruchu wahadta,
zaktadajac, ze jest on ttumiony ze wspotczynnikiem D.

Wyznaczamy energie: kinetyczng i potencjalng:
E, =E,(x)=—-Mgx, skad:

E,(0)=—-MglcosO

Ek:Ek(V):;M‘ﬂ,Skad: Ek((g):;Mlze'z v =wl a):é

Funkcja Lagrange’a:

£(0,0) = E,(0)-E ,(0) = ;Mﬂéz + Mgl cos 6




Modele Klasycznej Mechaniki

Formalizm Lagrange’a

Wartosci pochodnych:

IO _yri 9~ grsing
dr\ a6 00

Ostatecznie rownanie Lagrange’a ruchu wahadfta:

MI?0 + DO + Mgl sin 6 = 0

z uwzglednieniem oporéw ruchu:  f =—Dg =—-D60
lub w postaci rownan stanu:

X =X, x, — kat wychylenia,

D g .
Y X, —7s1nx1

x, — predkosc¢ katowa.

Xy =
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Formalizm Lagrange’a

Ruch wahadta:
pofozenie predkosc¢ katowa

75/2\ .

0ol 3 |

kat &, rad
O

il ulf i E,‘U'-..‘ vV
: aff v V¥ O :

255 10 15 20 25 0 5 10 15 20 25

czast, s czas t, s

1 — model nieliniowy,

predkos¢ w, 1/s

2 —model liniowy.
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Modele Hamiltona

W modelu Hamiltona pojecie wspotrzednych uogolnionych
w postaci potozenia (qg;) oraz predkosci (qj) jest rozszerzone
na pedy uogolnione (pj): (b1, Py s P,) = (pj),j =1, 2, .. m.
Dla przesuniecia okreslonego przez wspotrzedng
uogolniong g, ped jest wektorem o wartosci: p = Mv = Mg,
natomiast dla obrotu o kat g, uogdlniony ped ma wymiar
momentu pedu: p =Jw, gdzie J— moment bezwtadnosci, @
- predkos¢ katowa.

2m wspotrzednych uogolnionych: m wspoétrzednych
pofozenia oraz m uogolnionych wspotrzednych pedu:

(91, Gor <o Qs P1) Pos woer Ppy)-
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Modele Hamiltona

Wspotrzedne uogolnione potozenia (qg;) oraz pedy
uogolnione (p)): (py, P2, s Pm) = (P)), J=1, 2, ..., m13cz3 sig
przez nastepujacg zaleznosc:
pi= =12
qj

Rownania Hamiltona:

ORPD) iy 9 m

pj:_
@qj
q._] :@ﬂ(p’Q)ﬁjzlﬁzﬂ"')m
Gpj

gdzie: Fp, q) = pqg — L= pq(p, q) — L(4(p, 9), 9)
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Modele Hamiltona

Funkcja Hamiltona (hamiltonian):
Hp, q) =pq—L=pqp, q) - L4qp, 9), 9)

Jesli w uktadzie odwzorowuje sie takze straty
ZWigzane z tarciem, to nalezy to je uwzgledni¢ w
pierwszym z rozpatrywanych rownan:

: oF(p, :
pj:_ a(ql?.Q)—l_f':]:l:Z:---am:
J

gdzie f, — sita reprezentujaca straty (tarcie).
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Modele Hamiltona

Przyktad: ruch wahadta opisany rownaniami Hamiltona.

/ poprzedniego przyktadu:

£(0,0) = ;Mlzé’z + Mgl cost

oL op

i . = " = MI%0
Obliczenie pedu: P o a6

Funkcja Hamiltona:

| | | o1 .
H(p.q) = pq— L= pq(p,q)— LG(p,q).q) = MI*0* - M 20* — Mgl cos

Po uporzadkowaniu:
) 2
%(p,q)z?é(p,@)z1M126’2—Mglc059= P , — Mgl cost
2 2MI
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Modele Hamiltona
Rdwnania Hamiltona:

p:_aﬁ(p’g)z—Mnginﬁ—pzD,
06 Ml
5 0H#(p.0) _ p
N a2
op M
potozenie 6 moment pedu p

b)

f—
[9)]

S
[S—
-

V)]

|
V)

moment pedu p, N-
S

L
o

L
W
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czast, s




Zastosowanie rownan Lagrange’a

Obwod elektryczny — rownania Lagrange’a

Rownanie Lagrange’a — metoda oczkowa — wspotrzedne s3
zwigzane z tadunkiem elektrycznym g:

1 q2
L=E —-E,= Li-1
k ’ 0 C’

1. .
Ep = Rq*,up=Rq, f=u(®
gdzie: g = Cu.— tadunek elektryczny w kondensatorze,
g = dq/dt — prad, u, — spadek napiecia na oporniku.

Funkcja Lagrange’a w obwodzie elektrycznym:

d[@ﬁ] SN d(@ﬁj_aﬁﬂa 1o

de| 0i; | 0q, 6q'j dt| 0q; ) Oq;
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Obwod elektryczny — rownania Lagrange’a

i R L, L L
Przyktad:
Prady w gateziach:
dgy - dg,
L=q = Ih=q, == h=q1—q; =14 —1
lqldt 242dt 3=~ =h D

Energia kinetyczna jest zwigzana z energig gromadzong w
indukcyjnosciach:

I 5 1./ v 1. .,
Ey :2L1Q1 +2L3((]1—Q2)2+2L2Q2
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Obwod elektryczny — rownania Lagrange’a

Energia potencjalna jest zwigzana z energig gromadzong w
kondensatorach:

Energia wydzielana w opornikach:

1 o1 )
E,=—R + R
R 5 191 5 24->

Rownania Lagrange’a dla obu wspotrzednych:

d(oE,| 0E, ©OE, OE,

L2 P’ AR A = u(?),
dt\ g O, Oq;  Oq
OE
d (0F |_0E, O, OEy _,
dt\ 0q, ) 9q, Oqy  Oq



Obwad elektryczny — rownania Lagrange’a

Sktadniki rownan Lagrange’a:

OF OF
aqk — 0 aqk (Ll + L3 )ql L3Q2
1 1
E oF . .
P = (L) + Ly )iy — Lsdy
0q, oq,
OF, _ 4 OF, _ 49
qu Cl qu C2
OF . OF .
K =Ryq — R =Ry,
0q, 0q,

co prowadzi do rownan Lagrange’a o postaci:

(Ll + L )611 —Lyg, + g + Riq; = u(?),
1

_L3q1 +(L2 +L3)Q2 + - C +R2Q2 —O
2



Obwodd elektryczny — rownania Lagrange’a

Dynamika zmian tadunkoéw elektrycznych:

O “Jounpey



Obwod elektryczny — rownania Lagrange’a

Rownania Lagrange’a — metoda weztowa:

w charakterze wspotrzednych w rownaniach
Lagrange’a przyjmuje sie strumienie
elektromagnetyczne, ktore sg zwigzane z napieciami
w weztach obwodu elektrycznego: (4, 4,, ..., 4,.).
Zatem, zmienna A, oznacza wielko$¢ strumienia
elektromagnettycznego ZWigzanego z k-tym weztem:

dA
b= [u@dewy ==
k t”k(T) T k dr

Energia kinetyczna — energia zgromadzona w
kondensatorach, energia potencjalna — energia
zgromadzona w indukcyjnosciach, energia tracona — na

=1



Obwad elektryczny — rownania Lagrange’a

Przyktad — silnik dwufazowy:

\
\

Ugp

stojan wirnik



Obwad elektryczny — rownania Lagrange’a

Silnik dwufazowy — metoda oczkowa:

rownania Lagrange’a:

d| oE, _aEk+8Ep+aER: =125
]9 5 2°°°d

dr| éq; | oq; éq; o

wymuszenia: Q, =u., Q,=u,, Q;=u,,Q,=u,, Q. =T,—-T,_;
energia kinetyczna gromadzona w indukcyjnosciach:

E, = 5 091 +L,.,9193€08qs — L, .q1q4S1n g5 + ZLquz + L9931 q5 + L, 1q>G4 COSq5

1 1 1

-2 -2 -2
+2LraQ3 +2Ler4 +2JFQS

Program zostat zapisany w pliku:
silnik 2 fazowy strumien.mdl



Obwad elektryczny — rownania Lagrange’a

Silnik dwufazowy — metoda oczkowa:
a) b)
25 A S S S R AT T T T T T T T

3
2

[E—

prad stojana, A
(e

08 05 052 054 056 058  0¢
czast,s

=
(9]

prad wirnika, A

|
S
[ (9)]

|
—
W

05 052 054 056 058 06
czas t, s







