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Modelowanie Cyfrowe

Wyktad: 15h, sroda, 9.15, sala 406 D-20

Zaliczenie: kolokwium zaliczeniowe na ostatnim wyktadzie:

4 maja, sroda, 9.15-10.00, (1 termin poprawkowy)

Materiaty do wykladu:
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Modelowanie Cyfrowe
Syllabus

1. Omowienie podstawowych zasad tworzenia modelu
matematycznego prostego uktadu mechanicznego |
elektrycznego. Przeglad stosowanych komputerowych narzedzi
symulacyjnych. Zasady przygotowania modelu zadanego uktadu:
parametry uktadu, warunki poczatkowe, parametry symulacji.

2. Modele cyfrowe liniowych elementow RLC o parametrach
skupionych. Btedy cyfrowej aproksymaciji.

3. Modele ztozonych gatezi utworzonych z elementow RLC.

4. Model cyfrowy linii jednofazowej z parametrami roztozonymi.

5. Tworzenie i rozwigzywanie rownan sieciowych. Okreslanie
warunkow poczagtkowych. Modelowanie tgcznikow.

6. Modelowanie elementow nieliniowych sieci RLC
7. Modelowanie uktadoéw elektromechanicznych.
8. Kolokwium zaliczeniowe



Modelowanie Cyfrowe

* Rola modelowania w zyciu codziennym
* Funkcja modelowania w fizyce i nauce

,Zbior modeli matematycznych odnoszacych sie do jakiejs
dziedziny fizyki tworzy jej teorie”.

Weryfikacja zamknietego zbioru modeli odnoszacych sie do
badanego zjawiska/systemu prowadzi do powstania
obowigzujgcej teorii. Procedure te mozna przedstawic za
pomocg znanego schematu:

Teoria (koncepcja) <> eksperyment (weryfikacja)

W powyzszym schemacie model (matematyczny) jest
elementem tworzacej sie teorii.



Modelowanie Cyfrowe

Rozwoj techniki komputerowej doprowadzit do powstania
bardzo wygodnych i elastycznych narzedzi stuzgcych do
symulacji funkcjonowania modeli. W tym kontekscie uzywa
sie pojecia modelu komputerowego, przez co nalezy
rozumieC odpowiedni algorytm funkcjonowania modelu.
Na podstawie tego algorytmu tworzone sg komputerowe
programy do wirtualnej realizacji modelu (w srodowisku
komputerowym).



Modelowanie Cyfrowe

Propozycja modelu/teorii

Weryfikacja modelu/teorii

Modelowanie
1 Symulacja



Modelowanie Cyfrowe

Gtowny podziat modeli przebiega w zaleznosci od sposobu
ich inicjacji (pobudzania) i natury zachodzacych procesow:

- modele proceséw zachodzacych wzgledem czasu
(ciggtego lub dyskretnego);

- modele procesow rozpatrywanych wzgledem
inicjujgcych je zdarzen.



Modelowanie Cyfrowe

Procesy opisywane wzgledem czasu s3 zazwyczaj dobrze
uporzgdkowane i ‘przewidywalne’. Kolejne ich stany
Zazwyczaj tgczg sie ze stanami poprzednimi. Ich opis
analityczny moze bazowac na podejsciu deterministycznym
(matematyczny model deterministyczny) lub
probabilistycznym, gdy zaktada sie losowy charakter
opisujacych je funkcji lub ich parametrow.

Procesy inicjowane zdarzeniami sg z natury losowe (jesli
pomingC przypadek, gdy zdarzenia zachodza w sposob
uporzgdkowany wzgledem czasu). Zaréwno liczba zdarzen
wejsciowych w okreslonej jednostce czasu, jak i diugosé
okresu uptywajgcego pomiedzy kolejnymi zdarzeniami sg
wielkosciami losowymi.



Modelowanie Cyfrowe

W przypadku procesow opisywanych wzgledem czasu, mamy do
czynienia ze zjawiskami dynamicznymi, ktore opisujg relacje wejscie-
wyjscie elementow systemu w czasie, pokazujgc takze zwigzane z
nimi przebiegi.

System dynamiczny charakteryzuje sie tym, ze jego
odpowiedz na dane wymuszenie ma charakter zmienny w
czasie. Ponadto, odpowiedz jest funkcjg zarowno biezgcego
wymuszenia, jak rowniez historii procesu. Model
analityczny (matematyczny) jest okreslony za pomoca
odpowiednich rownan lub innych adekwatnych relacji, jak
wykresy, czy tabele, ktore opisujg system z pewnym
przyjetym przyblizeniem. Jesli relacje te sg zapisane w
formie programéw komputerowych, to moéwimy o
komputerowym modelu systemu.



Modelowanie Cyfrowe

Model matematyczny:

* model ciggty wzgledem czasu
e dyskretny model systemu
* model cyfrowy

Dynamiczny model komputerowy jest zawsze modelem
cyfrowym: z dyskretnym czasem i okreslong doktadnoscia
reprezentacji zmiennych procesu i jego parametrow.



Modelowanie Cyfrowe

Model dynamiczny
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Modelowanie Cyfrowe

Model dynamiczny

a) b)
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Modelowanie Cyfrowe

Rownowaznos¢ modeli:

mi
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Modelowanie Cyfrowe

Rownowaznos¢ modeli:

Rownowaznos¢ uktadu mechanicznego posuwistego z uktadem elektrycznym

Uktad mechaniczny Uktad elektryczny

sita F (N) napiecie U (V)

predkosc v (m/s) pradi (A)

przesunigcie X (m) tadunek elektryczny Q (1C = 1V-1F)

masa m (kg) indukcyjnos¢ L (H)

wspotczynnik sprezystosci K (N/m) odwrotnos¢ pojemnosci 1/C (1/F)

wspotczynnik thumienia b (Ns/m) rezystancja R (QQ)

Podstawowe relacje: Podstawowe relacje:

masa: Fzmdv, F:dp, p=mv cewka: u=LdI,u:dW,w:Li

dt dt dt dt

sprezyna: V:IdF, V:dx, F =kx kondensator: i:Cdu, i:dQ, u:lQ
k dt dt dt dt C

ttumik: F =bv opornik: u=Ri




Modelowanie Cyfrowe

Uktad mechaniczny wirujacy

Sprzegto:




Modelowanie Cyfrowe

Rownowaznos¢ uktadu obrotowego z uktadem elektrycznym

Uktad mechaniczny obrotowy Uktad elektryczny
moment inercji J (kg'm?) pojemnos¢ C (F)
moment obrotowy T (N-m) prad i (A)

predkosc katowa w (rad/s)

napiecie U (V)

przesunigcie katowe y (rad)

strumien magnetyczny v (Vs)

wspotczynnik sprezystosci K (N-m/rad)

odwrotnos¢ indukcyjnosci 1/L (1/H)

wspotczynnik thumienia skretu d (N-m s/rad)

przewodnos¢ 1/R (S = 1/Q)

Podstawowe relacje:

2
moment inercji: T =J do _,d% , P4
dt at? dt

sprezyna skretna T =Ky

thumik: T=dw=d d—}/
dt

Podstawowe relacje:

2
kondensator: i=C ((1;: =C &y u= dy

a2 = dt
cewka: j — 1
. L w
przewodno$¢ i = lu _ldy
R dt




Modelowanie Cyfrowe
/godnie z zasadg rownowaznosci, uktad wirujgcy moze byc¢
przedstawiony w postaci obwodu elektrycznego, jak na

rysunku: PO
A N 1/d, A
L
T, @ 1/d. J,—= @, @y, Ve ==J» @ Lo
J

Whiosek: jak widac, zasady tworzenia modeli dynamiki
uktadow mechanicznych i elektrycznych sg podobne. Zasada

rownowaznosci modeli moze by¢ zastosowana takze do
innych zjawisk fizycznych.



Modelowanie Cyfrowe

W dalszej czesci wyktadu ograniczymy rozwazania gtownie
do modeli uktadow elektrycznych (sieci elektrycznych).

Stosowane s3 tu dwa podejscia do zagadnienia
modelowania cyfrowego:

1. Tworzenie cyfrowych modeli elementéw (jak R, L, C)
sieci elektrycznej, z ktorych sg nastepnie budowane i
rozwigzywane modele sieci ztozonych.

2. Tworzenie modeli matematycznych ztozonych sieci
elektrycznych i ich rozwigzywanie odpowiednimi
metodami numerycznymi.

Pokrotce zapoznamy sie z obu tymi metodami.



Modele elementow sieci elektryczne| R, L, C

Modele o parametrach:
- skupionych — pomijany jest rozmiar elementu;

- roztozonych — zmienne niezalezne: czas t oraz odlegtosc x.

Modele ze wzgledu na charakter funkcji:

- liniowe;
- nieliniowe. _
Modele ze wzgledu na charakter i_»_iu; 3 >
czasu: Rl - T“
- ciagle; 2]

u C=——1U
- dyskretne (cyfrowe). TC

L




Model liniowej rezystancji R / przewodnosci G

Rezystancja liniowa (opornik) jest okreslona przez stata
wartos¢ opornosci:

i(k) =%u(k) = Gu(k)

gdzie k wskazuje na dyskretng reprezentacje czasu (numer
kroku).

Powyzszy zwigzek nie jest zalezny od It) R

o——>—] 's)
sposobu reprezentacji czasu: jest <
wazny dla czasu ciggtego lub u(t)
dyskretnego, a takze bez zwigzku z

czasem.



Model liniowe] indukcyjnosci L

Gataz indukcyjnosci jest dobrze znana z opisu modelu

ciggtego: di(t
uit)=L——= (®)
dt
W bardziej ogdlnej postaci zaleznos¢ ta ma nastepujgca forme:
dy (1)
ut)=—"——-= ity L
(t) g i(t)
gdzie y jest strumieniem magnetycznym: ) u(t)
.. .. dy(
yO=LOIO L=

W modelu cigglym: L= dl/d/_(l) =const, w(t)=LI)
|



Model liniowe] indukcyjnosci L

Dyskretny model indukcyjnosci:  di(t)/dt =u(t)/L
skad:

"

it,) :% j u(r)dr = i(tk_l)+% :U(T)dr

tk—l

Catka po prawej stronie moze by¢ przyblizona w rézny sposob:

fiy.n |

ftyx))y——f N NS
k=1 ,




Model liniowe] indukcyjnosci L
Catka po prawej stronie moze by¢ przyblizona w rézny sposob:
- niejawna metoda prostokatow (Eulera) (t, =T -k):

i(k):i(k—l)+ILu(k)

| dalej: i(k)=Guk)+ik=1), G :TI

z warunkiem poczatkowym: 1(0) =1,
- jawna metoda prostokatéw (Eulera):
i(k)=i(k—1)+ILu(k—1)

nie jest zazwyczaj stosowana ze wzgledu na problemy ze
stabilnoscig w stanach dynamicznych.



Model liniowe] indukcyjnosci L

- metoda trapezow :
i(k):i(k—l)+%(u(k—1)+u(k))

i(K) = GU(K) +i(k - 1)+ Gu(k—1), G = 2T—L

| dalej:

co prowadzi do:
i(K)=Guk)+ j(k=1), jk=1)=i(k-1)+Gu(k-1)

model ciggty model dyskretny (cyfrowy)
a) b) i(k)

@]

- t L |
O u(ky G i(k=1)

) u(t) o




Model liniowe] pojemnosci C

Podstawowa zaleznos¢ miedzy pragdem i napieciem:

du(t)

1(t))=C——=

I(t) = "
W bardziej ogdlnej postaci zaleznos¢ ta ma nastepujgca forme:

: dq(t) .

i(t)=———= ity ©

( ) dt o > ” O

gdzie ( jest tadunkiem elektrycznym: u(t)

q(t) = C(u)u(t) C<u>=d‘jlfj”)

W modelu ciggtym: C = d(jl(u) =const, ((t)=Cu(t)
u



iIniowej pojemnosci C

Model
Dyskretny model pojemnosci:  du(t)/dt=i(t)/C
skad: n ;b
u(t) = tj i(r)dfzu(tk_l)+6t j i(r)dz

Catka po prawej stronie moze by¢ przyblizona w rézny sposob:

A
f(y,t)
2 3

______________________________________ N

f(y(t))
flyt )y 7/




Model liniowe] pojemnosci C
Catka po prawej stronie moze by¢ przyblizona w rézny sposob:
- niejawna metoda prostokatéw (Eulera) (t, = Tk) :

u(k)=u(k—1)+%i(k)
i dalej: i(k)z%(u(k)—u(k—l)) :%u(k)—%u(k—l)

Ostatecznie:

i(K) = Gu(k)+ j(k 1), G:%, i(k—1)=-Gu(k - 1),

z warunkiem poczatkowym: u(0) =u,



Model liniowe] pojemnosci C

- metoda trapezow :
uk)=uk —1) +2T—C(i(k -1 +i(k))

i(K) = Gu(K)—i(k —1)—Gu(k 1), G=2T—C

co prowadzi do:
i(K)=Guk)+ j(k=1), Jjk-D=—-i(k-1)—-Gu(k-1)

| dalej:

model ciggty model dyskretny (cyfrowy)
a) i(k) b)

ity C
o (t) ” o U(k) G J(k_l)
u(t) o

O




Modele cyfrowe ztozonych gatezi

W praktycznych programach gatezie sieci sg najczesciej
ztozone z kilku rozpatrywanych tu elementéw, co upraszcza
analize ztozonych sieci. NajczesSciej podstawowa gataz sieci
jest ztozona z trzech szeregowo potgczonych elementow
RLC.

Przyktad: zbudowac cyfrowy model gatezi jak na rysunku;
catkowanie reprezentowa¢ metodg trapezow.

I(k)= iL (k) + iR(k) i(k) L .
Korzystajac z modeli R oraz L napiszemy: "0 o0
|(k)_ (u(k)+u(k D) +ik—1)+—= (u(k) u(k —1)) o _TR=2L
- 2LR
co daje: i(k)=Gu)+ jk=1), jk-1) =itk -1+ =2 uk —1)

2LR



Modele cyfrowe ztozonych gatezi
Ostatecznie otrzymamy: 1(k)=Gu(k)+ j(k-1)
gdzie: c_TR+2L TR-2L

= i(k=D=itk=D+——=u(k-1)

a) b) i(K)

I(t)_/W\_ A
M B R u(k) G @ j(k=1)

u(t)

-4

Podobnie mozna budowac¢ modele innych gatezi ztozonych:

Tym razem:  u(k)=u.(K)+U.(K) L Ul urk)
skad: u.(k)=u(k)—us(k) ik ”C R

U (K= =u(k —1)—us (k1) u(k)

co mozna wstawi¢ do modelu kondensatora i uzyskac
rozwigzanie.




Modele cyfrowe ztozonych gatezi
Model kondensatora: u(k):u(k—l)+l(i(k—1)+i(k))
Podstawienie: 2C T
u(k)—uR(k):u(k—l)—uR(k—1)+E(i(k—1)+i(k))
ale: U (K)=Ri(k), Uz(k—D)=Ri(k—1)
Po Wstawieniu i uporzadkowaniu:
|(k)_ (u(k) Ri(k))- i(k—l)—zT—C(u(k—l)—Ri(k—l))

. .2 . T-2RC.
() =Cul+Jk=1) G=——pz jk-D)=-Guk-1) T+2RCI(k 1)

a) i(k) b)

i(k) ﬁ: R

o > { o0 :
L u(k)| UG @ itkn

-




Modele elementow sieci elektryczne| R, L, C

Uwagi ogdlne

gatezie R, L, C mogg byc¢ opisane liniowymi modelami
odwzorowujgcymi  zaleznosci pomiedzy pradami |
napieciami w tych elementach; modele dynamiczne
odnoszg sie do elementow L, C;

modele dyskretne mogg by¢ zapisane w formie zaleznosci:
napieciowo-rezystancyjnych:
uk)=Ri(k)+e(k-1) ek-1)=f(uk-1),ik-1),R)
pragdowo-przewodnosciowych:
i(K)=Gu(k)+ j(k—=1) jk—-D=f(i(k-1),uk—-1),G)
do dalszych rozwazan przyjeto ten ostatni sposob opisu
dynamiki gatezi.



Modele elementow sieci elektryczne| R, L, C

Uwagi ogdlne

w modelu pragdowo-przewodnosciowym zrodtami sg prady,
natomiast elementy s3 reprezentowane za pomoc3a
przewodnosci: 1K)

(e

odnosi sie to do modeli

u(k j(k=1
wszystkich gatezi w sieci, takze “ © @ =D
modeli zrodet zewnetrznych; °

wtasciwg metoda rozwigzywania rownan sieci w takim
przypadku jest metoda potencjatow weztowych;

model sieci jest wowczas reprezentowany nastepujgcym
rownaniem macierzowym:
G u o =I

n,xn, Ny xl1 ny, x1

n, — liczba niezaleznych weztow sieci.






